GLAVA 12

IZVIJANJE

Iskustvo nam pokazuje da i aksijalna sila moze da izazove ugib. Naj-
manja aksijalna sile, pri kojoj dolazi do savijanja naziva se kriti¢na sila.

Kriticna vrednost sile zavisi samo od nacina oslanjanja Stapa, tj. od
grani¢nih uslova, a ne i od poprecnog opterecenja.

Pojava krivljenja stapa pod dejstvom aksijalne sile zove se izvijanje.

Problem izvijanja je, u stvari, problem stabilnosti ravnoteze izmedu
spoljasnjih i unutrasnjih sila.

Ojler je, u 18. v., prvi proucavao ovu pojavu i odredio kriti¢nu silu za
cetiri karakteristicna slucaja:

1° — pritisnut Stap ¢iji su krajevi zglobno vezani (prosta greda),

2° — stap na jednom kraju uklesten, a na drugom slobodan (konzola),
3° — stap uklesten na jednom kraju, a slobodno oslonjen na drugom,
4° — obostrano uklesten Stap.

Razmotrimo ove slucajeve.

1°. slucaj

Posmatrajmo aksijalno pritisnut stap ¢iji su krajevi zglobno vezani (slucaj
proste grede).

Zadatak je da odredimo vrednost sile S, pri kojoj dolazi do izvijanja.
Usled izvijanja javljaju se ugibi (v), koje odredujemo diferencijalnom jedna-

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Slika 12.2: Trenutna konfiguracija.

Slika 12.1: Pocetna konfigu-
racija.

¢inom elasticne linije (11.6):

o = (12.1)

S A v(z)
gde je M, moment savijanja u - >
proizvoljnom preseku (vidi sl. 12.3): N ‘

12 - M@
M, = Sw. (12.2) v

Slika, 12.3: Moment u proizvoljnom pre-
seku.

Diferencijalna jednacina sada postaje:

" SU
__2Y 12.
v EL’ (12.3)

uz granicne uslove (poznati ugibi u osloncima A i B):

U|Z:0 = 0, U|z:l = 0. (12.4)
Uvedimo oznaku: S
K = . 12.5

Ova velicina je konstantna, pod pretpostavkom da je Stap konstantnog
poprecnog preseka (I, nije funkcija od y) i da je u celom rasponu izraden
od istog materijala (E je konstantno).

'Posmatrajuéi sa desne strane, sila S ”okreée” u smeru suprotno kazaljci na satu, pa
prema konvenciji o znaku momenta, to je pozitivan smer.
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Pod ovim uslovima diferencijalna jedna¢ina (12.3) je homogena diferen-
cijalna jednacina drugog reda sa konstantnim koeficijentima. Opsti integral
ove jednacine je:

v = Cysin kz + Cycos kz. (12.6)

Konstante C; i Cy odredujemo iz grani¢nih uslova (12.4), odakle dobijamo:
V=0 =Cy =0, wv|,-;=Cqsinkl=0.

Poslednja jednacina zadovoljena je ako je C; = 0 ili sin kl = 0. Medutim, u
prvom slucaju (Cy = 0), kako je Co = 0, bi¢e v = 0, tj. dobijamo trivijalno
reSenje (nema izvijanja).

Netrivijalno resenje dobijamo iz uslova da je:

sinkl =0, tj. kl=nm, (n=12,...). (12.7)

Konacno, iz (12.5) i (12.7), dobijamo:

o Bl (12.8)

vrednost sile koja dovodi do izvijanja.
Minimalna vrednost ove sile (n = 1, I, = I,in) je Ojlerova kriti¢na sila:

7T2

Sk =7

E Lyin | (12.9)

2°. slucaj

Posmatrajmo sada drugi karakteristican slucaj - Stap na jednom kraju
ukljesten, a na drugom slobodan, koji je optereé¢en aksijalnom silom S (kon-
zola).

A S A z
7 =z ;
/4 | f
y ¢ | S
Slika 12.4: Pocetna konfigu-
racija. Slika 12.5: Trenutna konfiguracija.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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U ovom slucaju intenzitet momenta savijanja je? (vidi sl. 12.6):

M, =S(f —v),
gde je f-ugib na kraju konzole, pa diferen- A i
cijalna jednacina (12.1), koristeéi (12.5), 2 I
postaje: \@j\ @)
z 7 M,(2)=-8(f-v)
U// _ S(f - U) _ k,Q(f . U). (1210) Vv !
El,

Slika 12.6: Proizvoljan presek.
Granicni uslovi su u ovom slu¢aju:
v),=0 =0, v'|,—0=0, (12.11)

(ugib i nagib u uklestenju jednaki su nuli).

Diferencijalna jednacina (12.10) je, za razliku od prethodnog slucaja,
nehomogena, pa je opsti integral jednak zbiru opsteg integrala homogene
diferencijalne jednacine i partikularnog integrala nehomogene diferencijalne
jednacine:

vV = VUp, + Up,

gde je:
vp, = Cysinkz + Cycoskz,
vp = f.
Dakle:
v=Cysinkz + Cycoskz + f.

Pored grani¢nih uslova (12.11), potrebno je da bude zadovoljen jo$ jedan
uslov:
D (12.12)

Uslovi (12.11) i (12.12) daju slededi sistem jednacina za odredivanje
veli¢ina 01, Cg i f:

Vsmo=Co+ f=0, v|m0=kCi =0,
V|,—; = C1sinkl + Cycoskl + f = f.

2Moment posmatramo u proizvoljnom preseku sa desne strane, pa je prema konvenciji
o znaku momenta, ovaj smer sa znakom minus.
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Iz prve dve jednacine dobijamo:

Ci =0, Cy=—f.
Zamenom u tre¢u imamo:

f=f(1—coskl).
Odavde sledi:

Y Y

coskl =0, tj. kl=(2n—1)g, (n=1,2,...).

Zamenivsi k u (12.5) dobijamo:

S w(2n—1)
EI, 4]2 '

Dakle, zan = 11 I, = I hin, konacno dobijamo Ojlerovu kriticnu silu za ovaj
slucaj:

™ ElLy, 7°FE
Sk = = Troin | 12.13
F 412 (202 ™m (12.13)

3°. slucaj

Posmatrajmo stap, uklesten na jednom kraju, a slobodno oslonjen na
drugom, na koji deluje aksijalna sila S.

7 LI
1 wAN z
7777
| : |
Slika 12.7: Pocetna konfigu-
racija. Slika 12.8: Trenutna konfiguracija.
S-Z, ﬁ .
1 \éj\ V(z)
YA M, M,(2)
I z |
! i

Slika 12.9: Moment u proizvoljnom preseku.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Ovaj nosac¢ jedanput je staticki neodreden. Ako uklonimo uklestenje
i njegov uticaj zamenimo momentom uklestenja (My), dobijamo prostu
gredu, koja je optereéena aksijalnom silom (S) i momentom (My4).

1z uslova ravnoteze dobijamo:

DYi=Ya-Yp=0 = Ya=Vj
)

ZZZ-:ZA—Sz() = Z4=025,

M
MNMF = —Ma+Ypl=0 = YAzYBZTA.
7

Sada mozemo da odredimo vrednost momenta u proizvoljnom preseku? (koji
zavisi od My):
M
M, =ZAy—MA+YAz=Sy—TA(l—z).
Na osnovu (12.5) izraz za diferencijalnu jednac¢inu elasti¢ne linije (12.1), u
ovom slucaju, postaje:

" 1 MA
V=BT SU—T(Z—Z)] =
(12.14)
My k?
= —k? | —2).
y+—g(—2)
Granicni uslovi u ovom slucaju su:

V)sm0 =0, 0|m0=0, v|._;=0. (12.15)

Kao i u prethodnom slucaju, i ovde imamo nehomogenu diferencijalnu
jednacinu drugog reda, pa je opsti integral:

M
v=Csin kz + Cycos kz + S—’;(l —2). (12.16)

Iz grani¢nih uslova (12.15) dobijamo:

M4 , M4
=0 = C — =0, ,m0=C1k——— =0,
V|z=0 o+ 5 U |z=0 1 o

v|,—; = Cysin kl + Cy cos kl = 0.

3Posmatrajmo levi deo preseka, pa je smer kazaljke na satu pozitivan.



225

Kada zamenimo prve dve jednacine u tre¢u, dobijamo:

My My -
Sgksmkf—?cos ki =0 =
sin kl = klcos k¢l = tgkl = k(. (12.17)

Ovu jedna¢inu mozemo da prikazemo graficki:

tg ki

b 4‘433775 21 il

o
DS

Slika 12.10: Graficki prikaz resenja jednacine (12.17)

Sa grafika (vidi sl. 12.10) vidimo da ova jednadina ima vise resenja.
Trivijalno resenje je za kf = 0, a prvo sledece za kf = 4, 49.
Sada iz (12.5) dobijamo da je:

S 4,49\ 2 4,49\ 2 22 E
b :(7> = S:(T) Ely~ =51

Minimalnu vrednost ove sile (I; = Imin) (Ojlerova kriti¢na sila) je:

212 E ’Ep
Sk~ o Inin = ———= Toin | (12.18)
D
2

4°. slucaj

Cetvrti Ojlerov slucaj je obostrano uklesten stap.

A B - A v(z) B S
4 2.5
1 N z

¢ |

1
Yy Slika 12.12: Trenutna konfiguracija.

Slika, 12.11: Pocetna konfigu-
racija.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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I ovaj slucaj je staticki neodreden (dva puta). Uklanjanjem uklestenja i
zamenom uklonjenih veza momentima (M4, Mp) sveli smo dati primer na
prostu gredu.

Iz simetrije, u odnosu na sredinu nosaca, sledi da je:

M| = |[Mp| = M,.

Moment u proizvoljnom preseku dat A -
je izrazom: ; lm S

4
M, =Sv— M,,

Slika 12.13: Moment u proizvoljnom preseku.

pa diferencijalna jednacina (12.1), uz (12.5), postaje:

" Sv— Mu ) k‘2 Mu
=——=—Fk . 12.19
v Bl v+ 5 ( )
Opste resenje ove nehomogene diferencijalne jednacine je:
: M,
v=Cisin kz + Cycos kz + < (12.20)
Integracione konstante odredujemo iz grani¢nih uslova:
U|z=0 = 0, U/|z=0 = 0.
Odavde dobijamo:
M, M,
U|z:0202+?:() = 022—?,
U’|Z:0201k‘=0 = 0120.
Sada dobijamo zakon promene ugiba:
M
v=—(1—cos kz). (12.21)

S

Medutim, kako je i drugi kraj uklesten, mora da bude zadovoljen i uslov:

) (12.22)
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Dakle, prema (12.21) i (12.22), dobijamo:

l—coskl=0 = coskl=1, tj
kl =2nm, (n=1,2,...).

Odavde, prema (12.5), imamo:

S (2nm)? 4n2r?
= S=——FI
EI, 2B
Minimalna vrednost ove sile je (n = 1):
A2 72
Sy = — E Inin = ——— E Lnin, 12.23
e (027 (12:29)
Sto predstavlja kriticnu Ojlerovu silu za ovaj slucaj.
Primetimo da sva cetiri izraza za kriticnu silu:
2
T
Sk = 6_2 E Imina
2
7
Sk =5 F Imim
P 202
2
s
Sk ~ E Irnin,
2
(Y22
2
472 2
Sk = €_2EImin = WEImina

mozemo da predstavimo jednim zajednickim izrazom:

7T2

g, =

E Inin | (12.24)

Veli¢ina £}, zove se redukovana (slobodna) duzina*, koja je za prethodno
opisane slucajeve:

19 - prosta greda: 0, =4,

20 - konzola: b = 24,
30 - jednostrano uklesten nosaé: /), ~ \/758,
49 - obostrano uklesten nosaé: b = g.

4Ova duzina predstavlja rastojanje izmedu dve prevojene tacke elastiéne linije stapa.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Napon, koji se javlja u nosacu, kao posledica pojave kriticne sile, zovemo
kritican napon. Kako su nosaci optereceni aksijalnom silom, to se, prema
(8.11), kritican napon ra¢una po obrascu:

Sk
== 12.25
gde je A - povrsina poprec¢nog preseka nosaca.
Prema (12.24) i (12.25) dobijamo:
2 2
E Imin E .
op = - =T 22 (12.26)

2 -2
;A 0
Ovde smo uveli poluprecnik inercije i, (4.23), koji ima dimenziju duzine.

Uvedimo sada neimenovan broj:

ot b (12.27)

tmin

Ova veli¢ina (\) zove se vitkost Stapa na izvijanje.
Kritican napon (12.26) mozemo da izrazimo u obliku:

2 E

~= (12.28)

oL =
i  Napomenimo da ovi obrasci vaze samo dotle dok kritican napon ne
prelazi granicu elasti¢nosti. Dakle, vrednost za napon (12.26) i (12.28) vaze
samo za izvijanje u elasticnoj oblasti, tj. kada je:

op < 0E. (12.29)

Posmatrajuéi izraz (12.28) vidimo da se veza izmedu kriticnog napona
i vitkosti moze geometrijski predstaviti hiperbolom. Ova hiperbola zove se
Ojlerova hiperbola.

c
S Tetmajerova prava
o, =
Ojlerova kriva
Gk
0 A A by

P e

Slika 12.14:
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Medutim, sa sl. 12.14, vidimo da ¢e za male vitkosti Stapa kritican napon
biti veé¢i od napona na granici elasticnosti, pa ulazimo u oblast plasti¢nosti,
u kojoj ne vazi obrazac (12.28).

Proracun izvijanja u plasti¢noj zoni zasniva se na empirijskoj relaciji,
izmedu kriti¢cnog napona i vitkosti, koju je predlozio Tetmajer®:

or =A— BA. (12.30)

Ai B su konstante, razlicite za razli¢ite materijale.

Relacija (12.30) geometrijski predstavlja pravu - Tetmajerova prava.
Pomoc¢u (12.30) mozemo da odredimo kritican napon u intervalu izmedu
granice elasti¢nosti i granice tecenja kod aksijalnog pritiska.

Na pocetku knjige govorili smo o dopuStenim naponima (7.2), tj. o
vrednostima napona koje ne treba prekoraciti u konstrukcijama da ne dode
do loma ili plasti¢ne deformacije.

Slicno i kod izvijanja, gde dolazi do gubljenja stabilnosti ravnoteze,
uvodimo dopusteni kritiéni napon (okdop):

Ok
Okdop = — >
ng

gde je ny - koeficijent sigurnosti na izvijanje.
Nosac je siguran od izvijanja, ako je:

S

A < Okdop

gde je S - aksijalna sila, a A - povrSina popre¢nog preseka.
Da bi se olaksali proracuni u mnogim zemljama daje se tehnickim propisima,
tz. w - postupak:
Odop
w= T80 _ 5,
Okdop
gde je o4op - dopusten napon zatezanja.
Vrednosti za w propisane su zakonom za pojedine materijale.

12.1 Zadaci - izvijanje

Zad. 12.1. Dve grede (sl. 12.15), zglobno vezane na krajevima, imaju
iste povrsine poprec¢nog preseka i isti modul elasti¢nosti. Jedna je kruznog,

STetmayer

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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a druga kvadratnog poprecnog preseka. Uporediti kriticne sile izvijanja
pretpostavljajuci da vazi Ojlerov obrazac.

- I II

P
27
I2r| a

Slika 12.15: uz zad.12.1

Resenje:
Prema pretpostavci zadatka (vazi Ojlerov obrazac) telo se ponasa elasti¢no,

pa je
m2E]T

7%

Fkr:

Za nosac¢ 1 (kruzni popreé¢ni presek) je IV = nrt /4, a za nosac 2 (kvadratni

poprec¢ni presek) je Ig(gz) = ‘f—;. Kako su iste povrsine (A(l) = A(2)), gde je

to je

Za momente inercije dobijamo

[ L W G i
T 4 T ‘
Kako su oba nosaca istog oblika (zglobno vezan na oba kraja - 1°slucaj), to

su iste slobodne duzine
o =P — ¢,

Kako su i od istog materijala, to je
EY - E® = E.
Dakle, odnos kriti¢nih sila je

27(1)
By T L) w43
(2) 21@ T 2 T 204 T :
F % It mrd /12 o«
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Zad. 12.2.
Vitki stap je zglobno vezan za nepomicne oslonce (vidi sl. 12.16).

-

Slika 12.16: uz zad.12.2

Pretpostavljajuéi elasticno ponasanje, odrediti porast temperature AT
koja ¢e izazvati izvijanje Stapa. Poznate su velicine: duzina Stapa — /,
moment inercije poprecnog preseka — I, povrSina poprecnog preseka — A i
koeficijent linearnog Sirenja — a.

Resenje:

Ako stap oslobodimo veza, na njega deluju sile P (vidi sl. 12.17).

Al

p

P Al T P
=t

o Af

Y

Slika 12.17: uz resenje.
Dakle, pri delovanju sile P stap bi se skratio (pritisak) za veli¢inu Alp

Py
Alp = —.
P=TFA

Kako se on i zagreva, to bi se izduzio, zbog porasta temperature, za Alp
Al = aATV.

Medutim, posto su oslonci nepomicni, to se njegova duzina nije promenila,
tj. Al =0, pa je

P
Al =—-NANlp+ANlp =0 = —gzaATE = P =aATFA.

EA
(12.31)
Do izvijanja dolazi kada sila dostize kritiénu vrednost, ¢ija je vrednost, ako
je ponaSanje u elasti¢noj oblasti (pretpostavka zadatka), jednaka

m2EI, w2EI
P=Pp, = 02 =z (12.32)

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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iz Napomenimo da je ¢y = £, jer je, prema uslovu zadatka, prvi Ojlerov
slucaj.

Zamenom vrednosti sile P iz (12.31) u izraz za kriti¢nu vrednost (12.32),
dobijamo

o ET w2 i3

M|

Zad. 12.3. ReSimo ovaj primer za konkretne brojne vrednosti. Neka
je: duzina ¢ = 1m, precnik d = 3 cm, koeficijent toplotnog Sirenja a =
1,25-107%°C1.

62

Resenje:
Kako je u zadatku zadat precnik, to je oblik poprec¢nog preseka krug, pa
je
4 I 4

2 d\?
]:ﬂ, A = 7r?, Z'QZZ:Z—T;Q:(%) :<Z) = 0,752 cm?.
T

Zamenom ovih vrednosti u izraz (12.33), dobijamo

T2 3,14%0,75% cm? 3,1420, 75% cm?

ATy, = = 10°°C = -10°°C =
(AT = 05 1m2-1,25 104 cm2-1, 25
2 2 3 2 40 o
—3,142.102 ( ) -2°C = 44,37°C.
i) 5
|
Zad. 12.4.

Za konstrukciju na sl. 12.18, koja se sastoji od krute grede AB i Stapova
11 2, odrediti silu ) pri kojoj dolazi do izvijanja u jednom od Stapova, kao
i silu Qp,, pri kojoj konstrukcija gubi nosivost usled izvijanja.

A b b 2b B

o o |#
erl¢e  Er|s Q
A A

Slika 12.18: uz zad.12.4
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Resenge:

Izvijanje izaziva aksijalna sila. U posmatranom slucaju aksijalne sile
se javljaju samo u Stapovima. Dakle, prvo je potrebno izracunati sile u
stapovima (sl. 12.19).

A b b 2b B
il l
_S: _§2 Ejkr

Slika 12.19: uz resSenje.

Posmatrajmo ravnotezu grede AB, po uklanjanju Stapova i zamenom
njihovih uticaja nepoznatim silama S; i S3. Pored ovih sila, u osloncu
A (nepokretni oslonac) takode se javljaju nepoznate sile A, i A,. Kako
imamo Cetiri nepoznate, a tri uslova ravnoteze, to je zadatak jedaput staticki
neodreden.

Uslovi ravnoteze:

YXi=0 = A, =0,
ZYZ:O = A, +51+5-Q=0,

ZMA:O = —S81b—520+Q-4b=0 = S|+ 25, =4Q.
(12.34)

Dopunski uslov sledi iz ¢injenice da je greda kruta, pa se ne savija (vidi sl.
12.20), tj.

b b 2b

Al, A

Slika 12.20: Geometrijski uslov.

0 Al

Zamenivsi u relaciji (12.35) izraz za silu (12.24) na str. 227, dobijamo
So-l _Si-/ _
ﬂ = 2ﬁ = SQ = 281

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Zamenivsi ovu vezu u (12.34) dobijamo

Sy = %Q Sy = gQ. (12.36)

Do izvijanja prvo dolazi u stapu gde je vecéa sila, u ovom slucaju to je Stap
2, tj.

I 2 EI 8 5m2El
EI = n o = —Q = Q = Y R
e ¢ =ty Islucaj ! ¢ 5 8¢

Konstrukcija gubi nosivost ukoliko dode do izvijanja oba Stapa (slucaj
prikazan na sl. 12.21).
A b b 2b B

. l
nzg nzﬂ ri

e s
Slika 12.21: Gubitak nosivosti.

b— =520+ Qpdb=0 = Q="

2Bl m2El 3m2EI
DMy = - .
- 02 ¢ 4 02

M|

Zad. 12.5.
Odrediti silu P pri kojoj dolazi do gubljenja nosivosti konstrukecije (sl.
12.22), usled izvijanja.

Slika 12.22: uz zad.12.5
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Resenge:

Uoc¢imo prvo da ¢e napadna tacka sile P,
zbog simetrije, da se pomeri duz Stapa Y
AC, kao pokretan odlonac, a Stapovi
AB i AD su uklesteni (Ojlerov slucaj Fi Fir
3). Konstrukcija gubi nosivost ako sile 30°[30°
u Stapovima dostignu kriticnu vrednost
(slu¢aj prikazan na sl. 12.23). y
Slika 12.23: uz resenje.

Jedan od uslova ravnoteze, projekcija sila na pravac sile P (y - osa), ima

oblik
Y = — P + 2 cos30 + FY = 0.

Kako je
l = %Z, by =1,
1 T2 El B w2 El B T2 El
D2 (V2022 (V2/2-2/7/30)?
2
F;Ei) _ 1757'(' EI

27
2 w2 El B m2El
kr (682))2 - /2

Y

to iz jednacine ravnoteze dobijamo

V3 m2ElI 7w2EI m2El
Py = 2= 1,55~ + —F5 — (v/3-1,5+1) a7 =
m2ET
P, = 35,49 PR

Zad. 12.6.
Posmatrajmo konstrukciju na sl. 12.24.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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- U kom stapu konstrukcije c¢e
prvo doéi do izvijanja?

- Kolika je sila pri tome?

- Izracunati kriti¢nu silu Fj, pri
kojoj nastaje lom konstrukcije
usled izvijanja.

Slika 12.24: uz zad.12.6.
Stapovi su od ¢elika (E = 21M N /em?), I —16 profila. Dato je: a = 2m,
A = 100.

Resengje:

Odredimo prvo sile u §tapovima, u funkciji sile F'.

Uslovi ravnoteze:

YXi=0 =
i
S3cos60 — Sycos4b — 51 =0,
ZYZ =0 =
i

—F + S3sin60 + Sy sin4b = 0,

Slika 12.25: uz resenje.

Odavde sledi sistem jednacina:

\/§ 1
gty =
2
\/7—52+\/7§:F
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Resenje ovog sistema

V21 NG
D = \/7% ég = —T(\/g + 1)
S, 4 1
Dy = %l == —F
2= p \/Tg 2(\/551 )
2 g V2
Dy=| 2 “lN=—"S(F+51)
2 op|T
Odavde dobijamo za sile Sy i S3
Do V2
Sy === = F —+/38 12.37
2= B = - Vas) (12:37)
Ds 2
S3 = — = F+57). 12.38
=D T A+ 1( 1) ( )
Uvedimo smenu P
— =«
S1

tada jednacine (12.37) i (12.38) mogu da se napisu u obliku

So _ \/5
5~ Aai (a —/3), (12.39)
Sy 2

Posmatrajmo sada pomeranje ¢vora A (sl.
12.26).

Slika 12.26: Pomeranje ¢évora A.

Izduzenja pojedinih Stapova mogu da se izraze u obliku:

Al = fcos(90 — ) = fsinb,

Aly = fcos(4b—0) = f <\/7§c050+\/7§sin9> = ?f(sin@%—cos@),

Als = fcos(30+0) = f <\/7§ cosf — %sin@) :

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Veza izmedu sila i pomeranja je

ili u ovom konkretnom slucaju:
fsinf = %, (12.41)
?f(sin@ + cosf) = S?Zf, (12.42)
%f(— sinf + v3cos ) = S?;ff. (12.43)

1z poslednje tri jednacine (12.41)-(12.43), deobom (12.42) i (12.43) sa (12.41)
i porededi sa (12.39), (12.40), dobijamo:

Sy 1 V2

Z2 = Z(1 + ctgh) = —V3),

S1 2( Cg) \/g—i-l(a \/_)
24385 1 243 2
St (| S 1
33, 2( +\/§ctg9) 3 \/§+1(a+ )

dobijamo

F
a=173,413209 = — = S =0,0136F,

S1
\V2
Sy = —/3)8; = 0,505F,
2 \/§+1(a )51
2
Sy =—"(a+1)S; =0, 742F.
3 \/§+1(a )51

Geometrijske karakterisitke I — 16 profila su: I, = 54,7 [ecm?], A =
22,8 [em?], imin = 1,55 [cm].

Da bismo nasli koji ¢e Stap prvo izviti i kolika je sila F' pri tome, nadimo
kolike su vrednosti sile F' potrebna za izvijanje svakog pojedinac¢nog Stapa:

Stap 1

) _6_1_ 200 [em]
YT T 1,55 [em]

elasti¢na oblast, pa vazi Ojlerov obrazac, tj.

) _ 2L ,EI 72 21[M N /em?]- 54, 7 [em*]
kr 02 72 2002 [em?]

72.21-54,7-106 [N]  7%-2,1-54,7

= = 1 .
e - [kN] = 283,143 [kN]

=129 > 100 = Ay
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Odavde dobijamo za silu F

S1
F = — 20808, 824 [kN
0,0136 824 [kN]
Stap 2
ly  200V/2[cm]
Ag = = = 12 — 182479 > 100 = A,
2= % T 71,55 [em] R ’
elasti¢na oblast, pa vazi Ojlerov obrazac, tj.
o _ o BT _ 72 21[M N /em?]- 54,7 [em®]
ko 0oz 2-2002- [em?] B
2.2,1-54,7
= T2 9% TR N = 141, 5715 [kN].
2.4
Odavde dobijamo za silu F
F——22_ 950 3396 [kN]
0,505 T '
stap 3

l3 _ 2+/3/3-200 [em]

Ay = =2 = 148,99 > 100 = A\

i 1,55 [em]

elasticna oblast, pa vazi Ojlerov obrazac, tj.

S(g) o BT m?El
=1 —-— = —
hr 02 4/3-4-100 16

Odavde dobijamo za silu F

S3
0, 742

F =

= 287 [kN].

= 37#-2, 1-54,7 = 212,36 ~ 213

[kN].

Izvijanje pocinje pri najmanjoj od ovih sila, tj. za F' = 280 i to u Stapu 2.
b) Lom konstrukcije usled izvijanja ¢e nastati kada sila F' poraste toliko
da i sila u stapu 3 dostigne svoju kriticnu vrednost (212 [kN]), jer nakon

toga konstrukcija postaje mehanizam. Dakle

ZYZ- =0 = —F), +212-cos30 + 142-cos45 = 0.
7

Iz poslednje relacije dobijamo Fj, = 284 [kN].

3

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Zad. 12.7.

Odrediti precnike stapova resetkaste kon-
strukcije, prikazane na slici 12.27, iz uslova
da ne dode do izvijanja u konstrukciji.
Poznate su vrednosti: kritiéni napon —
ok = 1kN/em?, modul elastiénosti E =
1 M N /em?, koeficijent (stepen) sigurnosti
n=3isila S =43kN.

Slika 12.27: uz zad. 12.7.

Resenje:

Da bi se izvrsilo dimenzionisanje, tj. nalazenje prec¢nika Stapa, potrebno
je prvo odrediti sile u Stapovima. Posmatrana konstrukcija je spoljasnje
staticki odredena, tj. mogu da se odrede otpori oslonaca iz uslova ravnoteze.
Ona je i unutrasnje odredena, tj. moguce je odrediti sile u Stapovima
iz uslova ravnoteze po ¢vorovima. Naime, uslov za unutrasnju staticku
odredenost je s = 2n — 3 (s — broj Stapova, n — broj ¢vorova), §to je u
posmatranom slucaju: n = 4, s = 5, pajeuslovs =24 -3 =5 =5
zadovoljen. Zadatak ¢emo resiti u tri koraka:

1. odredivanje otpora oslonaca,

2. odredivanje sila u Stapovima i

3. dimenzionisanje (odredivanje pre¢nika).

Prvi korak. Kako je nosa¢ simetrican (i goometrija i opterecenje), to
odmah sledi da je A = B = S. Dokazimo to, koristec¢i uslove ravnoteze:

y o C
X

YXi=0 = A, =0,
YYi=0 = A,+B-25=0,
Y Ms=0 = 254-B8=0

Odavde sledi, $to smo veé¢ i rekli T;; 28 ‘B’T
(simetrijal) da je A, = B = 5. Slika 12.28:  Spoljasnje sile (Sile u
osloncima + spoljasnje sile).

Drugi korak. Posmatrajmo ravnotezu ¢vorova prikazanim na slikama 12.29
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Slika 12.29: Sile u évoru A. Slika 12.30: Sile u évoru C.

i 12.30. Iz njihove revnoteze sledi:
- ¢vor A (slika 12.29):

YXi=0 = S1-cos30° + Sy cos60° =0,
ZYZ-:O = S +8 sin30° + S sin60° = 0.

Iz ovog sistema sledi da je: S; = Si .Sy = —/38.
- ¢vor C (slika 12.30):

YXi=0 = —55:sin30° + Sp-sin30° = 0,
ZYZ- =0 = —255-c0s30° —S3=0.

Iz ovog sistema sledi da je: S3 = 3S5. Dakle, samo je Stap 2 pritisnut, pa
kod njega moze da dode do izvijanja.
Treéi korak. Izvijanje. Pretpostavimo da do izvijanja moze da dode u
oblasti elasti¢nosti. Tada je dopuStena sila Sy = Sgop = Skr/n. Kriticna sila
2 E Imin
0
vezana (I Ojlerov slucaj), to je £y = . Prema slici 12.27 je £cos 60° = 4 [m],
tj. £ =2-4[m] = 800 [cm].
Kako se trazi pre¢nik Stapa, to znaci da je poprec¢ni presek krug, pa je

4 4 4
Iw:]yzﬂzz@ _rd

u oblasti elasti¢nosti je Sg, = op- A =

. Kako su oba kraja zglobno

1 T 1\2 64
42 I @2 d
A=mrr=10 22 _2 =2
mr 1 " T A1, T 'T1

Dakle, da ne bi doslo do izvijanja, sila So, u Stapu 2, ne sme da bude veca

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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od dopustene sile, tj.
2 2 . 2
S 1w EL  pe 1T Bl 4 \/5564716_

Sy < d* >
2 ™ E

/

n o n 2 n 2
Za date brojne vrednosti: S = 43[kN], n = 3, op = 1[kN/ecm?],

E = 1MN/em? = 106 N/em? = 103kN/em?, £ = 800 [em] = 8- 102 [em],
dobija se

4 V/3:-43[kN]-64-3-8%(10%)? [em?]  +/3-43-64%-3-10

73103 [kN /em?] 3
d > 23,3 [cm].

d =(23,3)" =

. . d ) 12 800
Za d = 23,3[cm] je: i = - 5,825 cm, vitkost A = A

137,339 ~ 137. Za ove podatke grani¢na vitkost (u oblasti elasti¢nosti)
103 kN /em?
1kN/em?
izvijanja neée doéi za d = 23, 3 [cm] (pretpostavka za kriticnu silu, u oblasti
elasti¢nosti, je dobra). M|

je Ay =my/Ejo=m = 10m+/10 = 99, 34588 ~ 99. Dakle, do

Zad. 12.8.

Stub visine h = 5 [m] i pre¢nika d, prikazan na —
slici 12.31, na jednom kraju je uklesten, a na

drugom je slobodan. Odrediti precnik stuba,

ako je optereéen aksijalnom silom intenziteta

S = 30kN. Uzeti da je: modul elasti¢nosti h
E =0,12-10% N /em?, koeficijent (stepen) sigur-

nosti n = 6 i grani¢na vitkost A, = 100.

- “TA

Slika 12.31: uz zad. 12.8.

Resengje:
U elasti¢noj oblasti
m’E 4h?%-nS

SkT = Wlmin =n- Sdop =n S = Imin =
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4 d4
Kako je I = % = 7;—4, to dobijamo
nd*  4h%-nS 4-64-25[m]-6-30 [kN]
= d* = = (4,2)"[em
64 B 50,12 100 [N jemz] —~ (B lem] =
d=4,2[cm].
T d? |1 [15,27
A= -1 2 : L ) -1
4 3,85 [ecm*], 1 T 1355 , 05 [em]
Ao Lo 10dml
imin 1,05 [em]
Ispravno po Ojlerovom obrascu. M|

Zad. 12.9. Celiéni Stap, kruznog poprecnog preseka, pritisnut je silom
S = 200kN. Ako je stepen sigurnosti n = 10, duzina Stapa ¢ = 2[m] i
modul elastic¢nosti E = 2,1-10* kN /em?.

-

Odrediti prec¢nik stapa, pod uslovom da A
je zglobno vezan na oba kraja. Uzeti da &=
|
|

B
il
je u plasti¢cnoj oblasti 0, = 32 - 0,1, a ! 77

granicne vitkosti su: Ae = 101, A, = 70.

|
1
Slika 12.32: uz zad. 12.9.

Resenje:
Kriti¢na sila u oblasti elasti¢nosti
m2E Kg-nS B wd?

Skr = ?Imin =nSgop =S = Inin= 25 6l
Kako je I = 7%4 = 7;—6514, to dobijamo
1 e — 010 fen’]
d=09,416[cm] 1 ‘imin = WG—T% = g = 2,354 [cm].
Provera:
b, =0=200[cm], A= inin = % = 84,96 ~ 85,

70 <A <101

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Nije u elasticnoj oblasti! U plasti¢noj oblasti
or=32—0,1\=32-0,1-85 = 23,5[kN/cm?].

Stvarni napon

S 200 Sk op 23,5

= — =_"— =2 857 =—=—=——=28,225< 10
TTAT 70 T AP T T, Taossr T 0ET
mora da se poveca precnik Stapa d. 4

Zad. 12.10.

Sem Scm
_2cm

Za nosac, prikazan na sl. 12.34, odrediti

kritiénu silu izvijanja. Poprec¢ni presek ski- | 28cm

ciran je na sl. 12.33. U zadatku je: ¢ = {

1[m], o, = 180[M Pal, o, = 220[M Pa], !

E =210[GPa), o} =310 —1,2\[M Pal. Toom
8cm §c_m4

Slika, 12.33: Popre¢ni presek

nosaca.

PNNNN

S
-
B

<T

Slika 12.34: uz zadatak 12.10.

Resenje Minimalan polupreénik inercije je imin = 3,26 [cm] (vidi zadatak
4.3, na str. 69).
Odredimo prvo grani¢ne vitkosti za dati materijal:

mE  w2.210- 103 [M Pa] 310 — 220
A = = A, =107,3, A\ ="— " =75
- 180[MPa) ¢ G 1,2

Stvarna vitkost Stapa je

2 2
)\ZEOZZ 00

min Tmin 37 2

=62,5 <\,

Kako je ova vrednost u oblasti gnjecenja, to Stap nije izlozen izvijanju. M|
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Zad. 12.11.
3 0
Stap duzine ¢ = 1007 [em], prikazan na
sl. 12.36, poprecnog preseka prikazanog na ¢
sl.  12.35, opterecena je aksijalnom silom e
S = 100[kN]. Odrediti duzinu a tako "\ -
da sigurnost ovog nosaca na izvijanje bude
n = 3,5. U zadatku je: o, = 210[M Pal,
o, = 240[MPa)], E = 210[GPal, ol =
310 — 1,14 A [M Pal]. y
Slika 12.35: Popreéni presek nosaca
sa sl. 12.36.
S
1
2 -~
A| / | B
$y !
Slika 12.36: uz zadatak 12.11.
Resenje:

Za ovaj poprecni presek (zadatak 4.7 na str. 76) videli smo da su ose
x, y glavne tezisne ose i za njih smo izracunali momente inercije. Dobili smo
da je minamalni poluprecnik inercije:

Dopustena sila

S
Siop = == = S = Saop = 350[kN],
vitkost
I 310 — o, 20 [34
)\E—ﬂ' E/O'E~99,4, )\p_]_,T_61747 )\—Z ﬁ

Pretpostavimo da do izvijanja moze da dode u elasticnoj zoni, tada je

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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kriti¢na sila (po Ojleru)

72E Imin Serly 31 4
Sk = T = Inin = 2F = Ea =
a2 = % 3_57‘”’ —9202.10} 5/31 = a=~4[cm].

T 31E

Provera na izvijanje:

2 1
Aot 00m /8 _ 958,57 > A..

Usvajamo d = 4 [em]. Dakle, za ovako izabrano d neée doé¢i do izvijanja. M|

Zad. 12.12.
—
Poprecni presek datog mnosaca moze | /I/
biti oblika prikazanog na sl. 12.37a / I
ili sl. 12.37b. Nadi odnos kriticnih - /— 10cm —4—-—}——%-
napona op /o7, ako je: { = 4[m], | JI/
E = 210[GPal, o, = 210[M Pal,
E 10cm [
o, = 240[MPa], of = 290 — l—— a
0,805 \[M Pa]. A; = Ay = 100 [em?],
a/b=1,1. a) b)
Slika, 12.37: Poprecni presek (a) ili b))
nosaca sa sl. 12.38.
1 B s
1 R
A ‘ “
i |
y
Slika 12.38: uz zadatak 12.12.
Resengje:

Kako je u pitanju isti stap (isti materijal i isto oslananje), to je u oba
slucaja:
- vitkost Stapa

_ V242

min

A
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- grani¢na vitkost na granici elasti¢nosti

| E | 210 [GPal]
g =T . s 510 M Pa] ™10 99, 35,

- granicna vitkost na granici plasti¢nosti

290 —of, 290 — 240

A = -
r 0,805 0,805

= 62, 11.

Razlika se pojavljuje zbog razli¢itog i,,;,. Dakle, potrebno je izracunati prvo
momente inercije, a zatim poluprecnike inercije za poprecne preseke.
I slucaj (poprecni presek pod a)):

at  10% L, 100> 1 25

I e I = ——_— — . = =— = — — f—
»= Ty T gy min T AT 9 00 3
5 V/2-400/2
=7 = An- T 40V6 = 97,98, =

Ar <Ay < Ag-
Dakle, za ovaj poprecni presek kriti¢na sila je
ol =290 — 0,805 A1y = 290 — 0,805-97,98 = 211 [M Pal.
IT slu¢aj (poprecni presek pod b)):

Ovde prvo treba izracunati a i b. Poznat je samo odnos a/b = 1,1.
Medutim, kako su povrSine poprecnih preseka jednake, to je

2
A1=100=A2=a2—b2=b2(a——1) = b (1,1~ 1) = 100

b2
10 100
v2.0,21 =100 = b= — .
V0,21 /21

Moment inercije je

I:a4_b4: (a2—b2)(a2—|—62) —IOObQ[(%)+1]:

12 12 12
251002 25.106.2. 21
_BLC gy 10022
3 21 63
I 25-10%.2 21 5-104/2, 21
o= 0 o = YT 9 3647 ~ 9, 4.
A 63- 100 37

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Konacno, za vitkost, za ovaj poprecni presek, dobijamo

1004/2

Y

A2y = = 30,089 ~ 30.

Kako je
)\(2) < )\T

to u ovom sluc¢aju ne dolazi do izvijanja!



