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1 Opsti pojmovi

Iz matematike je poznato da brojevu oblika x + iy predstavljaju kompleksne brojeve gde je x realni
deo kompleksnog broja a y imaginarni deo kompleksnog broja . Imaginarna jedinica je definisana pomocu
i = v/—1. U elektrotehnici koristimo oznaku j za imaginarnu jedinicu posto se oznaka i koristi za trenutnu
vrednost elektri¢ne struje.Da bi pravili razliku u oznacavanju u odnosu na realne brojeve slovna oznaka
kompleksnog broja ukljuc¢uje nadvucenu crtu iznad slovne oznake. Na primer oznakom Z prikazujemo realni
broj dok Z predstavlja oznaku kompleksnog broja. Za kompleksni broj Z = x + jy x predstavlja realni deo
kompleksnog broja y je imaginarni deo kompleksnog broja a j predstavlja imaginarnu jedinicu. Ovakav oblik
kompleksnog broja nazivamo algebarski oblik.Za razliku od realnih brojeva koji se geometrijski predstavljaju
tackom na brojnoj pravoj kompleksni broj se predstavlja tackom u kompleksnoj ravni gde realni deo pred-
stavlja horizontalnu koordinatu dok imaginarni deo predstavlja vertikalnu koordinatu kao sto je prikazano
na slici 1.
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Slika 1: Kompleksni broj u kompleksnoj ravni

Iz slike 1 vidi se da je rastojanje tacke u kompleksnoj ravni koje odgovara kompleksnom broju Z = z+ jy,
od koordinatnog pocetka \/z2 + y2. Ovo rastojanje koje je pozitivan broj predstavlja apsolutnu vrednost ili
modul kompleksnog broja i oznacavamo ga sa Z (bez nadvucene crte).

Specijalni slu¢ajevi kompleksnog broja su oni brojevi koji sadrze samo jednu komponentu. Z = jy je
imaginarni broj koji se moze predstaviti tackom na imaginarnoj osi -Im. Kompleksni broj Z = z je realni



broj koji se moze predstaviti tackom na realnoj osi- Re. Za svaki kompleksni broj Z = = + jy definisemo
= —*
konjugovano kompleksni broj sa oznakom Z kao Z =z — jy.

1.1 Aritmetika kompleksnih brojeva u algebarskom obliku
Ako su Zy = x1 + jy1 iZs = xo + jyonjihov zbir/razlika je kompleksan broj Z:

7271 :|:72= (.’L‘l :|:.’L'2)+j(y1:|:y2)

Proizvod dva kompleksna broja Z; = z1 + jy1 1 Z2 = x9 + jy» izracunava se potpuno na isti naéin kao §to
se izra¢unava proizvod dva binoma, stim §to je potrebno koristiti j2 = —1.

Z =7Z1Zy = (x122 — y1y2) + j(z1y2 + 2201)

Proizvod kompleksnog broja Z i njemu konjugovano kompleksnog broja Z" predstavlja kvadrat modula ili
apsolutne vrednosti kompleksnog broja 77 =22+ y? =272

Koli¢nik kompleksnih brojeva Z; = x1 + jy1 i Z2 = 2 + jy2 je kompleksni broj Z = x + jy koji se odreduje
se sledeé¢im postupkom:
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1.2 Kompleksni brojevi u polarnom obliku

Svaki kompleksni broj Z se na jedinstven nagin moze predstaviti pomoéu svog modula Z i ugla koji gradi
sa pozitivhom realnom poluosom.

Na slici 2 su prikazani dva kompleksna broja Z, = 2140 i Zy = Zo/ — ¢ . Direktna i jednoznacna relacija
izmedu polarne forme kompleksnog broja i fazora je oc¢igledna.Modulu kompleksnog broja odgovara efektivna
vrednost naizmenicne velic¢ine dok je fazni ugao kojim merimo pomeraj fazora u odnosu na faznu osu odgovara
ugaonoj komponenti polarnog oblika kompleksnog broja.Shodno ovome aritmetika ove forme kompleksnih
brojeva je potpuno identi¢na aritmetici fazora.



Slika 2: Kompleksni brojevi u polarnoj formi
Konverzija kompleksnog broja u polarni i obratno moze se odrediti na osnovu slede¢ih relacija jasno
prikazanih na slici 1.

Z =22 492

tanfd = L4

T

x = Zcosb
y= Zsinb

Primeri: 1.Konvertovati kompleksni broj Z = 10£% u algebarsku formu.
Resenje:
™
x=Zcosh = 10005(6) =5v3
y=Zsinf = 10sin(%) =5
Z =5V3+j5

2. Konvertovati kompleksne brojeve Z; = 5v/2 — j5v/2 i Z; = —5v/2 4 j5v/2 u polarnu formu.



Resenje:

7y = Zy = \/(5\/5)2 +(5v2)2 =5
5V2

#1 = arctan —— =

il
—5v2 4

—5v/2
0y = arctan —— = —— + jer je x<0
2 5\/§ 4 J J

Vazna napomena je, da je, u slucaju kada je realni deo kompleksnog broja negativan tada se izracunatoj
vrednosti ugla putem kalkulatora dodaje .

1.3 Trigonmetrijska i eksponencijalno trigonometrijska forma kompleksnih bro-
jeva

Iz slika 1 i 2 jasno je da vazi:

Z=x+jy=Zcosh =+ jZsind
Z = Z(cosf & jsinf)
. U ovakvoj notaciji Z je modul ili apsolutna vrednost kompleksnog broja dok je ugao ¢ argument komplek-
snog broja Za kompleksne brojeve Z1 = Z1(cosf1 + jsinby) i Z = Z(cos @ + jsin@) je:
7172 = 7175 (COS (91 + 02) + jsin (91 + 92))
71 Zl ..
— = —(cos(#y —02) + jsin (6, — 0
7y Zs (cos (61 2) +J (01 2))
Primetimo da izraz cos # 4 j sin @ predstavlja kompleksni broj koji se u polarnoj formi predstavlja: Z = 1£+6
Ojlerov eksponencijalni oblik kompleksnog broja zasniva se na identitetima:

e’ = cosf + jsinf

e 7% = cosf — jsinf

Kako je sin (—) = —sinf a cos (—0) = cosf jasna je povezanost obe formule. Eksponencijalni oblik kom-
pleksnog broja Z je predstavlja u stvari kompaktan prikaz njegovog trigonometrijskog oblika jer je:
Z = Z(cosf + jsinf) = Zel®
7" = Ze 10

1.3.1 Aritmetika kompleksnih brojeva u eksponencijalnoj formi

Kako kompleksni broj u eksponencijalnoj formi nastaje zamenom jedini¢nog vektora u trigonometrijskom
obliku eksponencijalnim ¢lanom e/ operacije mnozenja i deljenja su potpuno analogne veé definisanim ope-
racijama mnozenja i deljenja kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku uz jedan benefit koji se odnosi
na kompaktost eksponencijalnog prikaza u odnosu na trigonometrijski. Osim toga geometrijska predstava
koja je neophodna kod polarnog prikaza kompleksnih brojava nije vise neophodna.

71 = Z1€j91; 72 = Z16j92
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Primer:

Kompleksne brojeve Z; = 25v/3 + j25 i Z5 = 4v/2 — j4V/2 predstavite u eksponencijalnom obliku a zatim
odrediti Z, = Z1Z5 i Zq = %
Izracunati Z, + Zg4.

Resenje:

Zy =/ (25V/3)2 + 252 = v/2500 = 50;
25 1
tanf] = —— = — 9, =
T VB
71 = 50¢

Zy = \/(41v/2)2 + (4v2)2 = VBl = 4,

—44/2
tanQQZi:—l 62:_1; x:4\/§>0
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44/2 4
72 = 4€7j%

Z, = 506’5 4e77T = 200e I T2

7, = ViE-(=i%) = 195655
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Za izraéunavanje zbira potrebno je najpre Z, i Z, konvertuju najpre u trigonometrijski a zatim u algebarski
oblik pa da se potom izvrsi odvojeno sabiranje realnih i imaginarnih delova ovih brojeva. Postupak je slededi:

T ) L

cos 0, = cos 3= 0.9659; sm—l—2 = —0.2588
Z,, =200 x 0.9659 — 5200 * 0.2588 = 193.2 — j51.8
eI = (0.2588 + j0.9659

Z4=12.5% (0.2588 + j0.9659) = 3.2 + j12

Zyp+Zg=196.4— j39.8



