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1 Asinhroni motor

1.0.1 Detalji konstrukcije

Magnetno kolo asinhronog motora slika(1) sa kružnom simetrijom čine dva osnovna ele-
menta nepokretni stator i pokretni rotor.Stator je u obliku šupljeg valjka koji je formi-
ran od tankih feromagnetnih limova obostrano obloženim izolacionim lakom i ravnomerno
ožlebljenih po unutrašnjoj periferiji a zatim složenih i presovanih u kućǐstu statora.Na sta-
toru se nalaze trofazni namotaji raspodeljeni po žlebovima a njihove veze su ostvarene izvan
žlebova.Rotor je takode izraden od tankoh feromagnetnih limova složenih u jednu celinu u
obliku valjka sa ravnomernim žlebovima po spoljnem obimu.

Slika 1: Magnetno kolorotora i statora asinhronog motora

Na prednjoj strani kućǐsta stator je zatvoren poklopcem koji služi i kao oslonac kotr-
ljajućeg ležaja osovine rotora. Zadnji poklopac je istovremeno i kućǐste ventilatora koji je
sastavni deo rotora. Paket upresovanih limova magnetnog kola rotora je čvrsto spojen sa
vratilom rotora. Unutrašnji prečnik šupljeg valjka statora je veći od spoljašnjeg prečnika
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rotora . Vazdušni zazor izmedju rotora i statora je ravnomeran , iznosi nekoliko milimetara
i naziva se medugvožde. Namotaj rotora je vǐsefazni , čine ga provodne šipke koje su po-
ložene u žlebove rotora a zatim na svojim krajevima zavarene na prstenove, sa obe strane,
čime je ostvaren kratak spoj namota rotora. Otuda i potiče naziv: motor sa kratko spojenim
rotorom. Vizuelna specifičnost oblika namota rotora uslovila je i naziv kavezni tip namotaja
rotora. Na slici 2 prikazana je tipska struktura asinhronog motora.

Slika 2: 1.kućǐste motora;2.ležaj upresovan na vratilu;3.oslonci ležajeva; 4.ventilator; 5.oklopv
entilatora;6.priključna kutija;7.Magnetno jezgro statora ; 8 namotaji statora; 9. rotor;10.
vratilo rotora.

1.1 Osnovni principi rada

Trofazne struje koje iz mreže preko priključne kutije teku kroz provodnike namotaja
statora stvaraju komponentu obrtnog mahnetnog polja statora. U vǐsefaznom rotorskom
namotaju se indukuju naizmenične struje koje stvaraju komponentu obrtnog magnetnog
polja rotora. Ugaona brzina obrtnog magnetnog polja statora ili sinhrona brzina Ωob je sa
kružnom učestanošću trofaznih naizmeničnih napona i struja statora vezana sledećom re-
lacijom Ωob = 2

p
ω gde je sa p označen broj polova asinhronog motora. Oba polja se obrću

istom brzinom u odnosu na nepokretni stator. U slučaju dvopolne mašine brzina rotacije
magnetnog polja je ista kao što je kružna učestanost naizmeničnog napona napajanja. Me-
haničku brzina obrtanja rotora je u motornom radu mašine manja od sinhrone brzine dok
je u generatorskom radu veća od sinhrone brzine.Usled dejstva obrtnog magnetnog polja
u fazama namotaja statora se generǐsu indukovane elektromotorne sile učestanosti f = ω

2π

Medusobnim delovanjem rezultantnog magnetnog fluksa i struja rotora stvara se obrtni mo-
menat pri svim brzinama izuzev pri sinhronoj brzine jer tada nema idukovanja ems u rotoru,
ne presecaju se linije obrtnog magnetnog polja koje su radijalne sa provodnicima rotora. Pre-
ma tome obrtni momenat asinhronog motora postoji tek je mehanička brzina rotora manja
od sinhrone brzine. Ovo je i uticalo da ovaj tip motora dobije naziv asinhroni vučni motor.
Sa druge strane činjenica da je veza izmedu rotora i statora ostvarena elektromagnetnom
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indukcijom uslovila je da se ovaj tip motora nosi naziv indukcioni motor.
Kod dvopolne idelizovane mašine, namotaji pojedinih faza statora imaju po N navojaka

i prostorno su rasporedeni u žlebovima statora tako da su ose tih namotaja medusobno
pomerene u prostoru za po 2π

3
.Idealizovan prikaz statora trofazne dvopolne asinhrone mašine

je dat na slici (3)

Slika 3: Stator dvopolnog asinhronog motora

Ako su struje pojedinih faza:

ias =Im cosωt (1)

ibs =Im cos (ωt− 2
π

3
) (2)

ics =Im cos (ωt+ 2
π

3
) (3)

Tada ce rezultantna magnetno pobudna sila u tački koja u odnosu na osu namotaja faze as
pomerena u pozitivnom smeru za ugao θ biti:

Umps = Nias cos (θ) +Nibs cos (θ − 2
π

3
) +Nics cos (θ + 2

π

3
) (4)

Zamenom (1 ),(2) i (3) u (4), koristeći trigonometrijsku relaciju 2 cosx cos y = cos (x+ y) +
cos (x− y) sledi da je rezultantna magnetnopobudna sila:

Umps =
3

2
NIm cos (ωt− θ) (5)

Izraz (5) naznačava da maksimalna vrednost 3
2
NIm sinusoidalnog talasa magnetnopobudne

sile rotira u vazdušnom zazoru izmedu statora i rotora sinhronom brzinom koja je u slučaju
dvopolne mašine ista kao ugaona učestanost statorskih naizmeničnih veličina. Ako je broj
polova asinhrone mašine p tada je rotaciona brzina magnetnog polja Ωob = 2

p
ω Kako je

Φob = Umps
Rµ

zaključuje se da su namotaji rotora izloženi dejstvu obrtnog magnetnog polja a

kako su oni kratko spojeni pojavljuje se struja kao posledica elektromagnetne indukcije.
Princip formiranja obrtnog momenta na vratilu rotora može se na elementaran način

tobjasniti posmatrajući deo razvijenog rotora kroz koji prodire magnetno polje čija je brzina
obrtanja označena sa Ωob. a smer prikazan na slici (4).Pretpostavimo da se rotor obrće

3



ugaonom brzinom 0 ≤ Ωmeh < Ωob gde znak jednakosti na levoj strani označava stanje
mirovanja rotora. Ekvivalentan slučaj imamo kada se provodnik rotora koji je izložen dejstvu
radijalne komponente nepokretnog magnetnog polja smera ⊗ kreće ugaonom brzinom Ωob−
Ωmeh u desno.Smer indukovane ems u provodniku i smer struje odredjeni su pravilom tri
prsta desne ruke.Pri ovako odredenom smeru struje i magnetnog polja, na provodnik rotora
delovaće elektrodinamička sila F u pravcu i smeru prikazanom na slici(4). Vektorski zbir
elektrodinamičkih sila i poluprečnika rotora daje rezultantni obrtni momenat asinhronog
motora. Na osnovu izloženog sledi zaključak da je Ωob − Ωmeh 6= 0 uslov za indukovanje
elektromotorne sile u namotajima rotora a prema tome i pojavi električene struje Kad rotor
miruje Ωmeh = 0, obrtno magnetno polje će dovesti do indukovanja ems u provodnicima
rotora koja je iste učestanosti kao i na statoru. Kako su provodnici rotora kratko spojeni
u njima će se kao posledica indukcije pojaviti struja čiji je intenzitet vǐsestruko veći od
nominalnih vrednosti. Pokretanjem rotora struja će se smanjivati a učestanost indukovane
ems rotora i struje biće proporcionalna razlici Ωob − Ωmeh

Slika 4: Generisanje elektrodinamičke sile narotoru

Jasno je da se elektromotorna sila u u provodnicima rotora ne bi mogla indukovati ako su
brzina provodnika i brzina magnetnog polja iste Ωob = Ωmeh jer je relativna brzina provodnika
prema brzini magnetnog polja nula pa su linije magnetnog polja nepokretne u odnosu na
provodnik. Ovo praktično znači da kad bi se rotor obrtao sinhronom brzinom Ωob onda se ne
bi indukovala ems u provodnicima, pa struja u provodnicima rotora ne bi postojala zatim
ne bi postojale elektrodinamičke sile koje deluju na provodnike pa prema tome ni moment
elektromagnetnih sila. Ako je mehanička brzina manja od sinhrone brzine Ωob > Ωmeh mašina
radi kao motor. Ako je mehanička brzina obrtanja veća od sinhrone brzine mašina radi kao
generator. Medusobnim delovanjem rezultantnog magnetnog fluksa i magnetno pobudne sile
rotora stvara se obrtni momenat pri svim brzinama izuzev pri sinhronoj brzine jer tada
nema idukovanja u rotoru ,to jest , ne presecaju se radijalne linije obrtnog magnetnog polja
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sa aksijalnim provodnicima rotora. Iz prethodne analize sledi da elektromagnetni momenat
rotora može biti

Me = KMΦobNreIr sin δ (6)

U izrazu (6),KM predstavlja konstantnu koja zavisi od konstruktivnih karakteristika mašine,Φob

je maksimalna vrednost obrtnog fluksa po polu, NreIr magnetnopobudnu silu rotora, δ mo-
mentni ugao.

Razlika izmedu ugaone brzine obrtnog magnetnog polja i mehaničke brzine rotora defi-
nǐse ugaonu brzinu klizanja Ωsl a količnik ugaone brzine klizanja i sinhrone brzine definǐsu
bezdimenzionu veličinu koju nazivamo klizanje s:

s =
Ωsl

Ωob

= 1− Ωmeh

Ωob

(7)

Učestanost naizmeničnih veličina rotora fr vezana je sa učestanošću statorskih veličina f
sledećim izrazom:

fr = sf

Ova učestanost se u literaturi naziva učestanost klizanja. Na slici (5)se može uočiti da mag-
netna polja statora i rotora koji se obrću, zadržavaju medusobni nepromenljiv položaj, tako
da uvek južni pol rotorskog magnetnog polja kasni za severnim polom obrtnog magnetnog
polja. Na slici(5) date se principijelni modeli dvopolne i četvoropolne mašine.Severni polovi
rotora i statora su označeni sa Ns i Nr a južni sa Ss Sr.

Slika 5: Prikaz dvopolne i četvoropolne mašine

1.1.1 Primer za vežbu

Rotor četvoropolnog trofaznog asinhronog motora pri učestanosti 50Hz napona napajanja
statora se obrće brzinom nmeh = 1468 ob

min
.

• Izračunati brzinu obrtnog magnetnog polja Ωob[
rad
s

i nob
ob
min

• Izračunati Ωmeh
rad
s

• Izračunati klizanje s

• Odrediti ugaonu učestanost struje rotora.

5



1.2 Ekvivalentna električni model

Kao i u slučaju jednosmernog motora ekvivalentni električni model asinhronog motora
je ekstremno važan za analizu i predikciju radnih performansi motora. Ako podemo od
činjenice da je veza izmedu rotora i statora uspostavljena preko elektromagnetne indukcije
možemo izvesti sledeće zaključke. U namotajima faza statora se usled samoindukcije javlja
kontraelektromotorna sila koja se od napona po fazi statora razlikuje za pad napona na
impedansi koju čine omska otpornost faze statora Rs i reaktansa Xls = ωLls usled rasipne
komponente magnetnog polja.Učestanost kontra elektromotorne sile ista je kao i učestanost
naizmeničnog napona napajanja a njena efektivna vrednost iznosi:

Es = KefΦob (8)

gdeKe predstavlja konstantu čija vrednost zavisi od konstruktivnih karakteristikama mašine,broja
i načina izvodjenja namotaja. Ako napon faze statora označimo sa Us tada je :

Us = (Rs + jωLls) Is + Es (9)

Za obrtni magnetni fluks u medugvoždu važi Φ = LmIm gde je Im struja magnećenja koja je
komponenta struje statora Is statora, koja u fazi sa fluksom. Trenutna vrednost ems samo-
indukcije u namotajima statora es je proporcionalna dΦ

dt
odakle sledi da Es fazno prednjači

fazoru obrtnog magnetnog fluksa za π
2

odnosno:

Es = jωLmIm = Es = jXmIm (10)

Druga komponenta struje statora Ir se prenosi na rotor transformatorskim dejstvom.
Učestanost ems i struje indukovane u namotajima rotora je fr = sf . Efektivna vrednost
indukovane ems po fazi rotora iznosi:

E
′

r = KeNpfrΦ = KeNpsfΦ (11)

gde Np predstavlja odnos transformacije namotaja rotora prema namotajima statora.Kako
je namotaj rotora kratko spojen važi sledeća relacija u kolu rotora:

E ′
r =

(
R

′

r + jsωL
′

lr

)
I ′
r (12)

• R
′
r otpornost po fazi rotora,

• L
′

lr rasipna induktivnost po fazi rotora,

• E ′
r fazor indukovane ems faze rotora.

Ekvivalentni električno kolo po fazi asinhronog motora gde su statorski i rotorski deo raz-
dvojeni idealnim transformatorom sa prenosnim odnosom Np nalazi se polazeći od izraza:
(9),(10),(12)
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Slika 6: Ekvivalentno električno kolo po fazi asinhronog motora-veza stora i rotora modelo-
vana je pomoću idealnog transformatora

Struja statora Is ima dve komponente od kojih Im predstavlja komponentu magnećenja
magnetnog kola rotora i statora a Ir se transformatorskim dejstvom preslikava na rotor sa
odnosom transformacije Np . Na osnovu relacija izmedu struja i indukovanih ems statora i
rotora Ir = NpI

′
r ; E

′
r = NpsEs i (12) i (11)

Ir =
N2
p sEs

R′
r + jX

′
lr

=
Es

Rr
s

+ jXlr

(13)

U izrazu (13) Rr i Xlr su otpornost i reaktansa rasipanja rotora svedene na stator i odredene
su pomoću izraza:

Rr =
R

′
r

N2
p

Xlr =
ωL

′

lr

N2
p

Izrazi (9), (10) i (13) odreduju ekvivalentno električno kolo faze asinhronog motora (7) gde
je idealni transformator koji je modelovao vezu rotor/stator izostavljen jer (13) modeluje
uticaj rotora sa impedansom Zr = Rr

s
+ jXlr na strani statora.
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Slika 7: Ekvivalentno kolo faze asinhronog motora svedeno na stranu statora

1.2.1 Analiza ekvivalentnog kola

Ulazna aktivna snaga trofaznog asinhronog motora prema oznakama na slici (7) je:

Pul = 3UsIs cosφ (14)

Snaga gubitaka u statoru potiče od otpornosti Rs i iznosi:

Pgs = 3RsI
2
s (15)

Snaga obrtnog magnetnog polja dobija se kada od ulazne snage oduzmu gubici u statoru.

Pob = 3
Rr

s
I2
r (16)

Snaga gubitaka u rotoru potiče od otpornosti Rs i iznosi:

Pgr = 3RrI
2
r (17)

Izlazna snaga motora koja predstavlja proizvod momenta motora i mehaničke brzine obrtanja
dobija se kad se od snage obrtnog magnetnog polja oduzmu gubici snage u rotoru.

Piz = Pob − Pgr = 3RrI
2
r

1− s
s

(18)

Mehanička snaga na vratilu manja je od izlazne snage za mehaničke gubitke usled trenja i
ventilacije. Momenat koji razvija asinhroni motor je:

M =
Piz

Ωmeh

=
3

Ωmeh

I2
rRr

1− s
s

(19)

Koristeći (7) dobija se Ωmeh = 2
p
ω(1− s) pa zamenom u (19) sledi izraz za momenat:

M =
(p

2

) Pob
ω

(20)
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1.2.2 primer

Poznati su sledeći podaci o radu asinhronog vučnog motora nazivne snage P = 200kW :
p = 4, f = 50Hz, s = 0.02 ;
Statorski namotaji su spregnuti u zvezdu a linijski napon iznosi Ul = 1420V . Poznati su
otpornost i reaktansa magnetnog rasipanja po fazi statora Rs = 0.4Ω Xls = 1.2Ω. Otpornost
i reaktansa magnetnog rasipanja po fazi rotora svedena na stator su Rr = 0.3Ω Xlr = 1Ω.
Reaktansa magnecenja Xm = 25Ω. Gubici na ventilaciju i trenje su konstantni i iznose
PfV = 3.6kW .
Izračunati

• Fazni napon motora Us

• Ulaznu impedansu po fazi motora Ze

• Kompleksnu vrednost struje satora Is

• Sinhronu brzinu Ωs[
rad
s

; ns[
ob
min

• Mehaničku brzinu obrtanja Ωmeh[
rad
s

] ; nmeh[
rad
s

]

• Mehaničku snagu Piz − Pfv

• Mehanički momenat na vratilu motora.

• Ulaznu električnu snagu Pul

• Stepen korisnog dejstva η

• Mehaniči momenat na vratilu rotora.

1.2.3 REŠENJE

• Kako je poznat linijski napon Ul = 1420V a stator je povezan u zvezdu sledi da je
Us = Ul√

3
= 820V

• prema slici(8) ekvivalentna ulazna impedansa je:

Ze = Rs + jXls +
jXm

(
Rr
s

+ jXlr

)
Rr
s

+ j(Xm +Xlr)

Zamenom brojnih vrednosti nalazimo:Ze = 10.9 + i ∗ 8.2Ω ili Ze = 13.62ej0.643Ω

• Kompleksna vrednost struje statora po fazi se nalazi:

Is =
Us

Ze
=

820

13.62ej0.643
= 60.2e−j0.643A

Struja Is zaostaje za faznim naponom Us za ugao φ = 0.643[rad] = 0.643180
π

= 36, 8o
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• Ωob = 2
p
2πf = 50π[ rad

s
] ns = 2

p
60f = 1500[ ob

min
]

• Mehanička brzina rotora je:

Ωmeh = (1− s)Ωob = 49π[
rad

s
]; nmeh = (1− s)ns = 1470[

ob

min
]

• Da bi izračunali izlaznu snagu (18) potrebno je odrediti struju Ir. Prema slici(8) je :

Ir =
Es√

R2
r

s2
+X2

lr

Pošto smo odredili Is iz iraza (9) sledi

Es = Us− (Rs + jXls)Is = 820− (0.4 + j1.2)(48.18− j36.07) = 752.6− j39.8[V ]

U gornjim izrazima je eksponencijalna forma kompleksne struje prevedena u algebarsku
formu na poznati način.
Efektivna vrednost se nalazi jednostavno: Es =

√
752.62 + 39.82 = 753.6[V ] Sada se

nalazi Ir = 753.6
15.033

= 50.14[A]

• Prema izrazu (18) izlazna sanga je:

Piz = 3RrI
2
r

1− s
s

= 110.87[kW ]

• Mehanička snaga je Pmeh = Piz − Pfv = 110.87− 2 = 108.87[kW ]

• Ulazna električna snaga je:

Pul = 3UsIs cosφ = 3 ∗ 820 ∗ 60.2 ∗ cos(−0.643) = 118.52[kW ]

Us = 820[V ] fazni napon; Is struja po fazi statora φ fazni ugao izmedu struje i napona.

• stepen korisnog dejstva motora je:

η =
Pmeh
Pul

=
108.87

118.52
≈ 0.92

• Mehanički momenat na vratilu rotora se nalazi iz količnika mehaničke snage i ugaone
brzine obrtanja rotora:

Mmeh =
Pmeh
Ωmeh

= 707[Nm]
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1.3 Mehanička karakteristika asinhronog motora

Osnovna karakteristika koja odreduje mogućnost i način primene odredenog tipa elek-
tričnog motora u vuči je njegova mefanička karakteristika koja predstavlja funkcionalnu
zavisnost momenta na varatilu motora od ugaone brzine motora. Kad je u pitanju asinhroni
motor bazna mehanička karakteristika se odreduje kada su trofazni naizmenični napon na-
pajanja i učestanost tog napona konstantni. Polazeći od izraza (16) i (20) dobijamo izraz za
momenat koji razvija asinhroni motor:

M =
3p

2
I2
r

Rr

sω
(21)

Da bi odredili struju Ir složeni deo električnog kola sa slike (7) kojim modelujemo fazu
asinhronog motora zamenićemo ekvivalentnim Tevenenovim generatorom. Kompleksnu im-
pedansu ekvivalentnog generatora čine paralelno vezana impedansa statora Zs = Rs + jXls

i impedansa Zm = jXm dok kompleksna ems ekvivalentnog Tevenenovog generatora je
jednaka naponu na rekatansi magnećenja Xm.Prema navedenom je:

ZT =
jXm(Rs + jXls

Rs + j(Xm +Xls)
= RT + jXT (22)

ET =
jXmUs

Rs + j(Xm +Xls)
(23)

I2
r =

E2
T(

RT + Rr
s

)2
+ (XT +Xls)

2
(24)

M =
3p

2

Rr

sω

E2
T(

RT + Rr
s

)2
+ (XT +Xls)

2
(25)

Izraz za momenat se nalazi zamenom (24) u (21) Prema prethodnom primeru uočava se
sledeća konstruktivno tehnička karakteristika elemenata impedansi po fazi asinhronog moto-
ra: Xm �

√
R2
s +X2

ls . Koristeći ovu činjenicu moguće je dobiti jednostavne aproksimacije
izraza (22) i (23) :

ET ≈ Us (26)

Zt ≈ Rs + jXls (27)

Koristeći ove aproksimacije parametara ekvivalentnog Tevenenovog generatora nalazimo iz-
raz za efektivnu vrednost struje rotora:

Ir =
Us√(

Rr
s

+Rs

)2
+ (Xls +Xlr)2

(28)

Kad u izrazu (21) zamenimo (28 dobijamo funkcionalnu zavisnost momenta asinhronog mo-
tora u funkciji klizanja s, odnosno brzine rotora , sa naponom po fazi i ugaonom učestanošću
ω kao parametrima.

M =
3p

2

Rr

sω

U2
s(

Rr
s

+Rs

)2
+ (Xls +Xlr)2

(29)
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Izraz (29) predstavlja mehaničku karakteristiku asinhronog motora sa dve vrste parametara
od kojih su otpornosti induktivnost i broj polova konstruktivni parametri dok su fazni na-
pon i učestanost spoljni ulazni parametri koji mogu predstavljati upravljive ulazne veličine
asinhronog motora. Tipična mehanička karakteristika asinhrone mašine prikazana je na slici
(8):

Slika 8: Mehanička karakteristika asinhrone mašine u režimu kočnice,motornom režimu i
generatorskom režimu
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1.3.1 Analiza krive M = f(s)

Iz izraza 7 sledi 1 − s = nmeh
ns

gde je nmeh[
ob
min

] brzina rotora a ns[
ob
min

] sinhrona brzina
oblast promene klizanja 0 < s < 1 motornom radu odgovara radu asinhrone mašine gde
je mehanička brzina rotora manja od sinhrone brzine ili brzine obrtnog magnetnog polja a
M = f(s) > 0.Kad je 1 < s < 2 brzina obrtanja rotora je suprotnog smera u odnosu na smer
obrtnog magnetnog polja. Ovaj režim se realizuje ako se pri obrtanju rotora promeni smer
obrtnog magnetnog polja promenom redosleda faza trofaznog sistema napajanja asinhronog
motora. Kako je u ovom slučaju brzina rotora negativna pozitivni momenat 29 je kočni
momenat. Ali nepovoljna okolnost ovog tipa kočenja je zbog energije koja se rasipa u smoj
mašini izazivajući naglo zagrevanje mašine. To je raylog da se ovakav tip kočenja ne koristi
nema primenu u vuči.Treći režim rada asinhrone mašine kad je s < 0 je veoma bitan za
vučne aplikacije električne mašine. U ovom režimu smerovi brzine rotora i su isti ali je brzina
rotora veća od sinhrone brzine i momenat je negativan. Ako posmatramo izraz za snagu
obrtnog manetnog polja (16) negativna vrednost Pob u ovom režimu rada odgovara procesu
kada se mehanička snaga na vratilu mašine konvertuje u električnu i posredstvom obrtnog
magnetnog polja vraća u mrežu.Ovaj režim rada naziva se regenerativno kočenje a konverzija
energije rekuperacija. Sa stanovǐsta vuče od interesa su motorni režim rada i regenerativni
režim rada režim asinhrone mašine pa iz tog razloga potrebno odrediti vrednosti momenta
pri pokretanju , maksimalnu vrednost momenta a zatim skicirati krivu ppromene momenta
u motornom i generatorskom radu. Pri polasku je nmeh[

ob
min

] = 0 odnosno s = 1 pa iz izraza
(29) sledi :

Mpol =
3p

2

Rr

ω

U2
s

(Rr +Rs)
2 + (Xls +Xlr)2

(30)

Maksimalna vrednost momenta se dostize kada je i snaga na otporniku Rr
s

maksimalna.
Posmatrajmo ekvivalentno električno kolo motora koje nastaje kad složeni deo ekvivalentnog
kola faze asinhronog motora u odnosu na granu sa impedansom Zr = Rr

s
+ jXlr. Nakon

postupka (22) i (23) aproksimacija (26) i (27) imamo uprošćeno ekvivalentno kolo faze rotora
svedene na statorsku stranu.

Slika 9: Uprosćeno kolo rotora svedeno na stator

Prema uslovu prenosa maksimalne snage koji je poznat iz kursa Elektrotehnike,snaga na
otporniku Rr

s
je maksimalna kada je unutrašnja impedansa generatora prostog kola jednaka
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impedansi potrošača:
Rr

s
=
√
R2
s + (Xls +Xlr)2

Vrednost klizanja s pri kome momenat motora dostiže maksimalnu vrednost je:

sm =
Rr√

R2
s + (Xls +Xlr)2

(31)

Analogno,u režimu regenerativnog kočenja vrednost klizanja pri kome se dostiže maksimalna
vrednost kočnog momenta je ;

sg = − Rr√
R2
s + (Xls +Xlr)2

(32)

Maksimumi momenta u motornom režimu Mvmax i režimu kočenja Mgmax su:

Mvmax =
3p

4ω

U2
s√

R2
s + (Xls +Xlr)2 +Rs

(33)

Mgmax =
3p

4ω

U2
s√

R2
s + (Xls +Xlr)2 −Rs

(34)

Ako zanemarimo otpornost Rs i reaktansu rasipanja po fazi statora Xls tada sledi da je
Mvmax = Mgmax.Uz ovakve aproksimacije izraz za momenat je:

M =
3p

2

Rr

sω

U2
s(

Rr
s

)2
+ (Xlr)2

(35)

Koristeći vezu izmedu ugaonih učestanosti rotorskih i statorskih električnih veličina ωr = sω
Formula (35) se može transfomisati u sledeći oblik:

M = 3
(p

2

)(Us
ω

)2
Rrωr

R2
r + (ωrLlr)2

(36)

Ako je Rr
s

istog reda veličine kao Xlr sledi Rr
sXlr
→ Ko > 0. Ovo je slučaj kada je sm < s ≤ 1

iz formule (36) sledi da je:

M =
3p

2(1 +K2
0)

RrU
2
s

ωX2
lr

1

s
v

1

s
(37)

Ako se radna tačka (Me1, nmeh1) na mehaničkoj karakteristici nalazi u ovoj oblasti, tada
će iznenadno povećanje momenta proizvesti smanjenje klizanja odnosno povećanje brzine i
udaljavanje od radne tačke.Suprotnu pojavu imamo pri pojavi iznenadnog smanjenja mo-
menta.Tada će brzina težiti da se smanji što takode dovodi do udaljavanja od radne tačke
ali u drugom smeru.Opisana reakcija na poremećaj momenta je primer nestabilne ravnoteže
jer sistem reaguje na poremećaj tako da teži da se udalji od radne tačke. Prema ovome
delu mehaničke karakteristike u oblasti klizanja 1 > s ≥ sm nije moguće ostvariti stabilnu
ravnotežu radnog momenta motora i momenta opterećenja koji mu se suprotstavlja. Ako je
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sXlr
Rr
→ 0 što je tačno u blasti malih klizanja, odnosno kad je mehanička brzina takva da je

klizanje u opsegu sg < s < sm:

Mem = 3
(p

2

)( 1

Rr

)(
Us
ω

)2

ωr v s (38)

Ovaj region mehaničke karakteristike predstavlja region stabilne ravnoteže jer su promene
izazvane poremećajem ravnoteže i brzine suprotnog znaka što ima za posledicu ponovno
uspostavljanje ravnoteže nakon prestanka dejstva poremećaja prema tome ovaj region u mo-
tornom i generatorskom režimu rada asinhrone mašine je pogodan za upravljanje.Medutim
iz mehaničke karakteristike u ovom regionu uočava se nepovoljna osobina koja je karakteri-
stika rada mašine sa konstantnim naponom i učestanošću jer velikim promenama momenta
Mmax ≥M ≥ 0 odgovaraju male promene brzine. Prema izrazu (8) sledi:

Es
f

= KeΦob

Kako je Es ≈ Us i ω = 2πf izraz (36) daje:

M = KmpΦ
2
obωr (39)

Kmp je konstanta koja zavisi od konstruktinih karakteristika i ne utiče na veličine kojima
je moguće kontrolisati momenat na vratilu asinhrone mašine. Izraz (39) ima fundamentalni
značaj jer se zaključuje da je pri konstantnom fluksu momenat proporcionalan učestanosti
klizanaja dok je pri konstantnoj vrednosti učestanosti klizanja momenat proporcionalan
kvadratu fluksa.Momentom se može upravljati kontrolom fluksa ili/i učestanosti klizanja.
Cilj prethodne analize bio je pronalaženje analitičkih izraza za mehaničku krivu asinhronog
motora koja će jasno naznačiti kojim električnim veličinama se može vršiti upravljanje mo-
mentom. Konačno nakon vǐsestrukih aproksimacija dobijen je izraz (39). Da bi na očigledan
način pokazali da se učinjenim aproksimacijama ne uvodi nedozvoljeno velika greška u do-
bijene izraze za momenat izračunaćemo momentne krive u zavisnosti od brzine obrtanja
primenjujui najpre formulu (25) a zatim na aproksimativne formulu (36). Parametri motora
sa spregom namotaja u zvezdu su:

Ul = 2300V ;Rs = 0.029Ω;Xls = 0.226Ω;Xm = 13.04Ω;

Xlr = 0.226Ω;Rr = 0.022Ω; f = 60Hz; p = 4

Programski sistem MATLAB ima izvanredne mogućnosti za rešavanje ovih problema jer
prepoznaje kompleksne brojeve napisane na uobičajen način i opreacije izmedu kompleksnih
brojeva. Efektivna vrednost kompleksne veličine Z se dobija jednostavnom naredbom abs(Z).
Funkcijski program u Matlabu za izracunavanje momenta i brzine pri zadatim parametrima
motora i poznatom klizanju s ima sledeći kod:
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Slika 10: Funkcijski matlab kod za izracunavanje(M,n) po formuli (25) i aproksimacij (29)

Slika 11: Matlab kod za crtanje dijagrama M = f(n) u motornom i generatorskom radu
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Slika 12: Grafici momenta u motornom i generatorskom režimu

Iz dijagrama na slici (12) uočava se da se sva tri grafika poklapaju u jednom delu iznad
i ispod tačke sinhrone brzine.Formula (36) koja je nastala anuliranjem impedanse stato-
ra ne poklapa se sa formulama (25) i (29) u delu od pokretanja pa do tačke maksimuma
momenta.Kako je prema prethodnoj analizi upravljanje radom asinhrone mašine upravo u
ovoj oblasti zaključujemo da učinjene aproksimacije daju mogućnost da se definǐsu električne
veličine i način njihove promene koje će dovesti do regulisanja izlaznog momenta i brzine
obrtanja vučnog asinhronog motora odnosno vučne sile i brzine elektrovučnog vozila.

1.3.2 Principi regulacije vučne sile pogona sa asinhronim vučnim motorima

Vučni dijagaram ima dva karakteristična segmenta . U prvom je vučna sila približno kon-
stantna ili blago opada u delu od nulte brzine koja odgovara momentu pokretanja vozila pa
do nominalne brzine kad vozilo sa elektrovučom dostiže nominalnu snagu. Drugi segment
od nominalne do maksimalne brzine je region konstantne snage.Podsetimo se da količnik
maksimalne i nominalne brzine definǐse elastičnost elektrovučnog vozila i da je to važan kva-
litativni pokazatelj tehničko eksploatacionih karakteristika.Kada smo analizirali mehaničku
karakteristiku asinhrone vučne mašine zaključili smo da je stabilan rad moguć izmedu brzine
koja odgovara maksimalniom momentu i sinhrone brzine u motornom radu.Jasno je da je
stabilan rad vučnog motora koji se napaja iz trofaznog izvora konstantne efektivne vred-
nosti naizmeničnog napona i konstantne učestanosti vezan za jedan uzak region u kome su
velike promene momenta funkcionalno zavisne od veoma ograničenih promena brzine. Cilj
upravljanja vučom je postizanje takvih karakteristika koje će dozvoliti kontrolisanu promenu
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brzine u širokim granicama i upravljanje snagom vučnog motora. Snaga koja se razvija na
pogonskim osovinama je:

Pt = v

(
mV gfr + 0.5ρaCDSv

2 +mV
dv

dt

)
(40)

U jednačini 40 je :

• Pt- snaga vuče na pogonskoj osovini,

• v[m
s

]-brzina vozila ,

• mV [kg]-masa vozila

• g = 9.81[m
s

]

• fr -koeficijent trenja kotrljanja točka po podlozi.

• ρa-zapreminska gustina vazduha [ kg
m3 ]

• S-čeona površina vozila [m2]

• CD-aerodinamički koeficijent vozila.

Vreme ubrzavanja vozila ta do dostizanja brzine vf odredeno je iz integrala 41:

ta =

∫ vf

0

mV

Pt
v
− (mV gfr + 0.5ρaCDSv2)

dv (41)

Kada je pogonska motor vozila električni motor vučna sila i snaga na obodu pogonskih
točkova vozila je definisana upravljivim karakteristikama motora-vučnim profilom, kao što
je to prikazano na slici 13

Slika 13: Vučni profil
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Da bismo dobili analitičko rešenje integrala 40, uvešćemo najpre odredene aproksimacije
tako što se zanemaruje sila otpora vuči usled trenja kotrljanja i aerodinamična sila otpora
vuči. Nakon ovog uprošćenja vreme ubrzavanja ta do dostizanja brzine vf je :

ta =

∫ vb

0

mV

Pt
v

dv +

∫ vf

vb

mV

Pt
v

dv =
mV

2Pt

(
v2
b + v2

f

)
(42)

gde je Pt nazivna vučna snaga,koja odgovara regionu konstantne snage sa slike13. To je snaga
koja je potrebna da se uveća kinetička energija vozila i koja ne uključuje snagu potrebnu
da se savladaju otpori vučnoj sili. Potrebnu snagu za savladivanje ovih otpora možemo
aproksimirati pomoću izraza srednje snage:

Psr =
1

ta

∫ ta

0

(
mV gfrv + 0.5ρaCDSv

3
)
dt (43)

Izraza za srednju snagu, 43, potrebnu za savladivanje otpora vuče nije jednostavno izračunati
pošto je brzina vozila nelinearna funkcija vremena.Ako koristimo aproksimaciju v(t) = k

√
t

gde se konstanta k odreduje iz uslova da brzini vf odgovara vreme ta odakle sledi:

v = vf

√
t

ta

Zamenom izraza 1.3.2u 43 nakon integracije, nalazi se analitički izraz za srednju vrednost
snage neophodne za savladivanje otpora trenja kotrljanja i aerodinamičkog otpora:

Psr =
2

3
mV gfrvf +

1

5
ρaCDSv

3
f (44)

Ukupna snaga vučnog motora je Pem = Pt + Psr data je izrazom 45

Pem =
mV

2ta

(
v2
b + v2

f

)
+

2

3
mV gfrvf +

1

5
ρaCDSv

3
f (45)

• x = vmax
vb

- faktor vučne elastičnosti

• vmax[
m
s

]-brzina vozila ,

• vf [
m
s

]-koja se dostiže ubrzanjem nakon polaska iz mirovanja

• ta vreme ubrzanja do dostizanja brzine vf

• mV [kg]-masa vozila

• g = 9.81[m
s

]

• fr -koeficijent trenja kotrljanja točka po podlozi.

• ρa-zapreminska gustina vazduha [ kg
m3 ]

• S-čeona površina vozila [m2]
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• CD-aerodinamički koeficijent vozila.

Primenom formule 45 dobijamo Pem. Na osnovu odredene vrednosti bazne brzine vb nalazi
se potrebna vučna sila Fvo koja odgovara oblasti konstantne vučne sile prikazane na slici 13.
Dijagram vučne sile od bazne brzine vb do brzine vmax u regionu konstatne snage odreden je
izrazom:

Fv =
Pem

v
vb ≤ v ≤ vmax (46)

Vucni dijagram vozila sledećih ulaznih veličina;

• x = 3- faktor vučne elastičnosti

• vmax = 160[km
h

]-brzina vozila ,

• vf = 100[km
h

]-koja se dostiže ubrzanjem nakon polaska iz mirovanja

• ta = 10[s] vreme ubrzanja do dostizanja brzine vf

• mV = 1500[kg]-masa vozila

• g = 9.81[m
s

]

• fr = 0.01 -koeficijent trenja kotrljanja točka po podlozi.

• ρa = 1.205-zapreminska gustina vazduha [ kg
m3 ]

• S = 2-čeona površina vozila [m2]

• CD = 0.2-aerodinamički koeficijent vozila.

prikazan je na slici:

Slika 14: Vucni dijagram
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Provera vučnih mogućnosti na usponu vrši se tako što se pri zadatoj brzini vozila i usponu
koji vozilo treba da savlada odredi sila koju treba da razvije a zatim se odredi položaj
tačke (vu, Fu) u odnosu na konturu vučnog profila vozila.Uslov za savladivanje uspona je
Pem > Fuvu. Ako je α ugao nagiba podloge prema horizontalnoj ravni tada se vučna sila na
usponu može dobiti iz izraza 47

Fu = mV g(fr cosα + sinα) + 0.5ρaCDSv
2 (47)

Na slici 15 su prikazane sile u prvom članu izraza 47.

Slika 15: Vozilo na usponu

1.3.3 Rad vucnog motora u regionu konstantne vucne sile

Prema slici (??) vučna sila je konstantna prvom delu karakeristike Fv = f(v) odakle
sledi neophodnost da vučni motor ima sposobnost da razvije konstantan momenat koji do-
vodi do početnog ubrzanja lokomotive. Rotaciona brzina motora praktično je proporcio-
nalna učestanosti naizmeničnog napona napajanja usled malog klizanja s < 0.25sm. Samo
povećanje učestanosti dovešće do značajnog smanjenja momenta što se vidi iz izraza (36)
i njegovih aproksimacija datih izrazima (38) i (39). Neophodno je da proporcionalno rastu
frekvencije raste i napon napajanja što će dovesti do mogućnosti da se realizuje konstantan
momenat u oblasti rasta brzine do dostizanja nominalne brzine. Principijelna šema ovakve re-
gulacije podrazumeva naizmenični trofazni izvor koji ima mogućnost regulisanja učestanosti
i amplitude naizmeničnog napona. Na slici (16) je prikazan princip takvog sistema za upra-
vljanje brzinom asinhronog motora.
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Slika 16: Principska šema pogona vučnog motora sa U, f upravljanjem

Održavanje konstantnog odnosa napona i učestanosti dovodi do translacije mehaničke
karakteristike asinhronog motora kao što je to prikazano na slici (17)

Slika 17: Regulacija rada u režimu konstantnog momenta ∆Ω predstavlja razliku mehaničke
i sinhrone brzine i ta razlika je konstantna

karakteristika M = f(Ωmeh) je horizontalna prava za tri različite učestanosi naizme-
ničnog trofaznog napona statora koje su označene sa f1, . . . f3.Ovim učestanostima odgovara-
ju ugaone brzine obrtnog magnetnog polja označene sa Ωob1 . . .Ωob3.U preseku M = f(Ωmeh)
karakteristike opterećenja i mehaničkih karakteristika motora koje odgovaraju navedenim
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učestanostima pri konstantnom fluksu Φ ≈ Usk
2πfk

,k = 1, 2 . . . nalaze se radne tačke karak-
teristike koje odgovaraju različitim mehaničkim ugaonim brzinama rotora.Jednake vrednost
ugaone brzine klizanja ∆Ω su rezultat paralelno pomerenih mehaničkih karakteristika vučnog
motora. U ovom regionu vučni motori od pokretanja pa do dostizanja nominalne brzine ra-
zvijaju konstantan momenat zahvaljujući održavanju konstantnog fluksa obrtnog magnetnog
polja odnosno konstantnog količnika napona na statoru i njegove učestanosti. Pri tom je
važno napomenuti da se ∆Ω odnosno ωr održava na konstantnoj vrednosti.

1.3.4 Karakteristike rad asinhronog motora u regionu konstantne snage

Kada je U, f upravljanjem dostignuta nominalna brzina , nominalni napon motora i no-
minalni momenat motora. Snaga koja je rasla približno linearno sa brzinom, ( jer je momenat
održavan na konstantnoj vrednosti) je dostigla svoju nominalnu vrednost.Dalje je potrebno
održavati ovu snagu konstantnom što znači da je potrebno upravljati momentom po zakonu:

M =
P

Ωmeh

v
1

f
(48)

Polazeći od izraza za momenat (39) kada je napon dostigao svoju krajnju vrednost izraz za
momenat kojim opisujemo strategiju upravljanja postaje:

M =
K

′
M

ω2
ωr (49)

Prema (49) režim konstantne snage je moguće ostvariti kada proporcionalno sa rastom ω
imamamo i rast klizanja s tako da je količnik ωr

ω
= Konst odnosno momenat je obrnuto

proporcionalan mehaničkoj brzini rotora.

M v
1

f
=

P

Ωmeh

(50)

Analizom izraza (58) mozemo uočiti da ukoliko zanemarimo otpornost Rs statora i reaktan-
su Xls statora maksimum učestanosti klizanja u stabilnom režimu rada asinhronog vučnog
motora iznosi max(ωr) = Rr

Llr
. Prema tome početak regiona konstantne snage odreden je

radnom tačkom dostizanja nominalnog momenta i nominalne ili bazne brzine a kraj regiona
ko nstantne snage je odreden onom učestanošću ω pri kojoj je ωr ≈ smω .

1.3.5 Karakteristike upravljanja i rad asinhronog motora u oblasti slabljenja
magnetnog polja

U oblasti slabljenja magnetnog polja raste učestanost tako da maksimalna vrednost mo-
menta ili prevalni momenat opada kao kvadratna hiperbola učestanosti ω. Ovo se može i
dobiti iz jednačine (36) ako umesto ωr stavimo max(ωr) ≈ Rr

Llr
.Tada je:

Mvmax ≈
3p

4
(
Us
ω

)2 1

Llr
Mvmaxω

2 = const
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Kada se mehanički momenat približi vrednosti prevalnog momenta mehaničke karakteristike
motora nastupa region upravljanja koji je karakterističan brzine maksimalnim koje vozilo
može dostići . Kod asinhronih vučnih motora odnos izmedu bazne brzine koja odgovara
dostignuoj nominalnoj snazu motora i maksimalno moguće brzine iznosi 1:2.5 kada je no-
minalni momenat 40% maksimalnog momenta motora. Eksploataciona kriva M = f(Ω) sa
naznačenim oblastima U, f upravljanja prikazana je na slici.

Slika 18: Karakteristike momenta Mem za vučne motore sa U,f upravljanjem

M

Mmax

Ω

Ωn

Us
Usmax

1.3.6 Električno kočenje

Analizirajući električno kočenje kod diodnih lokomotiva kao i kod tiristorizovanih loko-
motiva lako je uočiti nedostatke koji su prvenstveno vezani za neophodnost promene sprege
statora i rotora vučnog motora kako bi se pri odredenom smeru brzine vozila dobijo kočni
momenat. U tom procesu potrebni su bili snažni prekidači- kontaktori koji odvajaju napaja-
nje statora od rotora kao i kontaktori koji priključuju rotor na kočni otpornik.Usled smanjene
efikasnosti električne kočnice pri brzinama ispod v = 20km

h
dejstvovala je kočnica bazirana

na sili trenja izmedu točkova voza i kočnih papuča ili diskova. Upotreba ove kočnice ima vǐse
negativni posledica vezanih za ubrzano habanje točkova i neophodnost permanentnih pre-
gleda i zamene kočne opreme u svim nivoima održavanja. Kad je u pitanju asinhroni vučni
motor njegova prirodna mehanička karakteristika predstavlja osnov za realizaciju električnog
kočenja koje ne zahteva dodatnu opremu za mehaničko prevezivanje mašine iz režima vuče
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u režim kočenja a osim toga opseg električnog kočenja se proširuje gotovo do zaustavlja-
nja. Na slici (19) prikazane su dve krive momenta asinhronog motora. Na krivoj momenta
koja odgovara učestanosti f = 60Hz odnosno sinhronoj brzini obrtanja ns = 1800 ob

min
br-

zini n1 ≈ 1790 ob
min

odgovara vučni momenat M1 ≈ 6518Nm ako bi upravljanjem smanjili
učestanist na f = 59Hz pri istoj brzini mašina radi u generatoeskom režimu razvijajući
negativan momenat koji dovodi do usporavanja vozila. Na ova način je promenjena uloga
asinhrone mašine i bez komplikovanih prevezivanja ostvaren režim električnog kočenja.

Slika 19: Prelazak iz režima vuče u režim električnog kočenja

Negativna mehanička snaga se na krajevima motora transformǐse u električnu snagu gde
je fazni ugao izmedu struje i napona pi

2
< φ < π odnosno cosφ < 0. Da bi se ova snaga

rekuperacijom vratila u mrežu neophodno je da uredaji izmedu vučnog motora i kontaktne
mreže imaju sposobnost dvosmernog prenosa električne snage a osim toga obrade te sna-
ge konverzijom i podešavanjem amplitude i učestanosti naponskkog izvora koji u procesu
rekuperativnog kočenja predstavlja pogonski sistem elektrovučnog vozila.
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