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Osnovi ekonomije - vezbe 5

Proizvodna funkcija:

Proizvodna funkcija pokazuje maksimalnu koli¢inu proizvodnje koja se moZze
proizvesti iz odredenog skupa proizvodnih faktora, pri odredenom nivou
tehnoloskog znanja.

o NajceSce se predstavlja u obliku jednacine, a moZe biti predstavljena i
tabelarno ili geometrijski.

Proizvodna funkcija se najcesc¢e predstavlja kao Q = f (L, K):
o Q predstavlja ukupan proizvod, autput, odnosno obim proizvodnje.
o LiKsuinputi, odnosno proizvodni faktorii to: L - rad i K - kapital.
o Ukupan proizvod je funkcija angazovanih proizvodnih faktora.
Razlikujemo proizvodnju u kratkom i dugom roku:

o Za poveCanje obima proizvodnje (Q), potrebno je povecano
angazovanje proizvodnih faktora (L i K).

o Ukoliko povecanje nekog proizvodnog faktora nije moguce, kaZzemo da
je taj proizvodni faktor fiksan.

o Ukoliko je povecanje nekog proizvodnog faktora moguce, kaZemo da je
taj proizvodni faktor varijabilan.

o Kratak rok odnosi se na vremenski period u kome je barem jedan
proizvodni faktor fiksan.

o Dugi rok odnosi se na vremenski period u kome su svi proizvodni
faktori varijabilni.

UKkupan, prosecan i granican proizvod:

Ukupan proizvod je predstavljen proizvodnom funkcijom. Odnosi se na
ukupnu koli¢inu proizvodnje koja se postiZe pomocu angaZovanih proizvodnih
faktora.

Prosecan proizvod je ukupan proizvod po jedinici angaZovanog inputa:

o Prosecan proizvod rada izracunavamo kao ukupan proizvod po
radniku:

Q
PP, =~
)
o Prosecan proizvod kapitala izracunavamo kao ukupan proizvod po
jedinici kapitala:

Q
PP, ==
K=k



v’ Granican proizvod je promena ukupnog proizvoda koja nastaje pri povecanju
angaZovanja inputa za jednu jedinicu:

o Grani¢an proizvod rada izracunavamo kao promenu ukupnog

proizvoda pri promeni broja angazovanih radnika. Predstavlja
promenu koli¢ine proizvodnje koja nastaje zaposljavanjem dodatnog
radnika, pri fiksnom kapitalu:

AQ , aQ
GPL_E GPL—fL(L,K)—a—L
Grani¢an proizvod kapitala izraCtunavamo kao promenu ukupnog
proizvoda pri promeni koliCine angaZovanog kapitala. Predstavlja
promenu koli¢ine proizvodnje koja nastaje angaZovanjem dodatne
jedinice kapitala, pri fiksnom broju radnika:

AQ aQ

GPK:H GPK:fK(L,K):a—K

Tema 24. Proizvodnja sa rastu¢im, opadajucim i konstantnim prinosima:

v Povecanje angaZovanja proizvodnih faktora (inputa) vodi pove¢anom obimu
proizvodnje (autputu).

v

Ako pretpostavimo proizvodnu funkciju Q = f(L,K) i

ako uvec¢amo koli¢inu inputa A puta, tako da nova funkcija glasi

Q1 = f(AL,AK),

ukupan proiozvod ne mora da se poveca isto A puta, ve¢ Ce se povecati A* puta:
Q: = f(AL,AK) = A*f (L, K) odnosno Q; = A%Q,

pri cemu koeficijent a moZe uzeti vrednosti:

o

o

o

a=1 ako se radi o proizvodnji sa konstantnim prinosima,
a>1 ako se radi o proizvodnji sa rastu¢im prinosima,

0<a<1 ako se radi o proizvodnji sa opadaju¢im prinosima.

Na primer, ako se koli¢ina angaZovanog rada i kapitala udvostruci tako da A=2,
ukupan proizvod e se povecati 2% puta:

o

o

Ako se ukupan proizvod takode udvostrudi (a=1; 2% = 2! = 2), radi se
o proizvodnji sa konstantnim prinosima — procentualno uvecanje
autputa je identi¢no procentualnom uvecéanju inputa.

Ako se proizvod uveca za viSe od dva puta (a>1), na primer Cetiri puta
(a=2, 2% = 22 = 4) radi se o proizvodnji sa rastu¢im prinosima —
procentualno uveéanje autputa je vece od procentualnog uvecanja
inputa.



o Ako se proizvod uveca za manje od dva puta (a<1), na primer 1,41 puta
(a=0,5, 2% =2%>=1,41) radi se o proizvodnji sa opadajuéim
prinosima — procentualno uvecanje autputa je manje od procentualnog
uvecanja inputa.

Tema 25. Ukupan, prosecan i grani¢an proizvod jednog varijabilnog faktora

v' Graficki prikaz ukupnog, prose¢nog i grani¢nog proizvoda jednog varijabilnog
faktora (slika 9.3. na str. 101).

UKUPNI, PROSECNI I GRANICNI PROIZVODI

/,//
- |
0 \
JEDINICE VARIJABILNOG INPUTA GP

v Pretpostavljamo proizvodnu funkciju Q = f(L, K), pri ¢emu je kapital fiksan
(K=const.), a ukupan proizvod se menja promenom jednog varijabilnog
faktora, odnosno rada (L).

o Varijabilni faktor, rad, nalazi se na x-osi. Na y-osi se prikazuju vrednosti
ukupnog (Q ili UP), prosecnog (PPL) i grani¢nog proizvoda rada (GPL).

o ZaposSljavanjem novih radnika ukupan proizvod najpre raste po
rastucoj stopi (brZe raste ukupan proizvod od rasta broja radnika).

o Razlog tome je Sto granian proizvod u ovoj zoni proizvodnje raste.
Izvori ovakvih rastu¢ih prinosa su pre svega specijalizacija rada i
podela posla. Npr. kada je bio samo jedan radnik, on je morao da obavlja
i administrativne poslove u preduzecu i da obavlja poslove nabavke i
proizvodnje i prodaje. Kada zaposlimo drugog radnika, vec¢ se stvaraju
pretpostavke za podelu posla, jedan moze da se bavi proizvodnjom, a
drugi da obavlja ostale poslove. Stoga, granitan proizvod drugog
radnika mora biti veci od grani¢nog proizvoda prvog radnika, odnosno
ukupan proizvod mora da raste po rastucoj stopi.

o Nakon odredenog perioda iscrpljuju se mogucnosti specijalizacije rada.
S obzirom da je kapital fiksan, zaposljavanjem dodatnih radnika ukupan
proizvod raste sve sporije i sporije (po opadajucoj stopi) dok ne
dostigne neki maksimum. Dakle, ako je jedan proizvodni faktor fiksan,
proizvodnja se ne moZe beskonatno povecavati povecanim
angaZzovanjem varijabilnih inputa. U ovoj zoni, grani¢an proizvod rada
opada (zakon opadajucih grani¢nih prinosa), a izvor tih opadajucih



prinosa je pre svega fiksan kapital (sve viSe radnika po jedinici fiksnog
kapitala).

Nakon dostizanja maksimalnog proizvoda, zaposljavanjem dodatnih
radnika, teorijski, ukupan proizvod moZe i da opadne, jer
zapoSljavanjem preko maksimuma moZe opasti produktivnost rada. U
toj zoni, kada ukupan proizvod po¢ne da opada, grani¢an proizvod je
negativan.

Prosecan i grani¢an proizvod imaju slede¢i odnos: kada je granican
proizvod veci od prosecnog, proseCan proizvod raste (ako zaposlimo
novog radnika ¢iji je grani¢an proizvod veci od postojeceg proseka, novi
prosek sa njim Ce biti veci). Sa druge strane, kada je grani¢an proizvod
rada manji od prosecnog proizvoda, prosecan proizvod opada (ako

zaposlimo novog radnika ¢iji je granican proizvod manji od postojeceg
proseka, novi prosek sa njim mora biti manji).

Granic¢an i prosecan proizvod su jednaki u maksimumu prosecnog
proizvoda - u toj tacki se proizvodi najveca kolic¢ina autputa po fizickoj
jedinici angaZovanih inputa.

Zadatak 15. U tabeli je dat ukupan proizvod (Q) u zavisnosti od angaZovanja jednog
varijabilnog faktora rada (L). Izra¢unati prosecan (PPL) i grani¢an proizvod (GPL) rada za
svaki obim zaposlenosti. Na kom obimu zaposlenosti poCinje da deluje zakon opadajucih
grani¢nih prinosa?

ReSenje:

Q
0

20

50

90
160
250
330
280

N O W N = O

Prosecan proizvod rada (PPL) predstavlja ukupan proizvod podeljen brojem zaposlenih
radnika (proizvod po radniku):

Q
PP ==
L7L

Kadaje L =1, PPLiznosi: PPL=20/1 = 20.

Kada je L = 2, PPLiznosi: PPL=50/2 = 25.



Kada je L = 3, PPLiznosi: PPL=90/3 = 30.

Kada je L = 4, PPLiznosi: PPL=160/4 = 40.
Kada je L =5, PPrLiznosi: PPL=250/5 = 50.
Kada je L = 6, PPLiznosi: PPL=330/6 = 55.
Kada je L = 7, PPLiznosi: PPL=280/7 = 40.

Za L = 0 ne¢emo racunati prosecan proizvod, jer nama ekonomske logike da se racuna
proizvod po radniku, kad nema radnika.

Prosecan proizvod rada za svaki obim zaposlenosti prikazan je u tabeli:

L| Q | PPL
0| O -

1] 20 | 20
2| 50 | 25
3190 | 30
4 | 160 | 40
5| 250 | 50
6 | 330 | 55
7 | 280 | 40

Granican proizvod rada (GPL) predstavlja promenu ukupnog proizvoda do koje je doslo
zaposljavanjem dodatnog radnika (proizvod dodatnog radnika):

A —
op =22 _ -0
AL L; —1L,
gde Q1 predstavlja ukupan proizvod nakon zaposljavanja dodatnog radnika (kada je broj
radnika Li), Qo ukupan proizvod pre zaposljavanja dodatnog radnika (kada je broj

radnika Lo).

Za L = 0 ne raCunamo grani¢an proizvod jer on ne postoji (joS uvek nije doslo do
zaposljavanja nijednog radnika).

Kada zaposlimo prvog radnika (L = 1), grani¢an proizvod rada iznosi:
_AQ _20-0 20
AL 1-0 1
Dakle, kada nismo imali zaposlenoh radnika (L = 0), ukupan proizvod je bio 0. Kada

GP, 20

zaposlimo jednog radnika, ukupan proizvod je 20. Dakle, granican proizvod prvog
radnika (ono ¢ime on doprinosi proizvodnji) iznosi upravo 20.



Kada zaposlimo drugog radnika (L = 2), granic¢an proizvod rada iznosi:

AQ 50-20 B 30 B

AL~ 2-1 1

Dakle, kada smo imali jednog zaposlenog radnika (L = 1), ukupan proizvod je bio 20. Kada

GP, =

zaposlimo jo$ jednog radnika, ukupan proizvod je 50. Dakle, grani¢an proizvod drugog
zaposlenog radnika (ono ¢ime on doprinosi proizvodnji) iznosi 30.

Kada zaposlimo treceg radnika (L = 3), granican proizvod rada iznosi:
AQ _ 90— 50 40

=— =4
GP, = AL~ 3-2 1 0

Dakle, kada smo imali dva zaposlena radnika (L = 2), ukupan proizvod je bio 50. Kada
zaposlimo jo$ jednog radnika, ukupan proizvod je 90. Dakle, granican proizvod treceg
zaposlenog radnika (ono ¢ime on doprinosi proizvodnji) iznosi 40.

Kada zaposlimo Cetvrtog radnika (L = 4), grani¢an proizvod rada iznosi:

ap AQ 160—90_70_70
L= AL 4-3 1

Dakle, kada smo imali tri zaposlena radnika (L = 3), ukupan proizvod je bio 90. Kada
zaposlimo jo$ jednog radnika, ukupan proizvod je 160. Dakle, granican proizvod cetvrtog
zaposlenog radnika (ono ¢ime on doprinosi proizvodnji) iznosi 70.

Kada zaposlimo petog radnika (L = 5), granican proizvod rada iznosi:

AQ 250 —160 90

AL 5-4 1

Dakle, kada smo imali Cetiri zaposlena radnika (L = 4), ukupan proizvod je bio 160. Kada
zaposlimo jo$ jednog radnika, ukupan proizvod je 250. Dakle, grani¢an proizvod petog
zaposlenog radnika (ono ¢ime on doprinosi proizvodnji) iznosi 90.

GP, =

Kada zaposlimo Sestog radnika (L = 6), grani¢an proizvod rada iznosi:
P _AQ _330- 250 80 80
L=AL” " 6-5 1

Dakle, kada smo imali pet zaposlenih radnika (L = 5), ukupan proizvod je bio 250. Kada
zaposlimo joS$ jednog radnika, ukupan proizvod je 330. Dakle, grani¢an proizvod Sestog
zaposlenog radnika (ono ¢ime on doprinosi proizvodnji) iznosi 80.

Kada zaposlimo sedmog radnika (L = 7), grani¢an proizvod rada iznosi:

cp _AQ_280-330 50 _ 50
L=AL  7-6 1

Dakle, kada smo imali Sest zaposlenih radnika (L = 6), ukupan proizvod je bio 330. Kada

zaposlimo jo$ jednog radnika, ukupan proizvod je 280. Dakle, granican proizvod sedmog
zaposlenog radnika (ono ¢ime on doprinosi proizvodnji) iznosi -50. Grani¢an proizvod
radnika je negativan, dakle, on odmaze proizvodnom procesu. Razlog opadajuceg, pa u
odredenom trenutku i negativnog, granicnog proizvoda rada je fiksan kapital (jer se radi
o proizvodnji sa jednim varijabilnim faktorom). Uvecanje obima proizvodnje

6



zaposljavanjem dodatnih radnika je moguée do odredene granice ako je kapital (npr.
fabrika, proizvodno postrojenje, broj vozila i sl.) fiksan.

Granican proizvod rada za svaki obim zaposlenosti prikazan je u tabeli:

L| Q | PPL | GPL
0 0 - -

1| 20 | 20 | 20
2|50 | 25 | 30
3190 | 30 | 40
4 1160 | 40 | 70
51250 | 50 | 90
6 | 330 | 55 | 80
7 | 280 | 40 | -50

Zakon opadajucih grani¢nih prinosa pocinje da deluje sa zaposSljavanjem Sestog radnika
(na nivou zaposlenosti L = 6. Kad zaposlimo Sestog radnika, njegov grani¢an proizvo je
manji od grani¢nog proizvoda prethodno zaposlenog (petog) radnika (80<90).

Zadatak 16. Transportna kompanija raspolaZze sa dva kamiona. Sa tri zaposlena vozaca
kompanija preveze mesecno 210 tona robe, dok sa Cetiri vozata kompanija mesec¢no
preveze 260 tona robe.

a) Koliko iznosi granic¢an proizvod ¢etvrtog radnika?

Resenje:
cp _AQ_260—210_50_50
L™ALT 4-3 — 1~

Granican proizvod Cetvrtog radnika iznosi 50 tona.

b) Koliko najviSe tona robe kompanija moZe da preveze sa pet zaposlenih radnika, imajuci
u vidu da vaZe opadajuci grani¢ni prinosi?

Resenje:

Ako vaZe opadajuci grani¢ni prinosi, granican proizvod petog radnika mora biti manji od
granicnog proizvoda Cetvrtog radnika.

Kako je granican proizvod Cetvrtog radnika 50, granican proizvod petog radnika mora
biti manji od 50.

Sa cCetiri radnika, ukupan proizvod je 260 tona, a sa pet radnika ukupan proizvod moZe
najvise biti 260 + 49 = 309 tona.



Zadatak 17. Proizvoda¢ automobila u dve svoje fabrike sa ukupno 40.000 radnika
proizvede godiSnje 80.000 automobila. Ukoliko bi udvostrucio angaZovanje inputa, tako
da ima Cetiri fabrike sa ukupno 80.000 radnika, godisnje bi mogao da proizvede 150.000
automobila. Kakvi prinosi karakteriSu ovu proizvodnju i zasto?

Resenje:
Uvecanje angaZovanja inputa od dva puta (za 100%), vodi uvecanju proizvodnje od 1,875
puta (za 87,5%):

150.000

80.000
S obzirom da je procentualno uvecanje proizvodnje manje od procentualnog uvecanja

angazovanih inputa, radi se o opadaju¢im prinosima u proizvodnji.

= 1,875

1
Zadatak 18. Data je proizvodna funkcija Q = %LZ Kz,

a) Dalli je u pitanju funkcija sa rastu¢im, opadajucim ili konstantnim prinosima?

Resenje:

Kada se poveca angaZovanje proizvodnih faktora (rada - L i kapitala - K), povecace se i
obim proizvodnje (Q). Ako se i rad i kapital npr. udvostruce, znamo da ¢e se obim
proizvodnje Q povecati. Ako se i on udvostruci, u pitanju su konstantni prinosi, ako se vise
nego udvostruci u pitanju su rastuci prinosi, a ako se manje nego udvostruci u pitanju su
opadajuci prinosi.

Da li nasa funkcija ima karakteristike konstantnih, opadajucih ili rastu¢ih prinosa,
moZemo saznati koriste¢i neki numericki primer. Npr. pretpostavimo da je L=1 i K=1.

Koliko onda iznosi Q?

k=l ologs
0=2 2 2

Ako bismo sada udvostrucili angaZovanje proizvodnih faktora tako da je L=2 i K=2,
ukupan proizvod Q bi iznosio:

1.1 1 1
Q=EL2K§=§222§=2\/§=2,83

Dakle, kao rezultat povecanja L i K od 2 puta, ukupni proizvod se povecao 5,66 puta (sa
0,5 na 2,83). U pitanju su dakle rastucdi prinosi.

. v . v L : 1 E p
[li moZe se pokazati i opStim brojevima. Ako imamo Q:ELZKZ i ako povecamo
angazovanje rada i kapitala A puta ima¢emo ukupan proizvod:

ALK = 221206K = %3 (A12Ke) = o
2 (AL2(AK)z = 221K = 2**2 (S 12Kz ) = heQ



5
Dakle, ako se rad i kapital povecaju A puta, ukupan proizvod ¢e se povecati Az puta (sa Q
5
na Az X Q). Kako jeg > 1 u pitanju su rastuci prinosi. Napomena: Da je bilo manje od 1 bili

bi opadajuci prinosi, a da je bilo jednako jedan bili bi konstantni prinosi.

b) Koliko iznosi ukupan proizvod, a koliko grani¢an proizvod rada i granican proizvod
kapitala ako preduzece u proizvodnji angaZuje pet jedinica rada i Cetiri jedinice kapitala?
Resenje:

Kada je L=5 i K=4 ukupan proizvod iznosi:

Q= lLZKE = 1524% =25

2 2
Granican proizvod rada iznosi: GP, = %. Medutim, kako je u pitanju neprekidna funkcija
i kako L ne uzima samo vrednosti celih brojeva nego svih realnih brojeva, granican
proizvod rada izracunava se kao prvi izvod funkcije ukupnog proizvoda po L, odnosno:
GP, = Z—S. PoSto mi imamo funkciju dve promenljive (L i K), grani¢an proizvod rada

pokazuje za koliko se menja ukupan proizvod kada se rad promeni za minimalno
(infinitezimalna promena) uz konstantan kapital. Dakle, kada radimo prvi izvod funkcije
Q po L, K drZimo kao konstantu (parcijalni izvod po L):

GP 9 d ! LZK% - K% 2L LK%
= —= = (— = — X =
Kada ubacimo vrednosti L=5 i K=4 dobijamo:

1
GP.=5x42 =10

Granican proizvod kapitala iznosi: GPx = Z—E. Radi se prvi izvod funkcije Q po K, pri ¢emu

se L posmatra kao konstanta (parcijalni izvod po K).

cp Q 1 LZK% o1 p 1 K%‘l 1 2 1 K_% 1 12 1 5% 25
= —= = (— = — X — = — X — =—X— ==X — = —
K™ oK Qk (2 Dk 2 2 2 2 4 K% 4 4% 8

= 3,125



