
Skripta - radna verzija
u konstantnoj doradi
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Otvoreni i zatvoreni intervali

Definicija 1. U ure�enom skupu realnih brojeva otvoreni intervali su inter-

vali oblika (za neke a, b ∈ R i a < b):

(−∞,+∞), (−∞, a), (a,+∞) i (a, b),

dok su zatvoreni intervali oblika

(−∞,+∞), (−∞, a], [a,+∞) i [a, b].

Osim �ih postoje jox i intervali koji nisu ni otvoreni, ni zatvoreni. To

su taqno intervali oblika

[a, b) i (a, b].

Napomena: −∞ i +∞ nisu realni brojevi. Mi ih ovde koristimo kao oz-

nake iako postoje oblasti matematike u kojima je zgodno posmatrati proxiren

skup realnih brojeva R∪{−∞,+∞} gde se ure�enom skupu realnih brojeva smo

dodaju dva elementa i to tako da je −∞ < x < +∞ za svaki realan broj x. U

tom sluqaju skup R ∪ {−∞,+∞} oznaqavamo sa R i posmatramo samo ure�e�e

na �emu, jer operacije sabira�a i mno�e�a ne mo�emo produ�iti tako da

zadr�e ,,lepa" svojstva na koja smo navikli u skupu R 1 Treba razlikovati

oznaku +∞ od oznake ∞, jer postoje oblasti matematike u kojima se radi sa

R ∪ {∞}, dakle sa realinim brojevima kojima se ne dodaju dve taqke, ve� samo

jedna taqka.

Qi�enica 1. Konaqan presek otvorenih intervala je ili otvoren interval ili

prazan skup. Presek zatvorenih intervala je ili zatvoren interval ili prazan

skup.

Da je uslov ,,konaqan" neophodan u prvoj od osobina, pokazuje primer in-

tervala In =

(
1− 1

n
, 2 +

1

n

)
za koju je presek

∩
n∈N

In = [1, 2].

1Na primer, u skupu relanih brojeva ako je 0 < x, onda je x < 2x. Ako bismo hteli da to

va�i i u proxirenom skupu relanih brojeva, onda bi moralo biti +∞ < 2(+∞). Sliqno je
sa osobinom da svaki x ̸= 0 ima inverz x−1 i da je (x−1)−1 = x kao i da iz 0 < n < x sledi

0 < x−1 < n−1 . Xta bi bilo (+∞)−1 i (−∞)−1? Poxto je 0 < n < +∞ ispu�eno za svaki

prirodan broj n, onda bi sledilo da je 0 < (+∞)−1 < n−1 ispu�eno za svako n, pa bismo

morali da imamo beskonaqno malu veliqinu, pozitivan broj ma�i od svih ,,standardnih"

pozitivnih realnih brojeva.
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Definicija 2. Neka je a ∈ R. Za otvoreni interval koji sadr�i taqku a ka�emo

da je okolina taqke a. Ako je M > 0, onda za interval (a−M,a+M) ka�emo da

je M -okolina taqke a.

Ako je M ∈ R, onda za interval (−∞,M) ka�emo da je M -okolina taqke −∞,

a za interval (M,+∞) ka�emo da je M -okolina taqke +∞.

Ako je a ∈ {−∞,+∞}∪R, onda za M -okolinu taqke a iz koje je izbaqena sama

taqka a, ka�emo da je xup	a M -okolina taqke a.

Dakle, xup	a M -okolina taqke −∞ se ne razlikuje od M -okoline taqke −∞.

Sliqno, xup	a M -okolina taqke +∞ se ne razlikuje od M -okoline taqke +∞.

Za bilo koji realni broj a, �ena xup	a M -okolina je skup (a−M,a+M)r{a}
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Nizovi

Definicija 3. Za preslikava�e kome je domen N0, N ili N r {1, 2, 3, . . . , k}
(za neko k ∈ N) ka�emo da je niz.

Umesto da ka�emo da je kodomen uoqenog niza je skup matrica (skup vektora,

skup funkcija, skup realnih brojeva, skup prirodnih brojeva, skup komplek-

snih brojeva ...), qex�e ka�emo da je u pita�u niz matrica (vektora, funkcija,

realnih brojeva, prirodnih brojeva, kompleksnih brojeva ...). Za niz realnih

brojeva qesto ka�emo da je realan niz. Iako je uobiqajeno da za fuknkcije

koristimo oznake f , g, h, F , G, H, f1, f2..., realne nizove qex�e oznaqavamo sa

a, b, c, d, x, y i umesto a(n) pixemo an. Za a1 ka�emo da je prvi qlan niza, za

a2 ka�emo da je drugi qlan niza itd. Kada za promen	ivu n zadamo an, onda

ka�emo da je an opxti qlan niza. Umesto a : N −→ A pixemo (an)n∈N ili samo

navodimo opxti qlan an.

U nastavku teksta kad ka�emo ,,niz", mislimo na realan niz, osim ako dru-

gaqije ne naglasimo.

Ako je an niz sa domenom Nr {1, 2, 3, . . . , k}, onda je sa bn = an+k definisan

niz sa domenom N. S obzirom na tu vezu, dovo	no je izuqavati nizove sa

domenom N . U nastavku teksta kad ka�emo ,,niz", ako drugaqije ne ka�emo,

mislimo na niz kome je domen N.

Definicija 4. Za niz (an)n∈N ka�emo da je (strogo) rastu�i ako an < an+1

va�i za svako n ∈ N. Ako an 6 an+1 va�i za svako n ∈ N, onda ka�emo da je niz

(an)n∈N neopadaju�i i koristimo oznaku an ↗. Sliqno, ako an > an+1 va�i za

svako n ∈ N, onda ka�emo da je niz (an)n∈N (strogo) opadaju�i, a ako an > an+1

va�i za svako n ∈ N, onda ka�emo da je niz (an)n∈N neopadaju�i i koristimo

oznaku an ↘. Niz je monoton ukoliko je nerastu�i ili je neopadaju�i.

Oqigledno, svaki rasti�i niz je ujedno i neopadaju�i i svaki opadaju�i

niz je ujedno i nerastu�i.

Primer 1. Neka su an = 2n− 1, bn = (−1)nn i cn = max{10− n, 2n− 1}. Tada
je an < an+1 ekvivalentno sa 2n− 1 < 2n+1, a time i sa 0 < 2. Dakle za svaki

prirodan broj n je ispu�eno an < an+1, pa je niz (an)n∈N rastu�i.
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Za niz (bn)n∈N va�i da je svaki neparan qlan negativan i svaki paran qlan

pozitivan, pa bn+1 6 bn ne va�i za svaki neparan n i bn+1 > bn ne va�i za

svaki paran n. Dakle (bn)n∈N nije ni neopadaju�i ni nerastu�i.

Kako je n > 4 rexe�e nejednaqine 2n−1 > 10−n u skupu prirodnih brojeva,

to je za n > 4 ispu�eno da je cn = 2n − 1, a za n 6 3 je cn = 10 − n. Va�i

c1 = 9, c2 = 8 i c3 = 7, pa je c1 > c2 > c3 i c4 6 c5 6 c6 6 c7 6 . . . . Dakle, nije

ispu�eno cn < cn+1 za svako n ∈ N (nije ispu�eno c1 < c2 ni c2 < c3), pa niz

nije rastu�i. Ali je cn < cn+1 ispu�eno za svako n > 4, pa bi niz bio rastu�i

da to ,,ne kvari nekoliko prvih qlanova". To je suxtinska razlika izme�u

nizova (bn)n∈N i (cn)n∈N. Ako nizu (cn)n∈N odbacimo konaqno mnogo qlanova,

on �e postati rastu�i, dok niz (bn)n∈N ne�e postati ni rastu�i ni opadaju�i

osim ako ne odbacimo beskonaqno mnogo �egovih qlanova (konkretno, ili da

odbacimo sve parne ili da odbacimo sve neparne) Za nizove kao xto je (cn)n∈N

uvodimo novu definiciju.

Definicija 5. Za niz (xn)n∈N ka�emo da je (strogo) rastu�i za dovo	no veliko n

ili da je (strogo) rastu�i poqevxi od nekog n0 ako postoji prirodan broj n0 takav

da xn < xn+1 va�i za svako n > n0. Sliqno se definixu pojmovi niza neopadaju�eg

za dovo	no veliko n, (strogo) opadaju�eg niza za dovo	no velio n i neopadaju�eg

niza za dovo	no veliko n.

Uopxteno, ako za niz (xn)n∈N postoji prirodan broj n0 takav da neka osobina

va�i za xn kad god je n > n0, onda ka�emo da niz (xn)n∈N ima tu osobinu

za dovo	no veliko n ili poqevxi od nekog n0.

Definicija 6. Ako je m < an ispu�eno za sve prirodne brojeve n, onda ka�emo

da je niz (an)n∈N ograniqen odozdo brojem m ili da je ograniqen sa do�e strane

brojem m. Ka�emo da je niz (an)n∈N ograniqen odozdo ili da je ograniqen sa do�e

strane ako je ograniqen odozdo nekim brojem.

Sliqno, ako je an < M ispu�eno za sve prirodne brojeve n, onda za niz (an)n∈N

ka�emo da je ograniqen odozgo brojem M ili da je ograniqen sa gor�e strane brojem

M . Ka�emo da je niz (an)n∈N ograniqen odozgo ili da je ograniqen sa gor�e strane

ako je ograniqen odozgo nekom brojem.

Ako postoji K ∈ (0,+∞) takvo da je −K < an < K ispu�eno za sve prirodne

brojeve n, onda za niz (an)n∈N ka�emo da je ograniqen brojem K. Ka�emo da je

niz (an)n∈N ograniqen ako je ograniqen nekim brojem.

Oqigledno je da je niz ograniqen ako i samo ako je oganiqen sa do�e i

gor�e strane. Ako postoje m i M takvi da je m < an i an < M i ako za K

izaberemo max{|m|, |M |}, onda �e va�iti −K < an < K i obrnuto, ako va�i
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−K < an < K i ako zam iM izaberemo redom brojeve −K iK, onda �e va�iti

m < an i an < M .

U definiciji ograniqenog (sa do�e, sa gore�e) strane smo svud umesto < i >

mogli staviti 6 i > i dobili bismo ekvivalentnu definiciju.

Lema 1. Ako je niz neopadaju�i za dovo	no veliko n, onda je ograniqen odozdo.

Ako je niz nerastu�i za dovo	no veliko n, onda je ograniqen odozgo.

Sada �emo na primeru nekoliko nizova ilustrovati razna svojstva nizova.

To su nizovi an =
n+ (−1)n

n
, bn = n−n2, cn =

2n(−1)n

n+ 1
, dn = n(−1)ni yn = sinn.

Do teoreme 4, kad spomenemo nizove an, bn, cn, dni yn mislimo na upravo

navedene nizove.

Posmatrajmo najpre niz an =
n+ (−1)n

n
. Va�i a1 = 0, a2 =

3

2
, a3 =

2

3
, a4 =

5

4
,

a5 =
4

5
, a6 =

7

6
, a10 =

11

10
, a11 =

10

11
, a100 =

101

100
, a101 =

100

101
, a1000 =

1001

1000
. . .

Ako se ovi qlanovi zapixu u decimalnom obliku ili ako se nacrtaju na

brojevnoj osi lako se primeti da se grupixu oko broja 1. Dakle intuitivno

je jasno da se qlanovi niza neograniqeno pribli�avaju broju 1. Sliqno je

intuitivno jasno da niz bn = n−n2 neograniqeno opada i da bi �egovi qlanovi

jedino mogli da se grupixu oko −∞, kada bismo na realne brojeve dodali −∞
i da za niz cn =

(−1)n2n

n+ 1
ne postoji broj kome se svi qlanovi neograniqeno

pribli�avaju niti neograniqeno rastu ili neograniqeno opadaju jer se prani

qlanovi grupixu oko broja 2, a neparni oko broja −2. Za parne brojeve n je

dn = n i intuitivno je jasno je da parni qlanovi niza (dn)n∈N te�e ka +∞.

Za neparne brojeve n je dn = 1
n
i intuitivno je jasno da se neparni qlanovi

niza (dn)n∈N grupixu oko 0. Upravo u tom ,,intuitivnom" je problem. Prvi

problem je u tome xto postoje nizovi kod kojih nije tako lako imati intuiciju

qemu te�e. Na primer, nizovi

en =

(
n

n+ 1

)n

i yn = sinn

zadaju znatno komplikovaniji zadatak intuiciji po pita�u da li se grupixu

oko nekog broja ili neograniqeno rastu ili neograniqeno opadaju ili ne po-

stoji element skupa R ∪ {−∞,+∞} oko koga se svi qlanovi grupixu. Drugi

problem je u tome xto intuicija mo�e da pogrexi, pa je potrebno napraviti

preciznu definiciju onoga xto je primeru niza (an)n∈N intuitivno jasno i xto
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ga izdvaja od nizova (bn)n∈N, (cn)n∈N i (dn)n∈N. Jedno rezonova�e bi moglo biti

slede�e: ,,neograniqeno" u intuiciji da se niz (an)n∈N neograniqeno pribli-

�ava ka 1 mo�emo da opradvamo time xto ma koliko malo rastoja�e izaberemo,

mo�emo na�i qlan niza (an)n∈N na rastoja�u od taqke 1 ma�em od izabranog.

Ta se qi�enica mo�e iskazati i na slede�i naqin: Za svako M > 0 postoji n

takvo da je |an − 1| < M ili, ekvivalentno, da se za svako M > 0 mo�e na�i

n takvo da je an ∈ (1 −M, 1 +M). Ovaj uslov je oqigledno potreban, ali nije

dovo	an jer i za svako M > 0 mo�emo na�i n takav da je an ∈ (3
2
−M, 3

2
+M);

konkretno, za n = 2 to va�i jer je a2 =
3
2
, a niz an, po naxoj intuiciji, ne te�i

ka 3
2
ve� ka 1, tj. oko broja 1 se grupixe beskonaqno mnogo �ih, dok se oko broja

3
2
ne grupixu, ve� je samo jedan qlan niza jednak 3

2
. Sliqno, za svako M > 0

mo�emo na�i n takav da je an ∈ (2
3
−M, 2

3
+M) jer je a3 =

2
3
. �elimo da opixemo

da se qlanovi niza (an)n∈N sve vixe pribli�avaju broju 1 i da ih ima beskona-

qno mnogo, ne samo jedan (kao u sluqaju qlana a2 i broja
3
2
) ili konaqno mnogo

�ih. Ono xto razlikuje brojeve 2
3
i 3

2
od broja 1 kada je u pita�u neograniqeno

pribli�ava�e qlanova niza (an)n∈N nekom broju je, izme�u ostalog qi�enica

da za svako M > 0 u intervaliu (1−M, 1 +M) ima beskonaqno mnogo qlanova

niza (an)n∈N dok u (3
2
− M, 3

2
+ M) i (3

2
− M, 3

2
+ M) nema beskonaqno mnogo

qlanova niza (an)n∈N. Xta vixe, za bilo koje a ̸= 1 postoji neko M > 0

(na primer M = |a−1|
3
) takvo da se u intervalu (a−M,a +M) nalazi najvixe

konaqno mnogo qlanova niza (an)n∈N. Zato poprav	amo uslov na slede�i naqin:

Za svako M > 0 postoji beskonaqno mnogo brojeva n takvih da je |an − 1| < M

ili, ekvivalentno, da se u svakoj M -okolini taqke 1 nalazi se beskonaqno

mnogo qlanova niza (an)n∈N. Ovaj uslov je potreban, ali nije dovo	an. �ime

smo delimiqno opisali ,,gomila�e" qlanova niza oko broja 1, ali se nismo

obezbedili da je broj 1 jedini sa tom osobinom, xto u sluqaju niza (an)n∈N

oqigledno va�i. Za razliku od niza (an)n∈N u kome se qlanovi niza ,,gomilaju"

oko jedne taqke, niz (cn)n∈N ima dve takve taqke. U svakoj M -okolini taqke −2

nalazi beskonaqno mnogo qlanova niza (cn)n∈N i u svakoj M -okolini taqke 2

nalazi beskonaqno mnogo qlanova niza (cn)n∈N, a za niz (cn)n∈N ne mislimo da

te�i broju −2, niti mislimo da te�i broju 2. Situacija je jox gora kada

se posmatra niz (yn)n∈N. Iz osobina sinusa sledi da kako god izaberemo broj

r ∈ [−1, 1], u svakoj M -okolini broja r ima beskonaqno mnogo qlanova niza

(yn)n∈N. Ova intuicija ,,nagomilava�a" zaslu�ije da se formalizuje.

Definicija 7. Neka je a ∈ R. Ka�emo da je a taqka nagomilava�a niza (xn)n∈N

ako se u svakoj M -okolini taqke a nalazi beskonaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N.

Lema 2. (1) Ako je niz (xn)n∈N neopadaju�i za dovo	no veliko n, a mu je taqka

nagomilava�a i b < a, onda b ne mo�e biti taqka nagomilava�a niza (xn)n∈N.
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(2) Ako je niz (xn)n∈N nerastu�i za dovo	no veliko n, a mu je taqka nagomilava�a

i b > a, onda b ne mo�e biti taqka nagomilava�a niza (xn)n∈N.

Dokaz. (1) Neka je M = a−b
2
. Tada su M -okoline taqaka a i b disjunktne.

Neka je n0 minimum skupa {n |xn ∈ (a − M,a + M)}. S obzirom da je niz

(xn)n∈N neopadaju�i za svako n > n0, va�i�e xn > xn0 . Ovo, uz qi�enucu da je

xn0 ∈ (a−M,a+M) i da su M -okoline taqaka a i b disjuntne i da je b < a, za

posledicu daje da za svako n > n0 qlan xn ne mo�e biti u M -okolini taqke b.

Dakle u M -okolini taqke b je najvixe konaqno mnogo taqaka niza (xn)n∈N, pa

b ne mo�e biti taqka nagomilava�a niza (xn)n∈N. Drugi deo leme se sliqno

dokazuje. �

Direktna posledica prethodne leme je slede�e tvr�e�e.

Teorema 1. Monoton (za dovo	no veliko n) niz ne mo�e imati vixe od jedne

taqke nagomilava�a.

Dokaz. Svo�e�em na kontradikciju �emo pokazati da monoton niz (xn)n∈N ne

mo�e imati vixe od jedne taqka nagomilava�a. Zato, pretpostavimo da su c i

d taqke nagomilava�a niza (xn)n∈N i da je c > d. Ako je niz neopadaju�i, onda

po delu (1) leme 2 za a = c i b = d, sledi da d nije taqka nagomilava�a, xto je

u protvreqju sa pretpostavkom da su i c i d taqke nagomilava�a.

Ako je niz nerastu�i, onda po delu (2) leme 2 za a = d i b = c, sledi da

c nije taqka nagomilava�a, xto je u protvreqju sa pretpostavkom da su i c i

d taqke nagomilava�a. Dakle, pretpostavka da niz ima vixe od jedne taqke

nagomilava�a je neodr�iva. �

Vratimo se na nizove iz primera. Dakle, taqke nagomilava�a niza (cn)n∈N

su taqno brojevi −2 i 2, dok je [−1, 1] skup taqaka nagomilava�a niza (yn)n∈N.

Za razliku od �ih, niz (an)n∈N ima taqno jednu taqku nagomilava�a 1. Mo�emo

zak	uqiti da je uslov da niz ima samo jednu taqku nagomilava�a potreban da

bismo rekli da niz te�i toj taqki nagomilava�a. Iako primer nizova (an)n∈N,

(cn)n∈N i (yn)n∈N sugerixe da je taj uslov dovo	an, kada u analizu problema

uk	uqimo niz (dn)n∈N vidimo da to nije dovo	no. Naime, ako je n neparan broj,

dakle oblika 2k − 1 za neko k ∈ N, onda je dn = d2k−1 = 1
2k−1

. Neka je M > 0.

Uslov d2k−1 ∈ (−M,M) je ekvivalentan uslovu 1
2k−1

< M , a time i 1
2M

+ 1
2
< k.

Kako posled�u nejednakost zadovo	ava beskonaqno mnogo prirodnih brojeva k,

a za svaki takav broj je d2k−1 ∈ (−M,M), zak	uqujemo da postoji beskonaqno

mnogo qlanova niza (dn)n∈N koji su u M -okolini taqke 0. Kako to va�i za

svako M > 0, zak	uqujemo da je 0 taqka nagomilava�a niza (dn)n∈N. Nije te-

xko primetiti da za svaki drugi realan broj a postoji �egova M -okolina koja
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sadr�i najvixe konaqno mnogo qlanova niza (dn)n∈N. Dakle, niz (dn)n∈N ima

taqno jednu taqku nagomilava�a i to je nula, ali ne mo�emo re�i da niz te-

�i nuli kad na pameti imamo da se parni qlanovi niza uda	avaju od broja 0.

Dakle, opisali smo kako taqno da razlikujemo nizove kao xto je (an)n∈N od

nizova kao xto su (cn)n∈N i (yn)n∈N, ali jox nismo opisali kako taqno da

razlikujemo nizove kao xto je (an)n∈N od nizova kao xto je (dn)n∈N. Takvu

situaciju mo�emo popraviti time xto �emo re�i da se van svake M -okoline

broja 1 nalazi najvixe konaqno mnogo qlanova niza (an)n∈N.
2 Ovakva formula-

cija u potpunosti opisuje intuitivnu predstavu kada neki niz te�i ka nekom

broju i niz (an)n∈N razdvaja od nizova kao xto su (cn)n∈N, (yn)n∈N, (dn)n∈N i

(bn)n∈N.

Definicija 8. Ka�emo da niz (xn)n∈N te�i broju a ∈ R ili da konvergira ka

a ∈ R, ako se van svake M -okoline broja a nalazi najvixe konaqno mnogo qlanova

niza (xn)n∈N. Ka�emo i da je broj a limes ili granica ili graniqna vrednost

niza (xn)n∈N i pixemo lim xn = a. U tom sluqaju ka�emo da je niz (xn)n∈N

konvergentan. Za niz koji nije konvergentan, ka�emo da je divergentan.

Napomena 1. Ekvivalent definicije lim an = a je:

• Za svako M > 0 postoji n0 takvo da je an ∈ (a − M,a + M) kad god je

n > n0, tj.

• Za svako M > 0 postoji n0 takvo da je |an − a| < M kad god je n > n0.

Notacija 1. Osim oznake lim an = a, koriste se jox oznake:

• an −→ a,

• lim
n→+∞

an = a,

• an −→ a, n −→ +∞ i

• an n→+∞−→ a

Primer 2. (1) Broj a je granica niza kome je svaki qlan jednak broju a, tj.

lim a = a. Zaista, kako je za svako n ispu�eno xn = a, onda se u svakoj

M -okolini broja a nalaze svi qlanovi niza (xn)n∈N, pa je limxn = a.

(2) lim 1
n
= 0. To sledi iz qi�enice da za svako M > 0, postoji3 prirodan

broj n0 >
1
M

(n0 mo�e biti bilo koji prirodan broj ve�i od [ 1
M
]). Ako

je xn = 1
n
, onda je 0 < xn < M ispu�eno za svako n > n0, pa su van

M okoline taqke 0 samo neki od {x1, x2, x3, . . . , xn0}. Dakle, za svaku

M -okolinu taqke 0 va�i da je van �e najvixe konaqno mnogo qlanova

niza (xn)n∈N, xto po definiciji znaqi da je limxn = 0.

2Naravno, tada �e u svakoj M -okoline broja 1 biti beskonaqno mnogo qlanova niza (an)n∈N.
3Arhimedovo svojstvo
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(3) lim(a+ (−1)n

n
) = a. Sliqno kao malopre, iz qi�enice da za svako M > 0

postoji prirodan broj n0 >
1
M
, zak	uqujemo da |xn − a| < M kad god je

n > n0, xto po definiciji (napomena 1) znaqi da je limxn = a.

Nije texko formulisati svojstvo koje �e nizove (bn)n∈N i (b′n)n∈N gde je

b′n = −bn za svako n ∈ N, razlikovati od nizova (an)n∈N, (cn)n∈N, (dn)n∈N i

(yn)n∈N.

Definicija 9. Ka�emo da je +∞ granica niza (xn)n∈N ili da je +∞ limes

niza (xn)n∈N ili da xn te�i ka +∞ i pixemo limxn = +∞ ako se za svako K ∈ R

van intervala (K,+∞) nalazi najvixe konaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N.

Ka�emo da je −∞ granica niza (xn)n∈N ili da je −∞ limes niza (xn)n∈N ili

da xn te�i ka −∞ i pixemo limxn = −∞ ako se za svako K ∈ R van intervala

(−∞, K) nalazi najvixe konaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N. U sluqaju kada je

xn te�i ka +∞ ili xn te�i ka −∞ ka�emo da niz (xn)n∈N odre�eno divergira.

Napomena 2. Ekvivalent definicije limxn = +∞ je:

• Za svako K ∈ R postoji n0 takvo da je xn ∈ (K,+∞) kad god je n > n0, tj.

• Za svako K ∈ R postoji n0 takvo da je xn > K kad god je n > n0.

Sliqno, ekvivalent definicije limxn = −∞ je:

• Za svako K ∈ R postoji n0 takvo da je xn ∈ (−∞, K) kad god je n > n0, tj.

• Za svako K ∈ R postoji n0 takvo da je xn < K kad god je n > n0.

Primer 3. (1) limn = +∞. Neka je xn = n. Za svako K postoji4 prirodan

broj n0 > K (n0 mo�e biti bilo koji prirodan broj ve�i od [K]). Tada

za svako n > n0 va�i K < xn, xto po definiciji (napomena 2) znaqi

da je limxn = +∞.

(2) lim(a − n) = −∞. Sliqno kao u prethodnom primeru, to sledi iz

qi�enice da za svako K postoji prirodan broj n0 > a − K. Tada,

ako oznaqimo sa xn niz a − n, za svako n > n0 va�i xn < K, xto po

definiciji (napomena 2) znaqi da je limxn = −∞.

(3) lim(a + 1
n
− n) = −∞. Neka je K bilo koji realan broj i neka je n0 >

[a+1−K]. Ako je n > n0, tada je n > a+1−K, pa je a+1−n < K, xto

uz a + 1
n
− n < a + 1 − n daje a + 1

n
− n < K, tj. xn < K. Zak	uqujemo

da je limxn = −∞.

Qi�enica 2. Iz definicija 7, 8 i 9 direktno sledi:

• da a ∈ R nije taqka nagomilava�a niza (xn)n∈N ako i samo ako postoji

M -okolina taqke a koja sadr�i najvixe konaqno mnogo qlanova niza

(xn)n∈N;

4Arhimedovo svojstvo
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• da a ∈ R nije granica niza (xn)n∈N ako i samo ako postoji M -okolina

taqke a van koje postoji beskonaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N;

• da +∞ nije granica niza (xn)n∈N ako i samo ako postoji M ∈ R takvo

da je van intervala (M,+∞) postoji beskonaqno mnogo qlanova niza

(xn)n∈N;

• da −∞ nije granica niza (xn)n∈N ako i samo ako postoji M ∈ R takvo

da je van intervala (−∞,M) postoji beskonaqno mnogo qlanova niza

(xn)n∈N.

Qi�enica 3. Ako je niz ograniqen odozgo, onda mu +∞ ne mo�e biti granica.

Sliqno, ako je niz ograniqen odozdo, onda mu −∞ ne mo�e biti granica.

Ova qi�enica sledi direktno iz definicija ograniqenog odozgo niza tj.

prethodne qi�enice. Ako je niz ograniqen odozgo, onda postoji M ∈ R takav

da je svaki qlan niza u intervalu (−∞,M). Tada je van intervala (M,+∞)

beskonaqno mnogo qlanova niza (zapvavo svi), pa+∞ nije granica niza. Sliqno

se rezonuje u sluqaju niza ograniqenog odozdo.

Teorema 2. Niz ne mo�e imati vixe od jedne graniqne vrednosti.

Dokaz. Prvo �emo pokazati da niz ne mo�e imati dve konaqne granice. Neka je

limxn = a ∈ R i b ∈ Rr {a}. Izaberimo M = |a−b|
2
. Tada su M -okoline brojeva

a i b disjunktne. Po definiciji, s obzirom da je a granica niza (xn)n∈N,

van �ene M -okoline se nalazi najvixe konaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N,

odakle sledi da se u M -okolini taqke a naliazi beskonaqno mnogo qlanova

niza (xn)n∈N. S obzirom da su M -okoline brojeva a i b disjunktne, svaki qlan

niza koji se nalazi u M -okolini taqke a je van M -okoline taqke b, pa van

uoqene M -okoline taqke b posotji beskonaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N, xto

po definiciji znaqi da b nije granica niza (xn)n∈N. Upravo smo pokazali da

niz ne mo�e imati dve konaqne graniqne vrednosti.

Poka�imo sad da niz ne mo�e imati jednu konaqnu i jednu beskonaqnu

granicu. Neka je limxn = a ∈ R i neka je K = 1 + |a|. Tada su 1-okolina

taqke a i intervali (−∞,−K) i (K,+∞) disjunktni. Kako je a granica niza

(xn)n∈N, to se van �ene 1-okoline nalazi najvixe konaqno mnogo qlanova niza

(xn)n∈N. Dakle intervali (−∞,−K) i (K,+∞) sadr�e najvixe konaqno mnogo

qlanova niza (xn)n∈N, pa se van svakog od �ih nalazi beskonaqno mnogo qlanova

niza, xto po definiciji znaqi da nije ni limxn = −∞ ni limxn = +∞.

Jedini preostao sluqaj je da je istovremeno bude limxn = −∞ i limxn =

+∞. Tada bi za svako K ∈ R i van intervala (−∞,−K) i van intervala

(K,+∞) bilo najvixe konaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N, xto bi znaqilo da
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niz (xn)n∈N ima samo konaqno mnogo qlanova, tj. da ima samo konaqno mnogo

prirodnih brojeva. Kontradikcija!

Upravo smo pokazali da niz ne mo�e imati vixe od jedne granice. �

Definicija 10. Ka�emo da niz an neodre�eno divergira ako ne konvergira i

ako ne divergira odre�eno.

Nizovi (cn)n∈N i (yn)n∈N neodre�eno divergiraju. Ne mogu divergirati

odre�eno jer su ograniqeni. Xto se niza (cn)n∈N tiqe, ako izaberemo M = 1
2
,

onda se u svakom od intervala I1 = (−2− 1
2
,−2 + 1

2
) i I2 = (2− 1

2
, 2 + 1

2
) nalazi

beskonaqno mnogo qlanova niza (cn)n∈N. S druge strane, kako god da izaberemo

broj c ∈ R �egova M -okolina za M = 1
2
, tj. interval J = (c − 1

2
, c + 1

2
) nema

zajedniqkih elemenata sa bar jednim od intervala I1 i I2. Ako je J ∩ I1 = ∅,
onda onih beskonaqno mnogo qlanaova niza (cn)n∈N koji se nalaze u I1 moraju

biti van J , pa nije ispu�eno da se van svake M -okoline broja c nalazi samo

konaqno mnogo qlanova niza (cn)n∈N. Dakle u tom sluqaju broj c ne mo�e biti

granica niza (cn)n∈N. Sliqno va�i i u sluqaju kada je J ∩ I2 = ∅. Dakle, niz
(cn)n∈N nije konvergentan.

Sliqno niz (yn)n∈N nije konvergentan. Ograniqen je jer za svaki realan

broj x va�i | sin x| 6 1, a time je za svaki prirodan broj n ispu�eno |yn| 6 1.

Dakle (yn)n∈N ne mo�e da divergira odre�eno.

Neka je r ∈ [−1, 1]. Broj r ne mo�e biti granica niza (yn)n∈N. To sledi

iz slede�eg rezonova�a. Ako je r = 1 izaberimo M = 1
2
. Tada su M -okolina

broja −1 iM -okolina broja r = 1 disjunktne, pa s obzirom daM -okolina broja

−1 sadr�i beskonaqno mnogo qlanova niza (yn)n∈N, zak	uqujemo da se van M -

okoline broja r nalazi beskonaqno mnogo qlanova niza (yn)n∈N, a time i da r

ne mo�e biti granica niza (yn)n∈N. Ako je r ̸= 1 izaberimo M = 1−r
2
. Tada su

M -okolina broja 1 iM -okolina broja r disjunktne, pa s obzirom daM -okolina

broja 1 sadr�i beskonaqno mnogo qlanova niza (yn)n∈N, zak	uqujemo da se van

M -okoline broja r nalazi beskonaqno mnogo qlanova niza (yn)n∈N, a time i

da r ne mo�e biti granica niza (yn)n∈N. Dakle (yn)n∈N nije konvergentan.

S obzirom da smo ve� pokazali i da ne divergira odre�eno, zak	uqujemo da

divergira neodre�eno.

Ono xto je ,,smetalo" nizovima (cn)n∈N i (yn)n∈N da imaju granicu je qi�e-

nica da imaju vixe od jedne taqke nagomilava�a. To je iskaz slede�e teoreme,

koju dokazujemo rezonuju�i sliqno kao xto smo rezonovali kada smo pokazali

da nizovi (cn)n∈N i (yn)n∈N nemaju granicu.
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Teorema 3. Ako je niz konvergentan, onda on ima taqno jednu taqku nagomilava�a

i to je �egova granica. Ako je niz odre�eno divergentan, onda on nema taqaka na-

gomilava�a.

Dokaz. Razmotrimo prvo sluqaj limxn = a ∈ R. Po definiciji, van svake M -

okoline taqke a se nalazi najvixe konaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N, pa se

u svakoj M -okolini taqke a se nalazi beskonaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N.

Dakle, a jeste taqka nagomilava�a. Neka je b ∈ Rr{a} i neka jeM = |a−b|
2
. tada

su M -okoline taqaka a i b disjunktne i poxto je a granica niza (xn)n∈N, onda

se van �eneM -okoline, za svako, a time i za uoqenoM , nalazi najvixe konaqno

mnogo qlanova niza (xn)n∈N, xto znaqi da se u uoqenoj M -okolini taqke b ne

mo�e nalaziti beskonaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N, pa b ne mo�e biti taqka

nagomilava�a niza (xn)n∈N. Upravo smo pokazali da ako je limxn = a ∈ R, onda

je a jedina taqka nagomilava�a niza (xn)n∈N.

Neka je c ∈ R. Ako je limxn = +∞, onda, po definiciji, za svako M ∈ R

van (M,+∞) se nalazi najvixe konaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N, pa �e

to va�iti i za M = c + 1. Tada je u 1-okolini taqke c najvixe konaqno

mnogo qlanova niza (xn)n∈N, pa mu c nije taqka nagomilava�a. Sliqno, ako

je lim xn = −∞, onda se van (−∞, c − 1) se nalazi najvixe konaqno mnogo

qlanova niza (xn)n∈N, pa �e u 1-okolini taqke c biti najvixe konaqno mnogo

qlanova niza (xn)n∈N, odakle sledi da c nije taqka nagomilava�a niza (xn)n∈N.

Upravo smo pokazali da nijedan realan broj c ne mo�e biti taqka nagomilava�a

odre�eno divergentnog niza. �

Kontrapozicija prethodnog tvr�e�a je slede�a posledica

Posledica 1. Ako niz ima vixe od jedne taqke nagomilava�a onda nema limes.

Pokazali smo da ako niz konvergira, onda ima taqno jednu taqku nagomila-

va�a. Da obrnuto, ne mora da va�i pokazuje primer niza (dn)n∈N. On ima

taqno jednu taqku nagomilava�a, to je broj 0. Me�utim (dn)n∈N nije konver-

gentan, jer se parni qlanovi ,,uda	avaju" od broja 0, pa van svake M -okoline

taqke 0 ima beskonaqno mnogo qlanova niza, te jedina taqka nagomilava�a ne

mo�e biti granica niza (dn)n∈N. Tako�e, nijedan drugi realan broj ne mo�e

biti granica niza (dn)n∈N, jer bi onda, po teoremi 3, taj broj bio jedina taqka

nagomilava�a, pa broj 0 ne bi bio taqka nagomilava�a, xto je u protivreqju s

qi�enicom da je 0 taqka nagomilava�a. Ono xto ,,smeta" nizu (dn)n∈N da bude

konvergentan, je xto, iako neparni qlanovi te�e ka 0, parni te�e ka +∞, a

time je niz (dn)n∈N neograniqen. O tome govori slede�a teorema.

Teorema 4. (1) Konvergentan niz je ograniqen.
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(2) Ako neki interval sadr�i beskonaqno mnogo qlanova niza, onda niz u tom

intervalu ima taqku nagomilava�a.

(3) Ograniqen niz ima bar jednu taqku nagomilava�a.

(4) Ako je niz ograniqen i ima taqno jednu taqku nagomilava�a, onda je kon-

vergentan i granica mu je ta taqka nagomilava�a.

Dokaz. 1. Neka je limxn = a ∈ R. Neka je M > 0 bilo koji broj. Iz defini-

cije limesa niza sledi da se van intervala (a − M,a + M) nalazi najvixe

konaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N. Ako van intervala (a −M,a +M) nema

qlanova niza, onda je niz ograniqen brojem K = max{|a−M |, |a +M |}. Pret-
postavimo da van intervala (a−M,a+M) ima qlanova niza (xn)n∈N. Neka su to

xn1 , xn2 , xn3 , . . . , xnk
. Neka jeK = max{|a−M |, |a+M |, |xn1 |, |xn2 |, |xn3 |, . . . , |xnk

|}.
Tada je −K 6 xn 6 K, xto je trebalo dokazati.

2. Neka interval [m,M ] sadr�i beskonaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N.

Preoznaqimo taqke m i M : neka je K1 = m i L1 = M . Dakle u intervalu

[K1, L1] se nalazi beskonaqno mnogo qlanova niza i du�ina intervala [K1, L1] je

M−m. Neka jeM1 =
K1+L1

2
. TaqkaM1 je sredixte intervala [K1, L1]. Bar jedan

od intervala [K1,M1] i [M1, L1] sadr�i beskonaqno mnogo qlanova niza jer je

�ihova unija interval [K1, L1]. Ako je to [K1,M1], oznaqimo saK2 levu granicu

intervala i sa L2 desnu granicu intervala, tj. neka je K2 = K1 i L2 = M1.

U suprotnom, neka je K2 = M1 i L2 = L1. U svakom sluqaju, interval [K2, L2]

sadr�i beskonaqno mnogo qlanova niza i du�ina tog intervala je M−m
2

. Ako

smo nastav	aju�i ovaj postupak formirali interval [Kn, Ln] koji sadr�i bes-

konaqno mnogo qlanova niza i kome je du�ina M−m
2n

, onda na sliqan naqin kon-

struixemo interval [Kn+1, Ln+1] koji sadr�i beskonaqno mnogo qlanova niza

i kome je du�ina M−m
2n+1 . Konkretno, neka je Mn = Kn+Ln

2
. Bar jedan od inter-

vala [Kn,Mn] i [Mn, Ln] sadr�i beskonaqno mnogo qlanova niza, jer je �ihova

unija interval [Kn, Ln] koji sadr�i beskonaqno mnogo qlanova niza. Ako je to

[Kn,Mn], neka je Kn+1 = Kn i Ln+1 = Mn. U suprotnom, neka je Kn+1 = Mn i

Ln+1 = Ln. U svakom sluqaju, interval [Kn+1, Ln+1] sadr�i beskonaqno mnogo

qlanova niza i duplo je kra�i od intervala [Kn, Ln] (Mn je sredixte intervala

[Kn, Ln]). Dakle, du�ina intervala [Kn+1, Ln+1] je
M−m
2n+1 . Nastav	aju�i postu-

pak, mo�e se konstruisati beskonaqna niz umetnutih intervala koji sadr�e

beskonaqno mnogo qlanova niza. Va�i

K1 6 K2 6 K3 6 · · · 6 Kn 6 · · · 6 Lm 6 · · · 6 L3 6 L2 6 L1 i

Ln −Kn = M−m
2n

.

Skup A = {Kn|n ∈ N} je ograniqen odozgo bilo kojim elementom skupa B =

{Ln|n ∈ N} i obrnuto, skup B je ograniqen odozdo bilo kojim elementom skupa
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A. Sledi da skup A ima supremum, skup B ima infimum i da je supA 6 inf B.

Va�i i vixe od toga.

Za svako n ∈ N je Kn 6 supA 6 inf B 6 Ln.

Odatle sledi da je za svako n ispu�eno

0 6 inf B − supA 6 Ln −Kn = M−m
2n

.

Zak	uqujemo5 da je inf B = supA. Oznaqimo taj broj sa a i poka�imo da je

to taqka nagomilava�a niza (xn)n∈N. Najpre primetimo da je Kn 6 a 6 Ln.

Neka je ε bilo koji realan pozitivan broj. Neka je n prirodan broj takav da je

2n > ε
2(M−m)

. Tada je M−m
2n

< ε
2
, a time je i [Kn, Ln] ⊆ (a − ε, a + ε). S obzirom

da [Kn, Ln] sadr�i beskonaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N, to �e i (a− ε, a+ ε)

sadr�ati beskonaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N. Upravo smo pokazali, da ma

kako izabrali ε > 0 u ε-okolini taqke a ima beskonaqno mnogo qlanova niza

(xn)n∈N, xto, po definiciji, znaqi da je a taqka nagomilava�a niza (xn)n∈N.

3. Neka je (xn)n∈N ograniqen brojem K. Na osnovu dela 2 ovog tvr�e�a,

zak	uqujemo da u intervalu [−K,K] niz ima taqku nagomilava�a.

4. Neka je (xn)n∈N ograniqen brojem K i neka mu je a jedina taqka nago-

milava�a. Neka je M > 0. Svo�e�em na kontradikciju, pokaza�emo da se van

M -okoline taqke a nalazi najvixe konaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N odakle

�e slediti da je limxn = a. Dakle, pretpostavka koju obaramo je da se van neke

M -okoline taqke a nalazi beskonaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N. Bez uma�e-

�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da je (a − M,a + M) ( (−K,K), jer ako

nije ispu�en taj uslov, mo�emo zameniti M sa M1 =
1
2
min{M,K − a, a+K} i

tada �e biti ispu�eno

(1) (a−M1, a+M1) ( (−K,K)

(2) (a−M1, a +M1) ⊆ (a−M,a +M), pa su svi qlanovi niza koji su van

(a−M,a+M) ujedno i van (a−M1, a+M1). Dakle, van (a−M1, a+M1)

se nalazi beskonaqno mnogo qlanova niza.

(3) (a − M1, a + M1) sadr�i beskonaqno mnogo qlanova niza jer je M1-

okolina taqke nagomilava�a a.

Dakle, va�i −K < a−M < a+M < K, a time i

[−K,K] = [−K, a−M ] ∪ (a−M,a+M) ∪ [a+M,K].

Kako su svi qlanovi niza u intervalu [−K,K] (jer K ograniqava niz) i

kako van intervala (a − M,a + M) ima beskonaqno mnogo qlanova niza (to je

5Arhimedov princip
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pretpostavka pod kojom radimo),6 zak	uqujemo da se u bar jednom od intervala

[−K, a − M ] i [a + M,K] nalazi beskonaqno mnogo qlanova niza. Po delu 2

ovog tvr�e�a sledi da su u [−K, a−M ]∪ [a+M,K] nalazi taqka nagomilava�a

niza. Ona je oqigledno razliqita od taqke a, xto je u protivreqju sa uslovom

tvr�e�a da je a jedina taqka nagomilava�a (xn)n∈N. Dakle, pretpostavka da

postoji M -okolina taqke a van koje se nalazi beskonaqno mnogo qlanova niza

je neodr�iva, pa va�i �ena negacija: Van svake M -okoline taqke a je najvixe

konaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N. To, po definiciji, znaqi da je a granica

niza (xn)n∈N. �

Teorema 5. Monoton (za dovo	no veliko n) i ograniqen niz je konvergentan.

Dokaz. Neka je (xn)n∈N monoton i ograniqen niz. Po teoremi 1 niz (xn)n∈N, s

obzirom da je monoton, ima najvixe jednu taqku nagomilava�a. S obzirom da

je ograniqen, po delu (3) teoreme 4, niz (xn)n∈N ima bar jednu taqku nagomila-

va�a. Zak	uqujemo da niz (xn)n∈N ima taqno jednu taqku nagomilava�a. Sad,

po delu (4) teoreme 4, sledi da je niz (xn)n∈N konvergentan. �

Teorema 6. Ako je niz (xn)n∈N ograniqen i nerastu�i poqevxi od n0, onda je

limxn = inf{xn|n > n0}. Ako je niz (xn)n∈N ograniqen i neopadaju�i poqevxi od

n0, onda je limxn = sup{xn|n > n0}.

Dokaz. Neka je (xn)n∈N nerastu�i poqevxi od nekog n0 i neka je ograniqen

odozdo. Tada skup A = {xn|n > n0} ima infimum. Oznaqimo ga sa a. Tada za

svako n > n0 va�i xn > a. Ako je xn1 = a za neko n1 > n0, onda je, s obzirom da

je niz (xn)n∈N nerastu�i poqevxi od nekog n0 i da za svako n > n0 va�i xn > a,

ispu�eno xn = a za svako n > n1. Tada je a granica niza (xn)n∈N jer se u svakoj

M -okolini broja a nalaze svi sem eventualno prvih n1 qlanova niza (xn)n∈N.

Zato pretpostavimo da ni za jedno n > n0 ne va�i xn = a. Tada �e, s obzirom

da za svako n > n0 va�i xn > a, za svako n > n0 va�iti xn > a.

Ako bi za neko ε > 0 va�ilo da su svi elementi skupa A ve�i od a+ ε, onda

bi a + ε bila minoranta skupa A ve�a od infimuma, xto je nemogu�e jer je po

definiciji, infimum najve�a minoranta, pa zak	uqujemo da za svako ε > 0,

postoji element skupa A u intervalu [a, a + ε). Neka je to xn1 . Va�i xn1 > a.

Da	e, za ε1 = xn1 − a postoji element skupa A u intervalu [a, a + ε1) jer bi

u suprotnom a + ε1 bila minoranta skupa a ve�a od infimumuma. Neka je to

xn2 . Va�i xn1 > xn2 > a. Primetimo da su tada i xn1 i xn2 u intervalu

[a, a+ ε). Da	e, za ε2 = xn2 − a postoji element skupa A u intervalu [a, a+ ε2)

jer bi u suprotnom a+ ε2 bila minoranta skupa a ve�a od infimumuma.. Neka

6i hipoteza koju �elimo da oborimo svo�e�em na kontradikciju
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je to xn3 . Va�i xn1 > xn2 > xn3 > a. Primetimo da su tada i xn1 i xn2 i

xn3 u intervalu [a, a + ε). Na ovaj naqin se bira niz elemenata xn1 > xn2 >

xn3 > · · · > xnk
> · · · > a skupa A koji su u intervalu [a, a + ε2). Upravo smo

pokazali da u proizvo	noj ε-okolini taqke a ima beskonaqno mnogo qlanova

niza (xn)n∈N, pa mu je a taqka nagomilava�a. Kako je konvergentom nizu jedina

taqka nagomilava�a ujedno i granica, zak	uqujemo da je limxn = inf{xn|n >
n0}.

Sliqno se pokazuje da ako je niz (xn)n∈N neopadaju�i poqevxi od nekog n0

i i ako je ograniqen odozgo, onda mu je sup{xn|n > n0} granica. �

U vezi sa taqkama nagomilava�a je pojam podniza.

Definicija 11. Neka je (nk)k∈N strogo rastu�i niz prirodnih brojeva i neka

je (xn)n∈N niz realnih brojeva (ili niz matrica, niz kompleksnih brojeva, niz

funkcija...). Tada je niz (yk)k∈N odre�en sa

yk = xnk
, za svako k ∈ N

podniz niza (xn)n∈N.

Notacija 2. Umesto da pixemo ,,yk = xnk
, za svako k ∈ N" i ka�emo da je

(yk)k∈N podniz niza (xn)n∈N, qex�e ka�emo da je (xnk
)k∈N podniz niza (xn)n∈N i

navodimo samo opxti qlan xnk
.

Na primer, ako izaberemo da je nk = 2k, onda dobijamo da je ank
= a2k =

2k+1
2k

podniz niza an = n+(−1)n

n
. Qex�e pixemo a2n = 2n+1

2n
umesto a2k = 2k+1

2k
. Tako�e

dobijamo da je b2n = 2n−4n2 podniz niza bn = n−n2, da je c2n = 4n
2n+1

podniz niza

cn = 2n(−1)n

n+1
, da je d2n = 2n podniz niza dn = n(−1)n i da je y2n = 0 podniz niza

yn = sin nπ
2
. Ako izaberemo drugi rastu�i niz prirodnih brojeva, dobi�emo

drugaqije podnizove. Na primer, ako izaberemo da je nk = 2k − 1, onda �emo

dobiti da je a2n−1 = 2n−2
2n−1

podniz niza an = n+(−1)n

n
, da je b2n−1 = 6n − 2 − 4n2

podniz niza bn = n − n2, da je c2n−1 = 1−2n
n

podniz niza cn = 2n(−1)n

n+1
, da je

d2n−1 = 1
2n−1

podniz niza dn = n(−1)n i da je y2n−1 = (−1)n−1 podniz niza

yn = sin nπ
2
.

Sliqno, ako izaberemo da je nk = 4k − 1, onda �emo dobiti da je y4n−1 = −1

podniz niza yn = sin nπ
2
.

Bira�e niza nk nije uvek pravilno, kao u prethodnim primerima (gde smo

birali parne ili neparne ili svaki qetvrti poqevxi od tre�eg, jer se najqex�e

za takvim izborom jav	a potreba u konkretnom sluqaju, ali sama definicija

17



ne ograniqava izbor niza nk nikako drugaqije osim uslovom da je nk < nk+1

ispu�eno za svako k ∈ N.

Slede�e tvr�e�e opisuje odnos podnizova, taqaka nagomilava�a i granice

nekog niza.

Teorema 7. (1) Realan broj a je taqka nagomilava�a niza ako i samo ako

postoji �egov podniz koji konvergira ka a.

(2) Niz ima granicu ako i samo ako svaki �egov podniz ima granicu i tada

je granica niza jednaka granici bilo kog �egovog podniza.

Dokaz. (1) Prvo �emo pokazati da ako je a ∈ R taqka nagomilava�a niza

(xn)n∈N onda postoji podniz (xnk
)k∈N koji te�i ka a. Razlikujemo dva sluqaja:

Suqaj 1.1 Postoji beskonaqno mnogo qlanova niza koji su jednaki a.

U ovom sluqaju za (xnk
)k∈N biramo bax te qlanove koji su jednaki broju a.

Konkretna konstrukcija bi bila slede�a: Neka je A = {n ∈ N|xn = a}.
Korak 1: Sa n1 oznaqimo minA.

Korak k + 1: Ako smo izabrali n1, n2, n3, . . . , nk, onda biramo da nk+1 bude

min (Ar {n1, n2, n3, . . . , nk}).
Na ovaj naqin smo izabrali rastu�i niz prirodnih brojeva (nk)k∈N takav

da je za svako k ∈ N ispu�eno xnk
= a, pa �e se u svakoj M -okolini biti svi

qlanovi niza (xnk
)k∈N, xto po definiciji znaqi da je limxnk

= a.

Suqaj 1.2 Ne postoji beskonaqno mnogo qlanova niza koji su jednaki a.

Poxto je a taqka nagomilava�a niza (xn)n∈N, onda u �egovoj 1-okolini ima

beskonaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N, od kojih je najvixe konaqno mnogo

jednako a. Izaberimo jedan razliqit od a i sa n1 oznaqimo �egov indeks.

Ako smo izabrali nk, onda nk+1 biramo na slede�i naqin: U
1
k
-okolini taqke

a ima beskonaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N (jer je a taqka nagomilava�a tog

niza), od kojih je najvixe konaqno mnogo jednako a. Tada u toj okolini mora

biti i beskonaqno mnogo qlanova niza qiji indeks je ve�i od nk i koji su

razliqiti od a. Izaberimo jedan takav i oznaqimo �egov indeks sa nk+1.

Na ovaj naqin smo formirali rastu�i niz prirodnih brojeva (nk)k∈N takav

da je za svako k ∈ N ispu�eno xnk
∈ (a− 1

k
, a+ 1

k
). Kako za svako M > 0, postoji

k > 1
M
, to �e skup qlanova niza (xnk

)k∈N koji su van M -okoline taqke a biti

podskup skupa {xn1 , xn2 , xn3 , . . . , xnk
}. Dakle, van svake M -okoline taqke a je

najvixe konaqno mnogo qlanova niza (xnk
)k∈N, xto po definiciji znaqi da je

limxnk
= a.

Poka�imo da ako postoji podniz (xnk
)k∈N koji te�i ka a ∈ R, onda je a

taqka nagomilava�a niza (xn)n∈N. Iz definicije limesa sledi da se van svake

M -okoline taqke a nalazi najvixe konaqno mnogo qlanova podniza (xnk
)k∈N.
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Zato se unutar okoline nalazi beskonaqno mnogo qlanova podniza (xnk
)k∈N. S

obzirom da je svaki qlan podniza, ujedno i qlan niza, zak	uqujemo da u svakoj

M -okolini taqke a ima beskonaqno mnogo qlanova niza, xto po definiciji

znaqi da je a taqka nagomilava�a niza (xn)n∈N.

(2) Ako se van neke M -okoline taqke a nalazi najvixe konaqno mnogo

qlanova niza, onda se van te okoline nalazi najvixe konaqno mnogo qlanova

svakog �egovog podniza. Zato iz limxn = a sledi limxnk
= a za svaki podniz

(xnk
)k∈N niza (xn)n∈N.

Sliqno, ako se van intervala (M,+∞) nalazi najvixe konaqno mnogo qla-

nova niza, onda se van tog intervala nalazi najvixe konaqno mnogo qlanova

svakog �egovog podniza. Zato iz limxn = +∞ sledi limxnk
= +∞ za svaki

podniz (xnk
)k∈N niza (xn)n∈N. Analognim rezonova�em se zak	uquje da ako je

limxn = −∞, onda limxnk
= −∞ za svaki podniz (xnk

)k∈N niza (xn)n∈N.

Pretpostavimo da svaki podniz niza (xn)n∈N ima granicu. Kako je sam niz

(xn)n∈N sebi podniz, sledi da niz (xn)n∈N ima granicu. Na osnovu prethodno

dokazanog sledi limxn = lim xnk
za svaki podniz (xnk

)k∈N niza (xn)n∈N. �

Posledica 2. (1) Ako postoji podniz koji nema granicu, onda ni niz nema

granicu.

(2) Ako postoje dva podniza qije su granice razliqite, onda niz nema granicu.

Dokaz. Posledica direktno sledi iz dela (2) teoreme 7. Deo (1) ove posledice

je kontrapozicija iskaza ,,ako niz ima granicu, onda i svaki �egov podniz ima

granicu", dok je drugi deo ove posledice kontrapozicija iskaza ,,ako niz ima

granicu, onda svaki �egov podniz ima istu granicu kao i sam niz". �

U nastavku opisujemo neke osobine nizova koji imaju granicu.

Teorema 8. Neka an 6 bn va�i za dovo	no veliko n. Tada:

(1) Ako je lim an = +∞, onda je lim bn = +∞;

(2) Ako je lim bn = −∞, onda je lim an = −∞;

(3) Ako su (an)n∈N i (bn)n∈N konvergentni, onda je lim an 6 lim bn.

Dokaz. (1) Neka jeM > 0. Iz lim an = +∞ po definiciji zak	uqujemo da postoji

najvixe konaqno mnogo qlanova niza (an)n∈N van intervala (M,+∞). Dakle,

postoji neki prirodan broj k0 takav da je M < an, kad god je n > k0. S obzirom

da je an 6 bn ispu�eno za dovo	no veliko n, postoji prirodan broj l0, takav da

je an 6 bn ispu�eno za svako n > l0. Neka je n0 = max{k0, l0}. Tada iz n > n0

sledi da je i n > k0 i n > l0, a time i da je M < an i da je an 6 bn, odakle

zak	uqujemo da za svako n > n0 va�i M < bn. Dakle, postoji najvixe konaqno
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mnogo qlanova niza (bn)n∈N van intervala (M,+∞). Kako ovo rezonova�e ne

zavisi od izbora broja M , zak	uqujemo da je lim bn = +∞.

Deo tvr�e�a pod (2) se dokazuje sliqno kao i deo pod (1).

(3) Neka je lim an = a i neka je lim bn = b. Pretpostavimo da je b < a. Neka je

M = a−b
2
. Tada su M -okoline taqaka a i b disjunktne i va�i

b−M < b+M = a−M < a+M .

Iz definicije granice sledi da je van (b−M, b+M) ima najvixe konaqno mnogo

qlanova niza (bn)n∈N. Neka je k0 najve�i indeks za koji je bn van intervala

(b − M, b + M). Sliqno, neka je l0 najve�i indeks za koji je an van intervala

(a−M,a+M). Neka je n0 = max{n0, l0}. Tada za svako n > n0 va�i

b−M < bn < b+M = a−M < an < a+M ,

odakle sledi da nije ispu�eno an 6 bn za dovo	no veliko n. Kontradikcija.

Dakle, pretpostavka da je b < a je neodr�iva, pa mora biti a 6 b. �

Posledica 3. Neka je lim an = a ∈ R

(1) Ako je b < a < c, onda je b < an < c za dovo	no veliko n.

(2) Ako je b 6 an 6 c za dovo	no veliko n, onda je b 6 a 6 c.

Dokaz. (1) Neka je M = 1
2
min{a− b, c− a}. Tada je b < a−M < a+M < c. Iz

definicije granice, sledi da postoji neko n0 takvo da va�i an ∈ (a−M,a+M),

kad god je n > n0. Dakle, za n > n0 �e va�iti b < a − M < an < a + M < c.

Odatle zak	uqujemo da je b < an < c za dovo	no veliko n.

(2) Neka je bn = b i cn = c. Iz bn 6 an za dovo	no veliko n, po teoremi 8,

sledi da je b 6 a. Iz an 6 cn za dovo	no veliko n, po teoremi 8, sledi da je

a 6 c. �

Teorema 9. (Teorema o dva policajca; Sendviq teorema): Neka je ispu�eno

(1) Za dovo	no veliko n va�i an 6 bn 6 cn;

(2) lim an = lim cn ∈ R.

Tada va�i i

(3) Niz (bn)n∈N je konvergentan;

(4) lim an = lim bn.

Dokaz. Oznaqimo sa a granicu niza (an)n∈N. Neka je M > 0. Iz lim an = a

sledi da postoji k0 takvo da za svako n > k0 va�i an ∈ (a−M,a+M). Sliqno,

iz lim cn = a sledi da postoji l0 takvo da za svako n > l0 va�i cn ∈ (a−M,a+M).

Qi�enica da za dovo	no veliko n va�i an 6 bn 6 cn, znaqi da postojim0 takvo
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da za svako n > m0 va�i an 6 bn 6 cn Neka je n0 = max{k0, l0,m0}. Tada za

svako n > n0 va�i i an, cn ∈ (a−M,a +M) i an 6 bn 6 cn, pa zak	uqujemo da

za svako n > n0 va�i bn ∈ (a−M,a+M). Dakle, za svako M > 0 se mo�e na�i

n0 takvo da za svako n > n0 va�i bn ∈ (a −M,a +M), xto upravo znaqi da je

lim bn = a. �

Na nizovima se mogu uvesti neke algebarske operacije.

Ako za svako n ∈ N va�i cn = an+ bn, onda za niz (cn)n∈N ka�emo da je zbir

nizova (an)n∈N i (bn)n∈N i pixemo

(cn)n∈N = (an)n∈N + (bn)n∈N.

Sliqno, ako za svako n ∈ N va�i cn = an · bn, onda za niz (cn)n∈N ka�emo da je

proizvod nizova (an)n∈N i (bn)n∈N i pixemo

(cn)n∈N = (an)n∈N · (bn)n∈N.

Tako�e, ako za neki realan broj α i svako n ∈ N va�i cn = α · an, onda za niz
(cn)n∈N ka�emo da je proizvod broja α i niza (an)n∈N i pixemo

(cn)n∈N = α · (an)n∈N.

Lema 3. Va�i lim an = a ∈ R ako i samo ako je lim bn = 0, gde je bn = an − a.

Specijalno, ako je (xn)n∈N nula niz i c ∈ R, tada je lim(xn + c) = c.

Zato je od posebnog interesa izuqava�e osobina nizova koji te�e nuli.

Definicija 12. Za niz ka�emo da je nula niz ako mu je granica nula.

Teorema 10. Ako su (an)n∈N i (bn)n∈N nula nizovi i α realan broj, onda su i

nizovi α · (an)n∈N i (an)n∈N + (bn)n∈N nula nizovi.

Dokaz. Prvo �emo pokazati da proizvod broja α i nula niza (an)n∈N, tako�e

nula niz. To je jasno, ako je α = 0. Zato pretpostavimo da je α ̸= 0. Neka je

M > 0. Pokaza�emo da se van svake M -okoline nule postoji najvixe konaqno

mnogo qlanova niza α · (an)n∈N. S obzirom da je lim an = 0, to se van svake

K-okoline nule nalazi najvixe konaqno mnogo qlanova niza (an)n∈N. To �e

va�iti i za K = M
|α| . Dakle, za najvixe konaqno mnogo qlanova niza (an)n∈N ne

va�i −K < an < K, tj. −M
|α| < an < M

|α| , a time i −M < α ·an < M . Upravo smo

pokazali da se najvixe konaqno mnogo qlanova niza α · (an)n∈N nalazi van M -

okoline nule. Poxto nax dokaz ne zavisi od izbora broja M > 0, zak	uqujemo

da to va�i za svako M > 0. To, po definiciji, znaqi da je lim(α · an) = 0.
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Poka�imo da je zbir dva nula niza tako�e nula niz. Dakle, radimo pod

pretpostavkom da va�i lim an = lim bn = 0. Van svake M
2
-okoline taqke nule

se nalazi najvixe konaqno mnogo qlanova nizova (an)n∈N i (bn)n∈N. Dakle, za

najvixe konaqno mnogo qlanova nizova (an)n∈N i (bn)n∈N ne va�i −M
2
< an < M

2

i −M
2

< bn < M
2
, a time za najvixe konaqno mnogo qlanova nizova (an)n∈N +

(bn)n∈N ne va�i −M < an + bn < M . Zak	uqujemo da je niz (an)n∈N + (bn)n∈N

nula niz. �

Posledica 4. Ako su (an)n∈N i (bn)n∈N nula nizovi i α i β realni brojevi, onda

je i α · (an)n∈N + β · (bn)n∈N nula niz.

Dokaz. Ako su (an)n∈N i (bn)n∈N nula nizovi, onda su, prema teoremi 10, i

α · (an)n∈N i β · (bn)n∈N nula nizovi, a tada je, opet po teoremi 10, i �ihov zbir

nula niz. �

Teorema 11. Proizvod ograniqenog i nula niza je nula niz.

Dokaz. Neka je −K< an<K za svako n ∈ N i lim bn = 0. Tada je, po teoremi 10,

lim(Kbn) = 0 i lim(−Kbn) = 0. Po teoremi 9, iz −Kbn < anbn < Kbn sledi da

je i lim(an · bn) = 0. �

Teorema 12. Ako su (an)n∈N, (bn)n∈N i (cn)n∈N konvergenti nizovi, tada je

(1) lim(αan + βbn) = α lim an + β lim bn;

(2) lim(an · bn) = lim an · lim bn;

(3) Ako je lim cn ̸= 0 i za svako n ∈ N va�i cn ̸= 0, onda je lim
1

cn
=

1

lim cn
.

Dokaz. (2) Neka je lim an = a i lim bn = b. Neka su xn = an − a i yn = bn − b.

Tada su, po lemi 3, nizovi (xn)n∈N i (yn)n∈N nula nizovi. Va�i an · bn = (xn +

a)(yn+b) = an ·yn+bn ·xn+ab. Po prvom delu teoreme 4, nizovi (an)n∈N i (bn)n∈N

su ograniqeni, pa su po teoremi 11 nizovi (an)n∈N · (yn)n∈N i (bn)n∈N · (xn)n∈N

nula nizovi, a po teoremi 10 je i (an)n∈N · (yn)n∈N + (bn)n∈N · (xn)n∈N nula niz.

Na kraju, po lemi 3, je

lim(an · bn) = lim an · lim bn.

(1) Neka je lim an = a i lim bn = b. Neka je cn = α i neka je dn = β. Po

drugom delu ove teoreme su cn · an i dn · bn konvergentni i va�i lim(αan) =

lim(cn · an) = α · a i lim(βbn) = lim(dn · bn) = β · b. Neka su xn = cn · an − α · a i
yn = dn · bn + β · b. Tada su, po lemi 3, nizovi (xn)n∈N i (yn)n∈N nula nizovi.

Va�i αan+βbn = xn+yn+(α ·a+β ·b). Po teoremi 10 i niz (xn)n∈N+(yn)n∈N

je nula niz, pa je po lemi 3

lim(αan + βbn) = lim(xn + yn + (α · a+ β · b)) = α · a+ β · b.
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(3) Neka je c = lim cn. Bez uma�e�a opxtosti pretpostavimo da je c > 0 (u

suprotnom razmatrajmo niz c′n = −cn i c′ = −c).

Da bismo pokazali da
1

cn
te�i ka broju

1

c
, dovo	no je da poka�emo da je niz(

1

cn
− 1

c

)
, tj.

(
1

c · cn
· (c− cn)

)
nula niz.

Iz lim cn = c sledi da postoji n0 takav da je cn pripada
c

2
-okolini taqke c

(tj.
c

2
< cn <

3c

2
) kad god je n > n0. Tada je

2

3c
<

1

cn
<

2

c
, kad god je n > n0

i
2

3c2
<

1

c · cn
<

2

c2
, kad god je n > n0. Odatle sledi da je niz

1

c · cn
ograniqen

brojem max

({∣∣∣∣ 1

c · cn

∣∣∣∣ | n 6 n0

}
∪
{

2

c2

})
.

Po lemi 3 je c−cn nula niz, pa je

(
1

c · cn
· (c− cn)

)
proizvod ograniqenog i nula

niza. Po teoremi 11 je

(
1

c · cn
· (c− cn)

)
nula niz, a po lemi 3 je lim

1

cn
=

1

c
. �

Teorema 13. Ako je an ̸= 0 za svako n ∈ N, onda va�i

lim |an| = +∞ ako i samo ako lim
1

an
= 0.

Dokaz. Poka�imo prvo da ako je lim |an| = +∞, onda je lim
1

an
= 0.

Dovo	no je da poka�emo da se za svako M > 0, van M -okoline taqke 0 nalazi

najvixe konaqno mnogo qlanova niza
1

an
. Neka jeM > 0 bilo koje i za takvoM ,

neka je K =
1

M
. Iz lim |an| = +∞, sledi da za najvixe konaqno mnogo qlanova

niza (an)n∈N ne va�i K < |an|. To je ekvivalentno tvr�e�u da za najvixe

konaqno mnogo prirodnih brojeva n nije ispu�eno
1

|an|
<

1

K
, tj. da za najvixe

konaqno mnogo qlanova niza

(
1

an

)
n∈N

ne va�i −M <
1

an
< M . Kako naxe

rezonova�e ne zavisi od izbora broja M , zak	uqujemo da van svake M -okoline

taqke nula ima najvixe konaqno mnogo qlanova niza

(
1

an

)
n∈N

, xto znaqi da je

lim
1

an
= 0.

Neka je lim
1

an
= 0 i K > 0. Tada je najvixe konaqno mnogo qlanova niza(

1

an

)
n∈N

van
1

K
-okoline taqke 0, xto je ekvivalentno sa tim da je najvixe

konaqno mnogo qlanova niza (|an|)n∈N van (K,+∞), a time da je lim |an| = +∞.

�
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Lema 4. (1) Niz (xn)n∈N ima granicu ako i samo ako niz (xn+1)n∈N ima

granicu i va�i limxn = limxn+1;

(2) Broj a je taqka nagomilava�a niza (xn)n∈N ako i samo ako je taqka nagomila-

va�a niza (xn+1)n∈N.

Dokaz. Jedini qlan niza (xn+1)n∈N koji nije qlan niza (xn)n∈N je x1. Zato

van M -okoline taqke a ima konaqno mnogo qlanova niza (xn+1)n∈N ako i samo

ako van M -okoline taqke a ima konaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N i u M -

okolini taqke a ima beskonaqno mnogo qlanova niza (xn+1)n∈N ako i samo ako u

M -okolini taqke a ima beskonaqno mnogo qlanova niza (xn)n∈N, odakle sledi

tvr�e�e. �

Lema 5. limnα =


+∞, α > 0

1, α = 0

0, α < 0

.

Dokaz. Oznaqimo nα sa an.

1. sluqaj: α = 0. Tada je an = 1. U svakoj M -okolini taqke 1 su svi qlanovi

niza an, odakle po definiciji sledi da je lim an = 1.

2. sluqaj: α > 0. Neka je M > 0 i n0 = [M
1
α ]. Tada je

n > n0 =⇒ n > M
1
α =⇒ M < nα =⇒ M < an,

pa je lim an = +∞.

3. sluqaj: α < 0. Tada je −α > 0 i
1

an
= n−α, pa je po prethodnom, lim

1

an
=

+∞. Po teoremi 13 je lim an = lim
1
1
an

= 0. �

Lema 6. a) Neka je limxn = +∞. Tada

1) ako je a > 0, onda je lim(a · xn) = +∞;

2) ako je a < 0, onda je lim(a · xn) = −∞;

3) ako je a = 0, onda je lim(a · xn) = 0.

b) Neka je limxn = −∞. Tada

1) ako je a > 0, onda je lim(a · xn) = −∞;

2) ako je a < 0, onda je lim(a · xn) = +∞;

3) ako je a = 0, onda je lim(a · xn) = 0.

Dokaz. Sluqajevi a.3) i b.3) trivijalno va�e. Pokaza�emo da va�i sluqaj

1.2., a osatli se sliqno dokazuju. Neka je M > 0. Oznaqimo sa K broj −M
a
. S

obzirom da je limxn = +∞, van intervala (K,+∞) mo�e biti najvixe konaqno

mnogo qlanova niza (xn)n∈N, tj. K < xn, ne va�i za najvixe konaqno mnogo
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qlanova niza. Zato najvixe konaqno mnogo qlanova niza ne va�i a · xn < −M .

kako ovo va�i za svako M > 0, zak	uqujemo da je lim(a · xn) = −∞ �

Lema 7. Neka je a > 0 i an > a za dovo	no veliko n.

(1) Ako je limxn = +∞, onda je

lim(an · xn) = +∞.

(2) Ako je limxn = −∞, onda je

lim(an · xn) = −∞.

Dokaz. Sledi direktno iz teoreme 8 i leme 6. �

Lema 8. (1) Neka je limxn = +∞, neka je (an)n∈N ograniqen odozdo. Tada je

lim(an + xn) = +∞.

(2) Neka je limxn = −∞, neka je (an)n∈N ograniqen odozgo. Tada je

lim(an + xn) = −∞.

Dokaz. Neka je K > 0 takav da je −K < an < K ispu�eno za svako n. Iz

limxn = +∞ sledi da van (2K,+∞) ima najvixe konaqno mnogo qlanova niza

(xn)n∈N. Dakle, za neko n0 va�i da je 2K < xn kad god je n > n0. Tada je
1
2
xn 6 xn + an kad god je n > n0. Po lemi 6 je lim

1
2
xn = +∞, pa je po teoremi 8

lim(xn + an) = +∞. Drugi deo se sliqno pokazuje. �

Lema 9. Neka je a > 0. Tada je lim n
√
a = 1.

Dokaz. Oznaqimo n
√
a sa an.

1. sluqaj: a = 1. Tada je an = 1. U svakoj M -okolini taqke 1 su svi qlanovi

niza an, odakle po definiciji sledi da je lim an = 1.

2. sluqaj: a > 1. Tada je za svako n ispu�eno n
√
a > 1. Za uoqeno n, neka je

h = n
√
a− 1. Iz n

√
a > 1 sledi da je h > 0. Va�i n

√
a = h+ 1, pa je

a = (1 + h)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
hk = 1 + nh+

n(n− 1)

2
h2 + · · ·+ hn > 1 + nh.

Nejadnakost sledi iz qi�enice da je svaki od sabiraka (
n

k
)hk pozitivan, pa

zbir prva dva nije ve�i od zbira svih k + 1 sabiraka. Iz a > 1 + nh sledi da

je h 6 a−1
n
. S obzirom da je h > 0, va�i�e

0 6 h 6 a− 1

n
.
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Dakle, za svako n �e va�iti

1 6 n
√
a 6 1 +

a− 1

n
.

Neka je xn = 1 i neka je yn = 1 + a−1
n
. Va�i lim 1

n
= 0 (lema 5), pa je

lim((a− 1) 1
n
) = (a− 1)0 = 0 (teorema 12), a time je i (teorema 12) lim yn = 1.

Sada je xn 6 an 6 yn i limxn = lim yn = 1, pa je po teoremi 9 (Teorema o dva

policajca) i lim an = 1.

3. sluqaj: 0 < a < 1. Oznaqimo 1
a
sa b. Tada je b > 1, pa je po prethodnom

lim
n
√
b = 1. Tada je

lim n
√
a = lim

1
n
√
b
=

1

lim n
√
b
=

1

1
= 1,

pri qemu prva jednakost va�i po izboru broja b, druga po teoremi 12, a tre�a

po izraqunatom lim
n
√
b = 1. �

Lema 10. Izraqunati lim n
√
n.

Dokaz. Oznaqimo n
√
n sa an. Oznaqimo n

√
n− 1 sa h. Za n > 1 je i n

√
n > 1, pa

je h > 0 i va�i n
√
n = 1 + h, a time i

n = (1 + h)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
hk = 1 + nh+

n(n− 1)

2
h2 + · · ·+ hn > 1 +

n(n− 1)

2
h2.

Nejadnakost sledi iz qi�enice da je svaki od sabiraka (
n

k
)hk pozitivan, pa

zbir neka dva nije ve�i od zbira svih k + 1 sabiraka. Nejednakost

n > 1 +
n(n− 1)

2
h2

je ekvivalenta sa

h2 6 2

n
.

S obzirom da smo ve� utvrdili da je h > 0, bi�e 0 6 h 6
√

2
n
. Dakle, za svako

n > 1 va�i

1 6 n
√
n 6 1 +

√
2 · n− 1

2 .

Neka su xn = 1 i yn = 1 +
√
2 · n− 1

2 . Tada je

lim yn = 1 +
√
2 · limn− 1

2 = 1 +
√
2 · 0 = 1.

Prva jednakost sledi iz teoreme 12, a druga po lemi 5.

Sada je xn 6 an 6 yn za dovo	no veliko n (taqnije za n > 1) i limxn =

lim yn = 1, pa je po teoremi 9 (Teorema o dva policajca) i lim an = 1. �
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Lema 11. Neka je a > 0. Tada lim an =


+∞, a > 1

1, a = 1

0, |a| < 1

ne postoji, a 6 1.

Dokaz. Oznaqimo an sa an.

1. sluqaj a = 1: Tada je an = 1, pa je lim an = 1.

2. sluqaj a > 1: Oznaqimo a− 1 sa h. Tada je h > 0 i

an = an = (1 + h)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
hk = 1 + nh+

n(n− 1)

2
h2 + · · ·+ hn > nh.

Nejadnakost sledi iz qi�enice da je svaki od sabiraka (
n

k
)hk pozitivan, pa

nijedan sabirak nije ve�i od zbira svih k + 1 sabiraka. Oznaqimo nh sa bn.

S obzirom da je limn = +∞ (lema 5 za α = 1), bi�e lim bn = +∞ (lema 6).

To, uz qi�enicu da an > bn za svako n, po teoremi 8, daje za rezultat da je

lim an = +∞.

3. sluqaj 0 < a < 1: Oznaqimo 1
a
sa b. tada je b > 1, pa je po prethodnom

sluqaju lim bn = +∞. Tada je, po teoremi 13, lim
1

bn
= 0. Dakle,

lim an = lim
1

bn
= 0.

4. sluqaj a = 0: Tada je an = 0, pa je lim an = 0.

5. sluqaj −1 < a < 0: Tada je an = (−1)n|a|n. Neka je bn = |a|n. Poxto

je 0 < |a| < 1, onda, po dokazanom pod 3. sluqajem, lim bn = 0. Dakle, an je

proizvod organiqenog (−1 6 (−1)n 6 1) i nula niza (bn), pa je i on sam, po

teoremi 11, nula niz.

6. sluqaj a = −1: Tada je a2n = 1 i a2n−1 = −1, pa, po posledici 2, ne postoji

lim an.

7. sluqaj a < −1: Tada je an = (−1)n|a|n. Neka je bn = |a|n. Poxto je 1 < |a|,
onda, po dokazanom pod 1. sluqajem, lim bn = +∞. Tada je lim a2n = lim(1 · bn) =
+∞ i lim a2n−1 = lim(−1 · bn), pa je, po lemi 6, lim a2n−1 = −∞. Po posledici

2, ne postoji lim an. �

Lema 12. lim
nα

an
= 0 za a > 1 i α ∈ R.

Dokaz. Oznaqimo
nα

an
sa an.
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1. sluqaj α 6 0: Tada je an = nα(a−1)n. Po lemi 5 je nα konvergentan niz,

pa je ograniqen. Po lemi 11 je lim(a−1)n = 0, pa je an proizvod nula niza i

ograniqenog niza. Po teoremi 11 je lim an = 0.

2. sluqaj α > 0: Tada je

an+1

an
=

(n+ 1)αan

nαan+1
=

1

a
· (n+ 1

n
)α

Neka je xn = n+1
n
. Tada je limxn = lim(1 + 1

n
) = 1. Neka je M = a

1
α − 1. Poxto

je a > 1 i 1
α
> 0, va�i�e M > 0. Iz limxn = 1 sledi da postoji n0 takav da je

1−M < xn < 1+M kad god je n > n0. Odatle uz qi�enicu da je xn = 1+ 1
n
> 1

za svako n, sledi (posledica 3 deo 1) da �e va�iti 1 6 xn < 1 +M kad god je

n > n0, tj.

1 6 n+1
n

< a
1
α kad god je n > n0, a time i(

n+1
n

)α
< a kad god je n > n0.

Zak	uqujemo da za n > n0 va�i

an+1

an
=

1

a
· (n+ 1

n
)α < 1.

Za n > no va�i an0 > an > an+1,

odakle zak	uqujemo dve stvari:

• Svaki qlan niza je odozgo ograniqen brojem K = max{a1, a2, . . . , an0};
• Niz (an)n∈N je opadaju�i za dovo	no veliko n.

S obzirom da je an > 0, zak	uqujemo da 0 6 an 6 K va�i za svako n tj. da je

niz (an)n∈N ograniqen. Po teoremi 5, zak	uqujemo da je (an)n∈N konvergentan.

Oznaqimo sa A �egovu granicu. Iz

an+1 =
1

a
· (n+ 1

n
)αan,

sledi

A = lim an+1 =
1

a
· lim

(
n+ 1

n

)α

lim an =
1

a
A.

Prva jednakost sledi iz leme 4, druga iz teoreme 12. S obzirom da je a > 1,

jedino rexe�e jednaqine

A =
1

a
A

je A = 0. Dakle va�i

lim
nα

an
= 0.

�

Lema 13. lim
an

n!
= 0 za a > 0.
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Dokaz. Oznaqimo
an

n!
sa an.

1. sluqaj 0 < a 6 1: Tada je lim an = 0 ili je lim an = 1, pa je an ograniqen.

Iz n < n!, po teoremi 8, sledi da je limn! = +∞, a po teoremi 13 sledi da je
1
n!
nula niz. Dakle, an

n!
je proizvod ograniqenog i nula niza pa je, po teoremi

11, i on sam nula niz.

2. sluqaj 1 < a: Va�i an+1

an
= a

n+1
. Neka je n0 = [ 1

a
]. Tada je za n > n0

an+1

an
=

a

n+ 1
< 1.

Dakle, niz (an)n∈N je opadaju�i za dovo	no veliko n i ograniqen odozgo (lema

1). Poxto je 0 < an, niz je ograniqen i odozdo. Po teoremi 5 zak	uqujemo

da je (an)n∈N konvergentan niz. Neka je A = lim an. Iz
an+1

an
=

a

n+ 1
sledi

an+1 =
a

n+ 1
an, a time i A = lim an+1 = lim

a

n+ 1
lim an = 0.
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Broj e

Lema 14. Berulijeva nejednakost: Neka je a > −1 i n prirodan broj. Tada

va�i

(1 + a)n > 1 + na.

Dokaz. Matematiqkom indukcijom.

(⋆) Za n = 1 nejednakost postaje (1 + a)1 > 1 + 1 · a, xto je oqigledno taqno.

(⋆⋆) Pretpostavimo da nejednakost va�i za n = k i poka�imo da va�i za

n = k + 1. Dakle, naxa induktivna hipoteza je da va�i (1 + a)k > (1 + ka).

Tada

(1 + a)k+1 = (1 + a)k (1 + a) > (1+ ka) (1 + a) = 1+ (k+1)a+ ka2 > 1+ (k+1)a.

Prva nejednakost sledi iz induktivne hipoteze, a druga iz qi�enice da je

ka2 > 0.

Iz (⋆) i (⋆⋆) sledi da za svako n va�i

(1 + a)n > 1 + na.

�

Teorema 14. Nizovi an =

(
1 +

1

n

)n

i bn =

(
1 +

1

n

)n+1

su konvergentni i imaju

istu granicu.

Dokaz. Pokaza�emo da za svako n va�i

0 6 an 6 an+1 6 bn+1 6 bn.

Odatle �emo zak	uqiti da su nizovi (an)n∈N i (bn)n∈N monotoni i ograniqeni,

odakle �e, po teoremi 5, slediti da su konvergentni. Najpre primetimo da su

an i bn pozitivni. Prime�uju�i Bernulijevu nejednakost dobijamo

an+1

an
=

(
1− 1

(n+ 1)2

)n+1(
1 +

1

n

)
>
(
1− n+ 1

(n+ 1)2

)(
1 +

1

n

)
= 1.

Dakle an+1 > an va�i za svako n. Sliqno, prime�uju�i Bernulijevu nejed-

nakost zak	uqujemo da je

(
1 +

1

n(n+ 2)

)n+2

> 1 +
n+ 2

n(n+ 2)
= 1 +

1

n
, odakle je
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1(
1 + 1

n(n+2)

)n+2 6 1

1 + 1
n

. Zato je

bn+1

bn
=

(
n(n+ 2)

(n+ 1)2

)n+2(
1 +

1

n

)
=

1(
1 + 1

n(n+2)

)n+2

(
1 +

1

n

)
6 1(

1 + 1
n

) (1 + 1

n

)
= 1.

Dakle, za svako n va�i bn+1 6 bn. Kako je bn = an ·
(
1 + 1

n

)
, zak	uqujemo da

je an 6 bn za svako n. Dakle, an je neopadaju�i niz, odozgo je ograniqen (bilo

kojim qlanom niza bn), dok je bn, nerastu�i, ograniqen odozdo (bilo kojim

qlanom niza an) niz. Po teoremi 5 sledi da su (an)n∈N i (bn)n∈N konvergentni

nizovi. Po teoremi 12, sledi da je

lim bn = lim an · lim
(
1 +

1

n

)
= lim an.

�

Definicija 13. Granicu niza an =

(
1 +

1

n

)n

oznaqavamo sa e.

Oznaka e potiqe od imena matematiqara Ojlera koje se originalno pixe

Euler. Broj e je osnova prirodnog logaritma. To je iracionalan broj, pa sho-

dno tome, nema konaqan decimalni zapis, odakle i postoji potreba da mu se

dodeli oznaka. Poxto je (an)n∈N neopadaju�i niz i (bn)n∈N nerastu�i niz i

poxto imaju istu granicu, va�i an 6 lim an = e = lim bn 6 bn. Odatle, za

n = 1 dobijamo 2 6 e 6 4. Za n = 2 dobijamo 2, 25 6 e 6 3, 375. Za n = 5 dobi-

jamo 2, 48832 6 e 6 2, 985984. Ovim postupkom7 se broj e mo�e aproksimirati

proizvo	no dobro. Takvim ocenama se dobija da su 2, 71828 prvih nekoliko

decimala broja e.

Lema 15. (1) lim

(
1 +

1

−n

)−n

= e;

(2) Ako je limxn = +∞, onda je lim
(
1 + 1

xn

)xn

= e;

(3) Ako je limxn = −∞, onda je lim
(
1 + 1

xn

)xn

= e.

Dokaz. Neka su kao u teoremi 14 an =

(
1 +

1

n

)n

i bn =

(
1 +

1

n

)n+1

.

(1) lim

(
1 +

1

−n

)−n

= lim

(
1 +

1

n− 1

)n−1

·lim
(
1 +

1

n− 1

)
= lim an−1·(1+0) = e;

(2) Neka je yn = [xn], tj. yn je ceo deo broja xn. Tada za svako n ∈ N va�i

yn 6 xn < 1 + yn.

7Postoje mnogo bo	i postupci za odre�uva�e decimala broja e.
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Kako je limxn = +∞, to �e za dovo	no veliko n biti xn > 1, pa je (yn)n∈N niz

prirodnih brojeva za dovo	no veliko n i za svako n va�i xn − 1 < yn, pa, po

teoremi 8, va�i lim yn = +∞.

Iz uslova yn 6 xn < 1 + yn sledi da va�i(
1 +

1

1 + yn

)1+yn (
1− 1

2 + yn

)
<

(
1 +

1

xn

)xn

6
(
1 +

1

yn

)yn (
1 +

1

yn

)
. (1)

Oznaqimo niz
(
1 + 1

yn

)yn
sa cn. Tada je

(
1 + 1

1+yn

)1+yn
= cn+1. Po lemi 4, ako

cn konvergire, bi�e lim cn = lim cn+1. Poka�imo da je lim cn = e. Primetimo da

za dovo	no veliko n va�i cn = ayn . Neka je M > 0. Tada postoji k0 takvo da

je an ∈ (e−M, e +M) kad god je n > k0. S obzirom da je lim yn = +∞, postoji

n0, takav da je yn ∈ (k0,+∞) kad god je n > n0. Dakle, kad god je n > n0, yn je

prirodan broj ve�i od k0, pa je ayn ∈ (e −M, e +M). Upravo smo pokazali da

je cn ∈ (e−M, e+M), kad je n > n0. Dakle, van M -okoline broja e je najvixe

konaqno mnogo qlanova niza (cn)n∈N. Kako ovo rezonova�e ne zavisi od izbora

broja M > 0, zak	uqujemo da je lim cn = e. Dakle va�i

lim cn+1 = lim cn = e. (2)

Va�i lim(2 + yn) = +∞ (lema 8), pa je, po teoremi 13, lim

(
1

2 + yn

)
= 0, a po

teoremi 12 je lim
(
1− 1

2+yn

)
= 1. Zato je, po teoremi 12

lim

(
1 +

1

1 + yn

)1+yn (
1− 1

2 + yn

)
= lim cn+1 lim

(
1− 1

2 + yn

)
= e · 1 = e. (3)

Sliqnim rezonova�em iz lim yn = +∞, koriste�i lemu 8 i teoremu 13, za-

k	uquje da je lim
(
1 + 1

yn

)
= 1 i da je

lim

(
1 +

1

yn

)yn (
1 +

1

yn

)
= lim cn lim

(
1 +

1

yn

)
= e · 1 = e. (4)

Iz jednakosti (1), (3) i (4), po teoremi 9, sledi da je

lim

(
1 +

1

xn

)xn

= e;

(3) Neka je zn = −xn. Tada je lim zn = +∞. Po delu (2) ove leme je

lim

(
1 +

1

xn

)xn

= lim

(
1 +

1

zn − 1

)zn−1(
1 +

1

zn − 1

)
= e · 1 = e.

�

Teorema 15. Ako je lim |xn| = +∞, onda je lim
(
1 + 1

xn

)xn

= e;
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Dokaz. Neka je yn =
(
1 + 1

−|xn|

)−|xn|
i zn =

(
1 + 1

|xn|

)|xn|
. Po lemi 15 je

lim zn = yn = e, pa je van svake M -okoline taqke e najvixe konaqno mnogo

qlanova nizova (yn)n∈N i (zn)n∈N. Time je ispu�eno i da je van svake M -okoli-

ne taqke e najvixe konaqno mnogo qlanova niza
(
1 + 1

xn

)xn

, xto upravo znaqi

da je lim

(
1 +

1

xn

)xn

= e. �

Lema 16. lim
n!

nn
= 0.

Dokaz. Oznaqimo
n!

nn
sa an. Za svako n va�i

an+1

an
=

(
n

n+ 1

)n

=
1(

1 + 1
n

)n .
Va�i lim

1(
1 + 1

n

)n =
1

e
6 1

2
, pa je po drugom delu posledice 3,

an+1

an
=

1(
1 + 1

n

)n 6 1

2
< 1.

Dakle, niz (an)n∈N je opadaju�i za dovo	no veliko n i ograniqen odozgo

(lema 1). Poxto je 0 < an, niz je ograniqen i odozdo. Po teoremi 5 zak	uqujemo

da je (an)n∈N konvergentan niz. Neka je A = lim an. Iz
an+1

an
=

(
n

n+ 1

)n

sledi

an+1 ·
(
1 +

1

n

)n

= an, a time i

A · e = lim an+1 · lim
(
1 +

1

n

)n

= lim an = A.

Jedino rexe�e ode jednaqine je A = 0, pa zak	uqujemo da je lim
n!

nn
= 0. �

Poglav	e zavrxavamo teoremama koje �e se najvixe koristiti u izuqava�u

neprekidnosti funkcija.

Teorema 16. Neka je (xn)n∈N konvergentan niz.

(1) Neka je k prirodan broj ve�i od 1. Tada je lim(xn)
k = (lim xn)

k.

(2) Neka je k prirodan broj ve�i od 1 takav da je k
√

limxn definisan i da je

za svaki prirodan broj n definisan k
√
xn. Tada je lim k

√
xn = k

√
limxn.

(3) Neka je q racionalan broj ve�i od 1 takav da je (lim xn)
q definisan i da

je za svaki prirodan broj n definisan (xn)
q. Tada je lim(xn)

q = (lim xn)
q.
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Dokaz. (1) Prime�uju�i drugi deo teoreme 12 za an = bn = xn dobijamo da je

limx2
n = (lim xn)

2. Prime�uju�i drugi deo teoreme 12 za an = x2
n i bn = xn

dobijamo da je lim(xn)
3 = (lim xn)

3. Nastav	aju�i ovaj postupak jox k− 2 puta,

dobijamo da je lim(xn)
k = (lim xn)

k.

(2) Koristi�emo qi�enicu da za 0 < u < 1 va�i uk < u, a time i u < k
√
u

i da je za u > 1 va�i uk > u, a time i k
√
u < u kao i nejednakost trougla

|v + w| 6 |v|+ |w|.

Razmotrimo prvo sluqaj lim xn ̸= 0. Oznaqimo sa a granicu niza (xn)n∈N. Po

teoremi 12, iz lim xn = a ̸= 0 sledi da je lim xn

a
− 1 = 0. Oznaqimo xn

a
− 1 sa yn.

Iz

−|yn| 6 yn 6 |yn|,

tj. iz

−|yn| 6
xn

a
− 1 6 |yn|

sledi da je

1− |yn| 6
xn

a
6 1 + |yn|. (1)

Iz qi�enice da je lim yn = 0, po prvom delu posledice 3, sledi da je−1 < yn < 1

za dovo	no veliko n. Dakle, za dovo	no veliko n va�i

0 < 1− |yn| 6 1 6 1 + |yn|. (2)

To da	e povlaqi da je za dovo	no veliko n (za 0 < u < 1 va�i u < k
√
u i za

u > 1 va�i k
√
u < u)

1− |yn| 6 k
√

1− |yn| i k
√
1 + |yn| 6 1 + |yn|. (3)

Iz nejednakosti (1) i (3) sledi

1− |yn| 6 k
√
1− |yn| 6 k

√
xn

a
6 k
√

1 + |yn| 6 1 + |yn|,

pa je za dovo	no veliko n

k
√
a(1− |yn|) 6 k

√
xn 6 k

√
a(1 + |yn|). (4)

Po teoremi 12 iz lim yn = 0, sledi da je

lim k
√
a(1− |yn|) = lim k

√
a(1 + |yn|) = k

√
a.

Odatle, po teoremi 9 prime�enu na nejednakost 4, va�i

lim k
√
xn = k

√
a = k

√
limxn.

Ako je limxn = 0, onda zaM > 0 postoji prirodan broj n0 takav da je |xn| < Mk,

kad god je n > n0. Zato, za svako n > n0 va�i | k
√
xn| < M . Kako ovo rezonova�e
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ne zavisi od izbora broja M , zak	uqujemo da se van svako M -okoline nalazi

najvixe konaqno mnogo qlanova niza k
√
xn. Dakle lim k

√
xn = 0 = k

√
limxn

(3) Ako je q = m
k
∈ Q, onda je po dokazanom pod (1) i (2)

limxq
n = lim k

√
xm
n = k

√
limxm

n = k
√
(lim xn)m = (limxn)

q.

�

Teorema 17. Ako je xn konvergentan niz i 0 < a ̸= 1, onda je lim axn = alimxn .

Dokaz. Razmotrimo prvo sluqaj kad je limxn = 0 i a = e. Neka je M bilo

koji pozitivan realan broj. Neka je M1 = min{1
2
,M}. Iz 0 < M1 < 1 sledi

da je 1
1−M1

> 1 +M1 > 1, pa je ln 1
1−M1

> ln(1 +M1) > ln 1 (jer je funkcija lnx

rastu�a), a time i

ln(1−M1) < − ln(1 +M1). (1)

Neka je M2 = ln(1 + M1). Tada je M2 > 0. Iz limxn = 0 sledi da postoji n0

takvo da je xn u M2-okolini taqke 0 kad god je n > n0. Dakle, za takvo n je

−M2 < xn < M2, tj. − ln(1 +M1) < xn < ln(1 +M1). Odavde i iz nejednakosti

(1) sledi da je

ln(1−M1) < xn < ln(1 +M1). (2)

S obzirom da je funkcija ex rastu�a, iz nejednakosti (2) sledi da je

1−M1 < exn < 1 +M1.

Odvade, s obzirom da je 0 < M1 6 M , sledi za svako n > n0 va�i

1−M < exn < 1 +M. (3)

S obzirom da nejednakost (3) va�i nezavisno od izbora broja M > 0, to, po

definiciji, znaqi da je lim exn = 1.

Razmotrimo sad sluqaj kada su a i λ = lim xn bilo koji realni brojevi uz

uslov 0 < a ̸= 1. Tada je

axn = aλ · axn−λ = aλ · e(xn−λ) ln a.

Oznaqimo sa yn niz (xn−λ) ln a. S obzirom da je limxn = λ i da je ln a konstanta,

iz teoreme 12 sledi da je yn nula niz. Po prethodno dokazanom je tad lim eyn = 1.

Dakle, va�i

lim axn = lim(aλ · e(xn−λ) ln a) = aλ · lim e(xn−λ) ln a = aλ · lim eyn = aλ · 1 = alimxn . �

Teorema 18. Ako je limxn = a > 0, onda je lim ln xn = ln(lim xn).
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Neka je lim zn = 1 i neka M > 0. Uslov −M < ln zn < M je ekvivalentan

uslovu e−M < zn < eM . Ako �elimo da iz uslova 1 − K < zn < 1 + K sledi

e−M < zn < eM mora biti e−M < 1−K i 1+K < eM . Zato, neka je K = 1−e−M .

Iz lim zn = 1 sledi da postoji n0 takvo da je zn u K-okolini broja 1, kad god

je n > n0. Tada �e za n > n0 biti e−M < zn < eM , a time i −M < ln zn < M .

Dakle, za svako M > 0 postoji najvixe konaqno mnogo qlanova niza ln zn van

M -okoline broja 0, pa zak	uqujemo da je lim ln zn = 0.

Va�i lnxn = ln(a · xn

a
) = ln a+ ln

xn

a
. S obzirom da je lim xn

a
= 1, po prethodno

pokazanom va�i lim ln xn

a
= 0, a time i lim ln xn = lim ln(a·xn

a
) = ln a+lim ln

xn

a
=

ln a. Upravo smo pokazali da je lim ln xn = ln(lim xn). �

Teorema 19. Ako je limxn = a ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) i lim yn = λ ∈ R, onda je

limxn
yn = aλ.

Dokaz.

limxn
yn = lim eyn·lnxn = elim(yn·lnxn) = elim yn·lim lnxn = elim yn·ln limxn = (lim xn)

lim yn .

Prva jednakost sledi iz qi�enice da su funkcije ex i lnx jedna drugoj inverzne

i jednakosti ln(AB) = B lnA, druga je primena teoreme 17, tre�a je primena teo-

reme 12, qetvrta je primena teoreme 18, a posled�a ponovo sledi iz qi�enice

da su funkcije ex i lnx jedna drugoj inverzne i jednakosti ln(AB) = B lnA. �

Posledica 5. Ako je lim xn = a > 0 i λ ∈ R, onda je lim(xn)
λ = (limxn)

λ.

Dokaz. Primenom teoreme 19 za yn = λ, dobija se tra�ena jednakost. �

Teorema 20. Va�i

(1) Neka je a > 1

(a) iz limxn = +∞ sledi lim axn = +∞.

(b) iz limxn = −∞ sledi lim axn = 0.

(2) Neka je 0 < a < 1

(a) iz limxn = +∞ sledi lim axn = 0.

(b) iz limxn = −∞ sledi lim axn = +∞.

Dokaz. 1a) Neka je yn = [xn] i zn = an. Iz leme 8 sledi da lim(xn − 1) = +∞,

pa iz qi�enice da je xn − 1 < yn i teoreme 8 sledi da je lim yn = +∞. Po lemi

11 je lim zn = +∞. Neka je K > 0. Tada postoji k0 takav da je zn ∈ (K,+∞),

kad god je n > k0. Iz lim yn = +∞ sledi da postoji n0 takav da je yn ∈ (k0,+∞),

kad god je n > n0. Dakle, kad god je n > n0, bi�e yn > k0, odakle sledi da �e

biti zyn ∈ (K,+∞). Dakle, za bilo koje K > 0 va�i da �e se van (K,+∞)

na�i najvixe konaqno mnogo qlanova niza ayn , xto po definiciji znaqi da je
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lim ayn = +∞. Iz yn = [xn] sledi da je yn 6 xn, pa je ayn 6 axn . Po teoremi 8

sledi da je lim axn = 0.

1b) lim axn = lim
1

a−xn
. Po prethodnom je lim a−xn = +∞, pa je po teoremi 13

lim axn = 0.

2a) i 2b) se dobijaju primenom 1a) i 1b) na 1
a
umesto a i primenom

teoreme 13. �
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Neprekidnost i graniqna vrednost funkcije

Neprekidnost funkcije: definicija i lokalna svojstva

Teorema 21. Neka je Df domen funkcije f i neka je a ∈ Df . Slede�i iskazi su

ekvivalentni

(I) (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Df )(|x− a| < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ε)

(II) Ako za niz (xn)n∈N va�i

(a): (∀n ∈ N)(xn ∈ Df ) i

(b): limxn = a,

onda va�i i

(v): lim f(xn) = f(a).

Dokaz. Poka�imo prvo da iz (I) sledi (II). Neka je (xn)n∈N za koji va�i

(a): (∀n ∈ N)(xn ∈ Df ) i

(b): limxn = a.

Treba da poka�emo da va�i

(v): lim f(xn) = f(a).

Dakle treba pokazati da za svako ε > 0 postoji n0 takav da kad god je n > n0,

mora biti |f(xn)− f(a)| < ε. Neka je ε > 0. Poxto va�i (1), za takvo izabrano

ε postoji δ > 0 takvo da za svako x ∈ Df iz |x− a| < δ sledi |f(x)− f(a)| < ε.

Poxto to va�i za svako x ∈ Df , va�i�e i za qlanove niza (xn)n∈N. Dakle, za

svaki xn

iz |xn − a| < δ sledi |f(xn)− f(a)| < ε. (1)

S obzirom da je limxn = a, za ovakvo δ, postoji n0 takav da

iz n > n0 sledi |xn − a| < δ. (2)

Povezuju�i (1) i (2) dobijamo da

iz n > n0 sledi |f(xn)− f(a)| < ε. (3)

Dakle, za bilo koje ε > 0, mo�e se na�i n0 takvo da va�i (3), xto po definiciji

znaqi da je lim f(xn) = f(a).

Upravo smo pokazali da iz (I) sledi (II). Pretpostavimo sad da ne va�i (I) i

konstruiximo niz (xn)n∈N za koji va�i

(a): (∀n ∈ N)(xn ∈ Df ) i
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0. NEPREKIDNOST FUNKCIJE: DEFINICIJA I LOKALNA SVOJSTVA

(b): limxn = a.

i ne va�i

(v): lim f(xn) = f(a).

. To �e znaqiti da ako nije ispu�eno (I), onda nije ispu�eno ni (II) Poxto ne

va�i (I), onda postoji neko ε > 0 takvo da kako god izaberemo δ > 0, postoja�e

x ∈ Df takvo da je istovremeno i |x−a| < δ i |f(x)−f(a)| > ε. Oqigledno je da

je svaki takav x ̸= a, jer u suprotnom bi bilo |f(x)−f(a)| = |f(a)−f(a)| = 0 < ε.

Za takvo ε formira�emo niz (xn)n∈N.

• Neka je najpre δ = 1. Oznaqimo sa x1 element domena funkcije f takav da

je istovremeno i |x1 − a| < δ i |f(x1)− f(a)| > ε. Oqigledno je x1 ̸= a.

• Neka je sad δ = min{1
2
, |x1 − a|}. Oznaqimo sa x2 element domena funkcije

f takav da je istovremeno i |x2 − a| < δ i |f(x2) − f(a)| > ε. Oqigledno je

0 < |x2 − a| < |x1 − a| i |x2 − a| < 1
2
.

• Ako smo nastav	aju�i ovaj postupak formirali x1, x2, x3, . . . , xk, onda

nastav	amo na slede�i naqin: Neka je δ = min{ 1
k
, |xk − a|}. Oznaqimo sa

xk+1 element domena funkcije f takav da je istovremeno i |xk+1 − a| < δ i

|f(xk+1)−f(a)| > ε. Oqigledno je 0 < |xk+1−a| < |xk−a| < · · · < |x2−a| < |x1−a|
i |xk+1 − a| < 1

k+1
.

Na ovaj naqin smo formilrali niz (xn)n∈N za koji va�i

(a): (∀n ∈ N)(xn ∈ Df ) i

(b): − 1
n
< xn − a < 1

n
, a time je i limxn = a.

ali ne va�i

(v): lim f(xn) = f(a) jer je |f(xn)− f(a)| > ε.

Ovim smo pokazali da �e (II) biti ispu�eno ako i samo ako je ispu�eno (I). �

Definicija 14. Ako za funkciju f i taqku a va�i jedan (a time i oba) od ekvi-

valenata iz teoreme 21, onda ka�emo da je funkcija f neprekidna u taqki a. Ako

funkcija f nije neprekidna u taqki a ∈ Df , onda ka�emo da je f u taqki a prekidna

ili da f u taqki a ima prekid. Ako A ⊆ Df i ako je funkcija f nprekidna u svakoj

taqki skupa A, onda ka�emo da je f neprekidna na skupu A.

Teorema 22. Ako su funkcije f i g neprekidne u taqki a, onda su u taqki a

neprekidne i funkcije

(1) f + g,

(2) f · g i

(3)
1

f
.
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0. NEPREKIDNOST FUNKCIJE: DEFINICIJA I LOKALNA SVOJSTVA

Dokaz. Navedene osobine slede direktno iz odgovaraju�ih osobina konvergent-

nih nizova datih u teoremi 12. Neka za niz (xn)n∈N za koji va�i

(a): (∀n ∈ N)(xn ∈ Df ∩Dg) i

(b): limxn = a.

Poxto su f i g neprekidne funkcije u taqki a, va�i�e i

(v): lim f(xn) = f(a) i lim g(xn) = g(a).

Na osnovu teoreme 12, va�i�e i

lim(f+g)(xn) = lim(f(xn)+g(xn)) = lim f(xn)+lim g(xn) = f(a)+g(a) = (f+g)(a)

i

lim(fg)(xn) = lim(f(xn) · g(xn)) = lim f(xn) · lim g(xn) = f(a)g(a) = (fg)(a),

xto po definiciji znaqi da su f + g i fg neprekidne funkcije u taqki a.

Sliqno, ako za niz (xn)n∈N va�i

(a): za svako n ∈ N je xn u domenu funkcije
1
f
i

(b): limxn = a,

s obzirom da je f neprekidna funkcija u taqki a, va�i�e i

(v): lim f(xn) = f(a). Na osnovu teoreme 12, sledi da je

lim
1

f
(xn) = lim

1

f(xn)
=

1

lim f(xn)
=

1

f(a)
=

1

f
(a). �

Teorema 23. Ako je funkcija f neprekidna u taqki a i ako je funkcija g neprekidna

u taqki f(a), onda je funkcija g ◦ f neprekidna u taqki a.

Dokaz. Neka je (xn)n∈N niz takav da va�i

(a): (∀n ∈ N)(xn ∈ Dg◦f ) i

(b): limxn = a.

S obzirom da je f neprekidna funkcija u taqki a, va�i�e

(v): lim f(xn) = f(a).

Oznaqimo sa yn niz f(xn). Tada je ispu�eno

(v): lim yn = f(a)

(g): (∀n ∈ N)(yn ∈ Dg).

S obzirom da je g neprekidna funkcija u taqki f(a), iz (v) i (g) sledi da �e

va�iti

(d): lim g(yn) = g(f(a)).

Dakle kad god je (xn)n∈N niz takav da va�i

(a): (∀n ∈ N)(xn ∈ Dg◦f ) i
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0. NEPREKIDNOST FUNKCIJE: DEFINICIJA I LOKALNA SVOJSTVA

(b): limxn = a,

onda va�i

(d): lim g(f(xn)) = g(f(a)).

To po definiciji znaqi da je g ◦ f neprekidna funkcija u taqki a. �

Definicija 15. Neka je A ⊆ Df

• Ka�emo da je funkcija f (strogo) rastu�a na skupu A, ako

(∀x1, x2 ∈ A)(x1 < x2 =⇒ f(x1) < f(x2)).

• Ka�emo da je funkcija f (strogo) opadaju�a na skupu A, ako

(∀x1, x2 ∈ A)(x1 < x2 =⇒ f(x1) > f(x2)).

• Ka�emo da je funkcija f neopadaju�a na skupu A, ako

(∀x1, x2 ∈ A)(x1 < x2 =⇒ f(x1) 6 f(x2)).

• Ka�emo da je funkcija f nerastu�a na skupu A, ako

(∀x1, x2 ∈ A)(x1 < x2 =⇒ f(x1) > f(x2)).

• Ka�emo da je funkcija f (strogo) monotona na skupu A, ako je (strogo) rastu�a

na skupu A ili je (strogo) opadaju�a na skupu A.

Teorema 24. Neka su ispu�eni slede�i uslovi:

(1) funkcija f je neprekidna u taqki a;

(2) Postoji M > 0 takvo da je funkcija f na Df ∩ (a − M,a + M) strogo

monotona.

Tada je inverz restrikcije funkcije f na Df ∩ (a−M,a+M) neprekidan u f(a).

Dokaz. Bez uma�ena opxtosti, neka je Df ⊆ (a −M,a +M). S obzirom da je

f monotona funkcija, onda je ona 1 − 1, pa postoji inverz f−1 qiji domen je

Df−1 = f [Df ] = {f(x) | x ∈ Df}.
Treba pokazati da

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀y ∈ Df−1)(|y − f(a)| < δ =⇒ |f−1(y)− a| < ε).

To je, s obzirom da je f bijekcija, ekvivalentno sa

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Df )(|f(x)− f(a)| < δ =⇒ |x− a| < ε).

|x− a| < ε je ekvivalentno sa a− ε < x < a+ ε.

Pretpostavimo da je f strogo rastu�a. Tada je

a− ε < x < a+ ε ekvivalentno sa f(a− ε) < f(x) < f(a+ ε).
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Neka je δ = min{f(a) − f(a − ε), f(a + ε) − f(a)}. Tada iz |f(x) − f(a)| < δ

sledi f(a − ε) < f(x) < f(a + ε), xto je ekvivalentno sa a − ε < x < a + ε, tj.

|x− a| < ε. Ovim smo za proizvo	no izabrano ε > 0 naxli δ > 0 takvo da

(∀y ∈ Df−1)(|y − f(a)| < δ =⇒ |f−1(y)− a| < ε).

Pretpostavimo sad da je f strogo opadaju�a. Tada je

a− ε < x < a+ ε ekvivalentno sa f(a+ ε) < f(x) < f(a− ε).

Neka je δ = min{f(a) − f(a + ε), f(a − ε) − f(a)}. Tada iz |f(x) − f(a)| < δ

sledi f(a + ε) < f(x) < f(a − ε), xto je ekvivalentno sa a − ε < x < a + ε, tj.

|x− a| < ε. Ovim smo za proizvo	no izabrano ε > 0 naxli δ > 0 takvo da

(∀y ∈ Df−1)(|y − f(a)| < δ =⇒ |f−1(y)− a| < ε).

Ovim je toerema dokazana. �

Posledica 6. Ako je f neprekidna i (strogo) monotona na intervalu, onda �ena

restrikcija na tom intervalu ima neprekidan (i monoton) inverz.

Podsetimo se definicije elementarnih funkcija.

Definicija 16. Osnovne elementarne funkcije su funkcije

(1) f(x) = a,

(2) f(x) = x,

(3) f(x) = xn, za n ∈ N,

(4) f(x) = xq, za q ∈ Q,

(5) f(x) = Pn(x),

(6) f(x) =
Pn(x)

Qm(x)
,

(7) f(x) = ax, za 0 < a ̸= 1,

(8) f(x) = loga x,

(9) f(x) = xα,

(10) f(x) = sin x,

(11) f(x) = cos x,

(12) f(x) = tg x,

(13) f(x) = ctg x,

(14) f(x) = arcsin x,

(15) f(x) = arccos x,

(16) f(x) = arctg x,

(17) f(x) = arcctg x.
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Definicija 17. Neka je E najma�a klasa funkcija koja zadovo	ava slede�e

uslove:

(1) Osnovne elementarne funkcije pripadaju kalsi E ;
(2) Ako f, g ∈ E , onda f + g, f · g, 1

g
, f ◦ g ∈ E .

Funkcija f je elementarna ako i samo ako je f ∈ E .

Teorema 25. Elementarne funkcije su neprekidne na celom svom domenu.

Dokaz. Dovo	no je pokazati da su osnovne elementarne funkcije neprekidne.

Tada �e na osnovu teorema 22, 23 sve elementarne funkcije biti neprekidne.

(1) Neka je f(x) = a i neka je x0 ∈ R. Neka je ε > 0. Izaberimo za δ bilo

koji pozitivan broj. Tada iz |x − x0| < δ sledi da je |f(x) − f(x0)| = 0 < ε.

Zak	uqujemo da je f neprekidna u svakoj taqki.

(2) Neka je f(x) = x, a ∈ R i ε > 0. Dovo	no je na�i δ > 0 takvo da iz |x−a| < δ

sledi |f(x)−f(a)| < ε da bismo zak	uqili da je f neprekidna u a. Jedno takvo

δ je bax ε.

(3) Neka je f(x) = xn. Pokazali smo da je h(x) = x neprekidna na celom R.

Po teoremi 22, je onda proizvod fukncija h i h tako�e neprekidna funkcija.

Oznaqimo je sa h2. Ponovnom primenom teoreme 22 zak	uqujemo da je h3 = h2 ·h
neprekidna funkcija. Nastav	aju�i ovaj postupak n− 3 puta zak	uqujemo da

je hn = f neprekidna funkcija.

(4) Neka je f(x) = xq, za q ∈ Q, neka je a ∈ Df i neka je (xn)n∈N niz takav da

(a) xn ∈ Df za svako n ∈ N i

(b) limxn = a.

Na osnovu teoreme 16 sledi da je

lim f(xn) = limxq
n = (limxn)

q = aq = f(a).

(5) Neka je f(x) = Pn(x). S obzirom da je polinom zbir monoma, po prvom

delu teoreme 22, polinom je neprekidna funkcija ako su monomi neprekidne

funkcije. Po drugom delu teoreme 22 monom je neprekidna funkcija kao

proizvod funkcija pod (1) i (3).

(6) Funkcija f(x) =
Pn(x)

Qm(x)
je neprekidna jer je po tre�em delu teoreme 22

neprekidna funkcija
1

Qm(x)
, a po drugom delu teoreme 22 je proizvod funkcija

Pn(x) i
1

Qm(x)
.

(7) Neka je f(x) = ax, za 0 < a ̸= 1, neka je x0 ∈ R i neka je (xn)n∈N niz takav

da limxn = x0.
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Na osnovu tereme 17 sledi da je

lim f(xn) = lim axn = alimxn = ax0 = f(x0).

(8) Neka je f(x) = loga x. Iz monotonosti i neprekidnosti funkcije g(x) = ax,

po posledici 6, sledi neprekidnost funkcije f .

(9) Neka je f(x) = xα, neka je a > 0 i neka je (xn)n∈N niz takav da

(a) xn > 0 za svako n ∈ N i

(b) limxn = a

Na osnovu posledice 5 sledi da je

lim f(xn) = lim xn
α = lim xn

α = aα = f(a).

(10) Neka je f(x) = sinx i neka je a ∈ R.

Iz qi�enice da je za z < π
2
va�i da je sin z < z sledi da je za |x− a| < π

2

| sinx− sin a| = 2| sin x− a

2
|| cos x+ a

2
| < 2 · |x− a

2
| · 1 = |x− a|.

Za ε > 0, dovo	no je izabrati δ = min{ε, π
2
}, da bi za svako x ∈ R va�ilo

|x− a| < δ povlaqi | sinx− sin a| < ε.

Dakle, f je neprekidna na R.

(11) Neka je f(x) = cos x. Funkcija h(x) = x − π
2
je zbir funkcije h1(x) = x i

h2(x) = −π
2
, pa je po prvom delu teoreme 22 neprekidna funkcija. Funkcija f

je kompozicija funkcija g(x) = sin x i h, pa je po teoremi 23 neprekidna.

(12) Neka su f(x) = tg x i g(x) = ctg x. Po tre�em delu teoreme 22, iz

neprekidnosti funkcija sin x i cosx sledi da su neprekidne funkcije 1
sinx

i
1

cosx
. Iz neprekidnosti funkcija sinx i 1

cosx
, po drugom delu teoreme 22, sledi

neprekidnost funkcije f . Sliqno, iz neprekidnosti funkcija cos x i 1
sinx

, po

drugom delu teoreme 22, sledi neprekidnost funkcije g.

(13) Funkcije f1(x) = sin x i f2(x) = tg x su strogo rastu�e i neprekidne na

intervalu [−π
2
, π
2
], funkcije f3(x) = cosx i f4(x) = ctg x su strogo opadaju�e i

neprekidne na intervalu [0, π], pa su, po posledici 6, �ihovi invezi neprekidne

funkcije. �
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Neprekidnost funkcije: globalna svojstva

Teorema 26. Prva Bolcano-Koxi teorema: Neka je funkcija f neprekinda

na [a, b] i neka je f(a) · f(b) < 0. Tada je f(c) = 0 za neko c ∈ (a, b).

Dokaz. Oznaqimo sa a1 taqku a i sa b1 taqku b. Dakle f(a1)·f(b1) < 0 i du�ina

intervala [a1, b1] je b − a. Neka je c1 = a1+b1
2

. Taqka c1 je sredixte intervala

[a1, b1]. Ako je f(c1) = 0, onda je c1 tra�eno c. U suprotnom je taqno jedno od

f(a1) · f(c1) < 0 i f(c1) · f(b1) < 0. Ako je f(a1) · f(c1) < 0, oznaqimo sa a2

levu granicu intervala [a1, c1] i sa b2 desnu granicu tog intervala, tj. neka je

a2 = a1 i b2 = c1. U suprotnom, ako je f(c1)·f(b1) < 0, neka je a2 = c1 i b2 = b1. U

svakom sluqaju, va�i f(a2)·f(b2) < 0 i du�ina intervala [a2, b2] je
b−a
2
. Ako smo

nastav	aju�i ovaj postupak formirali interval [an, bn] kome je du�ina
b−a
2n

i

za koji va�i f(an) · f(bn) < 0, onda na sliqan naqin konstruixemo interval

[an+1, bn+1] kome je du�ina
b−a
2n+1 i za koji va�i f(an+1) · f(bn+1) < 0. Konkretno,

neka je cn = an+bn
2

. Ako je f(cn) = 0, onda je cn tra�eno c. U suprotnom je taqno

jedno od f(an) · f(cn) < 0 i f(cn) · f(bn) < 0. Ako je f(an) · f(cn) < 0, neka je

an+1 = an i bn+1 = cn. U suprotnom, ako je f(cn) · f(bn) < 0, neka je an+1 = cn

i bn+1 = bn. U svakom sluqaju, va�i f(an+1) · f(bn+1) < 0 i du�ina intervala

[an+1, bn+1] je
b−a
n+1

.

Nastav	aju�i postupak, ili se konstruixe ck takvo da je f(ck) = 0 ili se

konstruixe beskonaqan niz umetnutih intervala [ak, bk] kome je du�ina
b−a
2k

i

za koji va�i f(ak) · f(bk) < 0. Va�i

a1 6 a2 6 a3 6 · · · 6 an 6 · · · 6 bm 6 · · · 6 b3 6 b2 6 b1 i

bn − an = b−a
2n
.

Skup A = {an|n ∈ N} je ograniqen odozgo bilo kojim elementom skupa B =

{bn|n ∈ N} i obrnuto, skup B je ograniqen odozdo bilo kojim elementom skupa

A. Sledi da skup A ima supremum, skup B ima infimum i da je supA 6 inf B.

Va�i i vixe od toga.

Za svako n ∈ N je an 6 supA 6 inf B 6 bn.

Odatle sledi da je za svako n ispu�eno

0 6 inf B − supA 6 bn − an = b−a
2n
.

Zak	uqujemo8 da je inf B = supA. Oznaqimo taj broj sa c i poka�imo da je

f(c) = 0.

Niz (an)n∈N je nropadaju�i i ograniqen odozgo, pa je po teoremi 6. lim an = c.

Svaki od qlanova niza (an)n∈N je u intervalu [a, b], pa je an ∈ Df , za svako n.

S obzirom da je f neprekidna u svim taqkama intervala [a, b], va�i lim f(an) =

8Arhimedov princip
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f(c). Sliqno, lim bn = c i lim f(bn) = f(c). Ako je f(a) < 0, onda je f(an) < 0 <

f(bn) za svako n, pa je po drugom delu posledice 3, lim f(an) 6 0 6 lim f(bn), tj.

f(c) 6 0 6 f(c), odakle sledi da je f(c) = 0. Ako je f(a) > 0, onda je f(an) >

0 > f(bn) za svako n, pa je po drugom delu posledice 3, lim f(an) > 0 > lim f(bn),

tj. f(c) > 0 > f(c), odakle sledi da je f(c) = 0. �

Teorema 27. Druga Bolcano-Koxi teorema: Neka je funkcija f neprekinda

na [a, b] i neka je D broj izme�u f(a) i f(b). Tada je f(c) = D za neko c ∈ (a, b).

Dokaz. Ako je f(a) = f(b), onda nema elemenata u intervalu (f(a), f(b)). Zato

je f(a) ̸= f(b). Neka je g(x) = f(x) − D. Tada je g(x) neprekidna na [a, b] i

va�i g(a) · g(b) < 0. Prime�uju�i prvu Bolcano-Koxi teoremu (teorema 26,

zak	uqujemo da postoji c ∈ (a, b) takvo da je g(c) = 0. Tada je f(c) = D. �

Definicija 18. Ka�emo da je funkcija f ograniqena na A ⊆ Df , ako postoje

realni brojevi M i m, takvi da za svako x ∈ A va�i m 6 f(x) 6 M .

Teorema 28. Prva Vajerxtrasova teorema: Ako je f neprekidna na [a, b],

onda je ograniqena na tom intervalu.

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna na [a, b], ali da na tom intervalu

nije ograniqena odozgo. To znaqi da za svako n ∈ N postoji xn ∈ [a, b] takvo da

je f(xn) > n. Niz (xn)n∈N je ograniqen (jer je a 6 xn 6 b), pa po tre�em delu

teoreme 4 ima taqku nagomilava�a. Neka je to c. Na osnovu teoreme 7 sledi

da postoji podniz niza (xn)n∈N koji te�i ka c. Oznaqimo ga sa yk. Dakle,

za neki rastu�i niz prirodnih brojeva (nk)k∈N va�i yk = xnk
. Iz f(xn) > n

sledi da je f(yk) = f(xnk
) > nk > k. Po teoremi 8 iz lim k = +∞ sledi da je

lim f(yk) = +∞. S obzirom da je a 6 yk 6 b, na osnovu drugog dela posledice 3

sledi da je c ∈ [a, b]. Dakle, c je u domenu funkcije f pa je f(c) ̸= lim f(yk).

Pokazali smo da:

(a) yk ∈ Df za svako k ∈ N;

(b) lim yk = c i

(v) lim f(yk) ̸= f(c).

Zak	uqujemo da f nije neprekidna u taqki c. To je protvreqno uslovu teo-

reme da je f neprekidna na [a, b], pa zak	uqujemo da je pretpostavka da je f na

[a, b] neograniqena sa gor�e strane neodr�iva.

Sliqno se pokazuje da f ne mo�e biti neograniqena sa do�e strane. �

Teorema 29. Druga Vajerxtrasova teorema: Ako je f neprekidna na [a, b],

onda na [a, b] dosti�e svoj maksimum i minimum.
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Dokaz. Na osnovu preve Vajerxtrasove teoreme (teorema 28) iz neprekidnosti

funkcije f na [a, b] sledi �ena ograniqenost na [a, b], pa postoje sup{f(x)|x ∈
[a, b]} i inf{f(x)|x ∈ [a, b]}. Oznaqimo sa S supremum skupa {f(x)|x ∈ [a, b]}.
Ako u intervalu (S− 1

n
, S] ne bi bilo elemenata skupa {f(x)|x ∈ [a, b]}, onda bi

S − 1
n
bila majoranta skupa {f(x)|x ∈ [a, b]} ma�a od supremuma tog skupa, xto

je kontradikcija sa definicijom supremuma. Dakle u (S − 1
n
, S] postoji bar

jedan element skupa {f(x)|x ∈ [a, b]}. Oznaqimo sa xn taqku iz [a, b] takvu da je

f(xn) = (S − 1
n
, S]. Na ovaj naqin, formiran je niz (xn)n∈N elemenata iz [a, b].

S obzirom da je niz (xn)n∈N ograniqen, on, po tre�em delu teoreme 4, ima taqku

nagomilava�a. Oznaqimo je sa c. Na osnovu teoreme 7 zak	uqujemo da postoji

podniz niza (xn)n∈N koji te�i ka c. Oznaqimo ga sa yk. Dakle, za neki rastu�i

niz prirodnih brojeva (nk)k∈N va�i yk = xnk
. Iz S − 1

n
6 f(xn) 6 S i nk > k

sledi da je S − 1
k
6 f(yk) 6 S. Po teoremi 9 zak	uqujemo da je lim f(yk) = S. S

obzirom da je f neprekidna na [a, b], va�i lim f(yk) = f(lim yk) = f(c). Sledi

da je f(c) = S.

Sliqno se pokazuje da f dosti�e svoj infimum na [a, b]. �
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