Cxpumnra - pajHa Bep3uja

Y KOHCTAHTHO] JIOpa/u



OTBOpeHUn M 3aTBOPEHU WHTEPBAJIN

Hedunnmuja 1. YV ypeheHom ckyny peanHux 6pojeBa OTBOpPeHN WHTEPBAAMN CYy UHTEP-

Basm obnuka (3a Heke a,b € R n a < b):
(—00,4+0), (—00,a), (a,+00) n (a,b),
AOK Cy 3aTBOPEHN MHTepBann obnuka

(—00,+00), (—00,a], [a,+00) u [a,b].

Ocum BUX TOCTOje JOIT U WHTEPBAJIM KOji HUCY HU OTBOPEHH, HU 3aTBOpeHu. 10

Cy Ta4HO MHTEPBAJIUA 00JIUKA
[a,b) u (a,b)].

Hanomena: —oo u 400 Hucy peasinu 6pojeBu. Mu ux oBjie KOPUCTHMO KO 03-
HaKe MaKo MocToje 06/1acTi MaTeMaTHKe Y KOJUMAa je 3r0J[HO TOCMaTPaTH MPONTUPEH
ckyn peasnux 6pojesa RU{—o0, +00} e ce ypehenom ckymy peannux 6pojeBa cMo
JIOZIajy JBa eJeMeHTa U TO TaKo Jia je —o0 < x < -+00 3a CBaKu peajan Opoj x. Y
ToM caydajy ckynm R U {—o0, +00} o3mauaBamo ca R u mocMarpamo camo ypeheme
Ha beMy, jep omepanmje cabuparma U MHOYXKeHha He MOXKEMO MPOAYXKHUTU TaKO /1a
3a]pKe ,,jlena’ CBOjeTBA Ha Koja ¢MO HaBukiu y ckyny R ! Tpeba pasmuxosaru
03HAaKy +00 0J O3HaKe 0O, jep HocToje 0bJIacTH MaTeMaThuke y KOjuUMa ce pajiu ca
R U {oo}, naxse ca peasnanm 6pojeBuMa Kojuma ce He J0Jajy ABe Tadke, Beh camo

jeaHa Tadka.

Yumenuna 1. KoHayaH npecek OTBOpPeHUX MHTEPBANA j€ WA OTBOPEH MHTEPBAN UMK
npasaH ckyn. [lpecek 3aTBOpeHWX MHTEPBANA je WA 3aTBOPEH WHTEPBaN WM Npa3aH

CKym.

Jla je ycioB ,,KoHa4YaH  HEOIXOJAaH y IPBOj 0 0coOWHA, IMOKa3yje MpUMep WH-

1
repana [, = [1——,2+ —) 3a KOJy je Ipecex ﬂ I, =11,2].
n n nelN

"Ha npumep, y cKymy pesanux OpojeBa ako je 0 < z, onma je x < 2x. Ako GucMo XTenu ma TO
BayKU W Yy IPOIIUPEHOM CKYIly pejanux 6pojesa, onja 6u Mopasuo 6utu +o0o < 2(+00). Ciaununo je
ca ocobuHoM 12 cBaku T # 0 uMa MHBEP3 ™' u ga je (a:_l)_1 =zrkao u ga u3 0 < n < x ciaeau
0<ax ! <n™t. Mra 6u 6uno (+00)~! u (—o0)™1? Iowro je 0 < n < +00 UCHYEHEHO 33 CBAKK
npuponan 6poj n, ouma 6m cremuao ga je 0 < (+o0o)™! < n~! memymeno 3a cBako n, ma GucMo
MOPAJIH 13 UMaMO OECKOHAYHO MaJIy BEJIUIUHY, TO3UTUBAH OPOj MamHU O CBUX ,,CTAHIAPIHUX
MTO3UTUBHUAX PeaTHuX OpojeBa.



Hedunumuja 2. Heka je a € R. 3a oTBOpeHN nHTEpBan KOju Cagp>Xu TauKy a KaXKemMo

pa je okonumHa Tadke a. Ako je M > 0, onga 3a unrtepean (a — M, a + M) kaxemo ga

je M-okonmHa Tayke a.

Ako je M € R, onpa 3a untepean (—oo, M) kaxemo aa je M-okonmHa Tayke —oQ,

a 3a untepean (M, +00) kaxemo aa je M-okonnHa Tayke +00.

Ako je a € {—00,+00} UR, onga 3a M-okonuHy Tauke a u3 Koje je usbadeHa cama

Tayka a, Kakemo fa je wynsba M-okonnHa Tadke a.

Jlaxse, mymmba M-oKo/IMHA TauKe —OO ce He pasjukyje o M-oKomHe Tadke —oo.
Cmmano, mrynsba M-oKoJinHa Tavke +00 ce He pa3aukyje o1 M-okoanne Tauke +00.

3a 6u10 Koju peasnu 6poj a, mweHa mrymba M-okonuna je ckyn (a — M, a+ M)~ {a}



HwuszoBu

Hedunnnmja 3. 3a npecnnkasarbe kome je gomen No, N vim N~ {1,2,3,... k}
(3a Heko k € N) kaxemo fa je HU3.

YMecTo J1a KazkeMo JIa je KOJOMeH YOUeHOT HU3a je CKYI MaTpura (CKym BEKTOpa,
ckyn (yHKIHUja, CKYIl peajiHuX OpojeBa, CKyIll HPUPOJIHUX OpojeBa, CKyIl KOMILIEK-
cHuX OpojeBa ...), demhie KazkeMo Jia je y muTamy HU3 Marpuna (Bekropa, GyHKIuja,
peasrux GpojeBa, NpUpoIHUX GpojeBa, KOMIUIEKCHUX GpojeBa ...). 3a HU3 peayHux
OpojeBa decTo Kaykemo jga je peasaH Hu3. lako je yobwuajeno ga 3a (pyKHKIIHje
kopuctuMo o3uake f, g, h, F', G, H, f1, fs..., peanne au3ope demhe o3Ha9aBaMoO ca
a, b, ¢, d, x, y u ymecro a(n) numemMo a,. 3a a; Kaykemo Ja je IPBU YiaH HUu3a, 3a
G2 KaxkKeMo Jia je JPYTH WiaH Hu3a uTA. Kaxa 3a mpoMeH/bUBY N 337aMO d,, OHJIA

KasKeMo JIa je a,, OIIITH 4iaH Huza. YMecto a : IN — A nummemo (a, )nen Wik camo

HABOJUMO OUIITH YJIAH Q.
Y HacTaBKy TEKCTa KaJi KaXKeMoO ,,Hu3", MUCJIUMO Ha peaJiaH HU3, OCUM aKO JIpy-

raJdnje He HarJIacuMo.

Ako je a,, uu3 ca momenom N\ {1,2,3, ... k}, ouga je ca b, = a4y nedunucan
an3 ca gomenom IN. C o63upom Ha Ty Be3y, JOBOJHHO je M3ydYaBaTH HU30BE Ca
jgoMeHoM N. VY HaCTaBKy TEKCTa KaJl KaxkKeMo ,,Hu3', aKO JApyraduje He KarKemo,

MUC/JIUMO Ha, HU3 KOMe je jomeH IN.

Hedbunnuuja 4. 3a Hus (a,).en Kaxemo ga je (crporo) pactyfin ako a, < a,i1

Baxkm 3a ceako n € IN. Ako a, < a,y1 Baxu 3a ceako n € IN, oHaa kKaxeMo ga je Hu3
(an)new Heonagajyfin m kopuctumo o3Haky a, . CimuyHo, ako a, > a,i1 BaXu 3a

ceako n € N, oHga kaxemo fa je Hu3 (a,)nen (cTporo) onagajyfin, a ako a, = ani1

Baxu 33 ceako n € IN, onga kaxemo ga je Hu3 (a,).en Heonagajyhim m kopuctumo

03HaKy a, \,. Hu3 je moHOTOH ykOnuko je HepacTyhin unn je Heonagajyhu.

Ounrseno, cBaku pactuhu Hu3 je yjeano u neomaajyhm m cakum omamajyhu

HU3 je yjeano u nepactyhu.

IIpumep 1. Heka cy a, = 2n — 1, b, = (—1)"n u ¢, = max{10 — n,2n — 1}. Taza
je ap < ap4q eKkBUBaAJIEHTHO ca 2n — 1 < 2n+ 1, a Tume u ca 0 < 2. [/lakJie 3a cBaku

NpUPOIaH OPOj M je UCHYEHO Ay < Apy1, TA je HU3 (ay)pen pacTyhn.



3a uu3 (by,)neN BaXKH JIa je CBAKM HelApaH YIaH HETATUBAH W CBAKU MAPAH LIAH
HO3UTUBaH, ma b, < b, He BaXKu 3a CBaKW HemapaH n u b,,; > b, He Baxu 3a
cBaku napan n. Jlaxne (b,),en Huje Hu meonagajyhu uu mepacryhu.

Kako je n > 4 pememe nejegnaunne 2n—1 > 10—n y ckyny npupojaux Opojesa,
TO je 3a n > 4 ucnymeno jga je ¢, = 2n — 1, a3an < 3 je ¢, = 10 — n. Baxn
c1=9,cc=8ucg=7,najeci =>2co=>2c3ncy<c << ey < ... [lakie, nuje
HCIYEEHO ¢, < Cpy1 3a cBakO n € IN (HUje ucnymeno ¢; < ¢ HU ¢ < C3), a HO3
Huje pacryhu. Aunn je ¢, < ¢,y1 HCIYIEHO 3a cBakKO N = 4, na 6u Hu3 6uo pacryhn
Jla TO ,,He KBapu HEKOJHMKO IpBHX wiaHoBa”. To je cymTuHCKa pa3iuka m3mehy
Hu30Ba (b )nen U (Cp)new. AKO HU3Y (Cp)pen OA0AIUMO KOHAYHO MHOTO UJIAHOBA,
ou he nocrarn pacryhu, 1ok uu3 (b,),en Helie nocraru vu pacryhn mn onanajyhu
OCHM aKO He 0/0aIMO GECKOHAYHO MHOIO HerOBUX U/IaHOBA (KOHKPETHO, WJIU Jia
016AIMMO CBe TTapHe WM J1a 0J0aIuMO CBe HerapHe) 3a HU30Be Kao MITO je (Cp)neN

YBOJUMO HOBY J1e(DUHUIIH]Y .

Hedbununmja 5. 3a Hus (z,),en Kaxkemo aa je (ctporo) pactyfin 3a JOBOSBHO BEIMKO 1

nnm aa je (ctporo) pactyfin noueBLn of HEKor 7y ako NOCToju npupogaH 6poj ny Takas

Aa T, < T,y BaXm 3a cBako N = ng. CnnyHo ce gecpuHmwwy nojmosm HU3a Heonagajyher
3a JOBOJbHO BennKO 1, (cTporo) onagajyher HU3a 3a gOBO/LHO BeMo 1 U Heonagajyher

HN3a 3a AOBOJbHO BEJINKO 7.

Younrreno, ako 3a uu3 (2, )peN 0CTOjU Npupoaan 6poj ng Takas J1a HEKa 0COOMHA
BaXKU 33 T KaJj IOJ je M = Ny, OHJA KaxKeMO Ja HU3 (Tp)peN UMaA TY OCOOUHY

3a JOBOJHbHO BEJIMKO 7l UMJIX IIOYEBIIH O HEKOTI 7.

Hedununuja 6. Ako je m < a, ncnyrweHo 3a CBe npupogHe bpojese 1, OHAA KaXKEMO

pa je Hu3 (a,)neN OrpaHmnyeH ogo3po 6pojem m wan fa je orpaHnMYeH ca Aokbe CTpaHe

bpojem m. Kaxemo ga je HU3 (G, )peN OFPaHUYEH OJO340 MK A je OrPaHNYEH Ca [OHbe

CTpaHe aKo je OrpaHU4YeH 00340 HEKUM Opojem.
Cnnyxo, ako je a,, < M ucnyrseHo 3a cee npupogHe bpojese 1, oHAa 3a HK3 (A, )nen

Ka)KeMo Aa je orpaHu4eH oao3ro bpojem M nnwn ga je orpaHnyeH ca ropre cTpaHe bpojem

M. Kaxemo fa je Hu3 (a, ) ey OFpaHMYeH 003r0 N Aa je OrpaHNYeH Ca roprbe CTpaHe

aKO je OrpaHN4Y€eH OA03ro HeKOM Dpojem.
Ako noctoju K € (0,400) Takeo ga je —K < a, < K ucnyreHo 3a CBe npupogHe

bpojese n, oHAa 3a HU3 (a,)nen KaXkeMo ga je orpaHuder b6pojem K. Kaxemo ga je

HU3 (@ )neN OFPaHNYEH aKo je orpaHuyeH Hekum bpojem.

OuursieHo je j1a je HU3 OUPAHWYEH aKO W CAaMO aKO je OTaHWYEH Ca J0me U
ropme crpane. Ako mocroje m u M rtaksBu ga je m < a, n a, < M u ako 3a K
m3abepemo max{|m|, |M|}, onga he axntn —K < a, < K n 06pHyTO, aKO BayKu
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—K < a, < K naxo3amu M uzabepemo pejom 6pojeBe —K u K, onja he BaxkuTn
m<a, "na, <M.
Y aedunnnmjun orpanudeHor (ca J0mbe, ca FOPEHbe) CTPaHe CMO CBYJ| yMecTo < u >

MOIJIM CTAaBUTU < M > U JI00U/IM OUCMO €KBUBAJIEHTHY Je(DUHUIIL]Y.

Jlema 1. Ao je HU3 Heonagajyhn 3a JOBOJBHO BENINKO 7, OHAA je OrpaHMYeH Of03A0.

Ako je HU3 HepacTyhn 3a AOBOJbHO BEJINKO 1, OHAA Je OrPaHNYEH OfO03rO.

Cama hemo Ha nmpuMepy HEKOJHKO HH30Ba HIYCTPOBATH Pa3Ha CBOjCTBA HU30BA.

To cy uHuzoBu an:m, b, =n —n?, CnZM
n n+1

o Teopeme 4, Kaj ClioOMEHEMO HU30BE @, b,, ¢, d, 1 ¥, MECJIUMO HA YIIPABO

cd, =n"V"uy, =sinn.

HaBe€J€eHe HN30BeE.

—-1)" 2 )
[TocmaTpajmo Hajupe HU3 @, = m Baxu a; =0, a9 = =, a3 = -, ag = —,
n 2 3 4
4 7 11 10 101 100 1001
as = -, 05 = =, Q10 = —, G11 = —, Q100 = ——, G101 = ——, @ =—...
5 57 6 67 10 107 11 117 100 1007 101 1017 1000 1000

AKO ce OBU WIAHOBU 3aNWINy y JEIMUMAJTHOM OOJMKY WM aKO Ce HAIPTajy Ha
OpojeBHO] och J1aKO ce MPUMETH Jia ce rpymnuily oko Opoja 1. /lakye WHTYHTHBHO
je jacHo Ja ce 4WJIaHOBM HHW3a HeOrpaHwdeHo mpudamkapajy Opojy 1. Coamdno je
HHTYUTHBHO jacHO Aa Hu3 b, = n—n? Heorpanmyueno oma/ja u 1a 61 HeroBH 4IAHOBH

jJEJIMHO MOIVIN JIa e TPYNHILY OKO —00, Kajia 6HCMO Ha peastHe 6pojeBe T01aam —oo
(—1)"2n

n+1
npud/INzKaBajy HUTH HEOTPAHUYEHO PACTy WM HEOIPDAHUYEHO ONaJIajy jep ce mpaHu

U Jla 3a HA3 ¢, = He T0CTOju OpOj KOMe ce CBH UJIAHOBU HEOTPAHUYEHO
YJIAHOBHW TPYIHUITY OKO Opoja 2, a HenmapHuW OKO Opoja —2. 3a mapHe OpojeBe n je
d, = n ¥ MHTYUTHBHO j€ jaCHO je Ja HapHU WiIaHOBH Hu3a (d,),eN TexKe Ka +0oo.
3a memapue Opojese n je d, = % U WHTYUTUBHO je jaCHO Ja ce HelapHHU WIAHOBU
uu3a (dy,)nen rpynuiry oko 0. YmopaBo y ToMm ,,uHTyuTHBHOM” je mpobiem. IIpsu
mpobJieM je y TOMe IITO MOCTOje HU30BU KOJI KOjUX HUje TaKO JTaKO UMATH UHTYHIA]Y

yeMy Texke. Ha npumep, Hu30BuU

n " )
e, = u Yy, =sinn
<n+ 1)

3a/1ajy 3HATHO KOMILIMKOBAHUJU 33/]aTaK MHTYUIMJU 110 TUTALY Jia JIL Ce T'PYIUILY

OKO HEKOI' Opoja MM HEOIPDAHMYEHO PACTy MJIM HEOIDAHWYEHO OlaJajy WJIH He I0-
croju enement ckymna R U {—00,4+00} 0ko kora ce cBu wianosu rpynunry. JIpyru
npobJieM je y ToOMe IITO MHTYHUIHja MOXKe Jla HOTPeIn, 1a je TOTPeOHO HANPaBUTH
npernu3Hy JeUHUIIN]Y OHOTA TITO je IpuMepy Hu3a (ay, )peN MHTYUTHBHO JACHO U TITTO
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ra u3zsaja o1 Hu30Ba (b, )nen, (Cn)nen 1 (dn)nen. JeaHO pe3oHOBaME 6U MOTJIO GUTH
crenehe: | HeorpanmueHo” y MHTYUIHUjHU Ja e HU3 (a4 )peN HEOIPAHUYEHO TPUOITH-
JKaBa Ka 1 MOXKeMO Jla O1paJiBAMO THME HITO Ma KOJUKO MAJIO pacTojame u3abepemo,
mozkemo Hahm wnan nusa (a,),eN HA pacTojamby 0J Tauke 1 Mamem 0 u3abpaHor.
Ta ce unmennia MoKe uckazaru u Ha cjaegehn Haunn: 3a cBako M > (0 mocroju n
TakBo Ja je |a, — 1| < M wunun, ekuBajeHnTHo, ja ce 3a cBako M > 0 moxe nahun
n TakBoO Ja je a, € (1 — M,1+ M). Osaj yc/ioB je O4UIJIEJHO IOTPeOaH, aau HUje

JIoBOJbaH jep u 3a cBako M > 0 moxkemo Hahu n Takas ja je a, € (% — M, % + M);

3
27

Beh ka 1, Tj. oko 6poja 1 ce rpymnuie 6eCKOHATHO MHOTO IbHX, JOK ce OKO Opoja

KOHKPETHO, 38 . = 2 TO BaXKH jep je as = 5, a HUu3 a,, 0 HAIIO] MHTYUIH]U, He TeXKN

3
Ka 5
3 h j j j 5. C M >0
5 He rpynuuty, Beh je camo jejan wiaH Hu3a jepHak 3. CJIMYHO, 33 CBAKO >
Mozkemo nahn n rakas ga je a, € (3—M, 24+M) jep je as = 3. ZKeanmo ga onumemo
JIa, Ce WJIAHOBY HU3a (@, )nen CBE BUIIe IpubanzKasajy 0pojy 1 un ma nx nma Geckona-

. . . 3
9HO MHOIO, HE CaMo jejiaH (Kao y cIydajy diana ap u 6poja ;) MM KOHAYHO MHOTO
. . 2 3 . .
mwux. Ono mro pasmmkyje 6pojese 3 u 5 01 6poja 1 kana je y nuTamy HEOrpaHUIEHO
NpUOINKABAE YWIAHOBA HU3A (G )nen HEKOM OpOjy je, u3Melly ocramor dumenura
Ja 3a ceako M > 0y unrepsamuy (1 — M, 1+ M) uma 6eCKOHATHO MHOTO WJIAHOBA
Hu3a (G )neny 20K y (3 — M, 2+ M) u (3 — M,3 + M) mema GeCKOHAMHO MHOTO

wiaHoBa Hu3a (G )pen. LTa Bumie, 3a 6uio koje a # 1 mocroju weko M > 0
la—1]
3

KOHAYHO MHOT'O YJTAHOBA HU3A (G, )peN- 34TO MOMPAB/HAMO YCIO0B Ha caenehn naunn:

(na npumep M = ) TakBo ja ce y unrepsaiy (@ — M,a + M) nanasu uajsuine
Ba cako M > 0 nocroju Geckonauno MHOTO GpojeBa N TakBux naa je |a, — 1| < M
WM, €KBUBAJEHTHO, Jia ce y cBakoj] M-okoyimHu Tadke 1 Hajasm ce OECKOHAYHO
MHOTO 4jiaHoBa HU3a (a,)nen. OBaj ycioB je morpebaH, aau Huje J0BoJbaH. Hbume
CMO JeJTUMHUYIHO OIHUCAJH ,, TOMHJIabe’ WIaHOBa HHU3a OKO Opoja 1, aam ce HHCMO
o6e3benmu 1a je 6poj 1 jequnu ca TOM OCOOGHHOM, IITO Y CJIy4ajy HU3A (Gp)neN
OYMIJIE/THO BAsKHU. 3a PA3JIUKY OJ HU3A (a4, )neN Y KOME Ce WIAHOBH HU3A ,, TOMUIA]Y”
OKO jejiHe TayKe, HU3 (Cn)nEIN UMa, JIBe TaKBe Tadke. Y CBakOj M-0KOIMHH Taduke —2
HaJla3u OECKOHAYHO MHOIO 4/JIaHOBA HU3A (Cp)pew My CBakoj M-okosmHu Tadke 2
Hasla3u 6ECKOHAYHO MHOTO YJIaAHOBA HU3A (Cp)neN, & 38 HU3 (Cp)peN HE MHCIUMO /1
Texku OPojy —2, HUTH MuUcCIUMO na Texku Opojy 2. Curyammja je jorm ropa kajia
ce ocMarpa HU3 (Y, )nen. V13 ocobuHa cuHyca ciegm Ja Kako roj u3abepeMo 6poj
r € [—1,1], y cBakoj M-okonuuu Gpoja r MMa GECKOHAYHO MHOIO YIAHOBA HU3A

nnen. OBa HHTYHIT]a ,, HATOMIJIaBama 3aciayzKuje 1a ce popMaausyje.
S 9

Hedununuja 7. Heka je a € R. Kaxemo ga je a Tauka Haromuiasarba HU3a (T, )neN

ako ce y cBakoj M -okonnmHM Tauke a Hanasu 6ECKOHAYHO MHOIO YNaHOBa HN3a (Ty,)neN.

Jlema 2. (1) Ako je Hu3 (x,)n,en Heonagajyfin 3a JOBOJBHO BENNKO 7, 4 MY je Tayka

Haromunasara n b < a, onga b He moxe 6Ty Tayka Haromunasara HU3a (Tp)nen.



(2) Axo je Hu3 (x,,)nen HepacTyhin 32 JOBOJLHO BENMKO T, 4 My je Ta4yka HaroMuiaBarba

n b > a, onga b He moxe 6UTU Tauka Haromunaearba HM3a (T, )neN.

Hoxka3. (1) Hexa je M = 2. Taga cy M-okoiune tauaka a u b AuCjyHKTHe.
Heka je ng munumywm ckyna {n|z, € (a — M,a + M)}. C o63upom na je uu3
(Zn)nen Heomamajyhin 3a cBako n > ng, Baxkuhe T, = T,,. OBO, y3 dnmeHyiy Ja je
Tpy € (a—M,a+ M) u na cy M-okonune Tadaka ¢ u b qucjyatae u 1a je b < a, 3a
HOCJIeTUITY JIaje Jla 3a CBaKO 1 > Mg WiIaH T, He MoxKe outu y M-okonunu tadke b.
Jaxne y M-okonuuu Tauke b je HajBHIe KOHAYHO MHOIO Tadaka HU3a (T )nen, 1A
b He MOXKe OMTH TauyKa HAPOMUIABAHA HU3A (T )pen. JIPYTH JI€0 JeMe ce CIUIHO

JIOKa3yje. 0

JlupekTHa moc/ieuIa mpeTxogHe jgemMe je ciejaehe TBpheme.

Teopema 1. MoHOTOH (32 [OBO/LHO BEAMKO 7) HM3 HE MOXE UMaTU BULLIE Of jeaHe

Ta4Ke HaromMmwiaBatba.

Hoka3z. Ceohemem na konTpajuknujy hemo mokasaru ga MOHOTOH HU3 (T, )neN HE
MOZKE MMaTH BHUIIE OJ1 jejIHe TauKa HarOMUJaBamba. 3aT0, HPeTIoCTaBUuMO Ja Cy ¢ U
d Tauke HAroMuJIaBama HU3A (T, )neN U J1a je ¢ > d. Ako je Hu3 Heonagajyhu, onga
o jiesty (1) eme 2 3a a = ¢ w b= d, cnequ na d Huje TauKa HATOMUJIABAHA, MITO je

y MPOTBPedjy Ca MPEeTIOCTABKOM Jia CY U ¢ U d TaYKe HATOMUJIABAHA.

Ako je mu3 nepacryhu, onga 1o meny (2) seme 2 3a a = d u b = ¢, cienu ja
C HUje TadyKa HarOMWJIaBama, MITO je y MPOTBPedjy ca MPEeTHOCTABKOM Ja Cy U C U
d Tauke marommiaBara. Jlakje, mpermocTaBka ja HU3 WMa BUINE OJ] je/IHE TadKe

HAroMuJIaBamba je HeOIPKUBA. U

Bpatumo ce Ha HE30Be U3 npuMepa. Jlakie, Tauke HATOMUJIABAHA HU3A (Cp)neN
cy Tauno O6pojeBu —2 u 2, 10K je [—1,1] ckyn Tavaka naromminasama Hu3a (Y )nen-
3a pas3/iuky o1 ibuX, HU3 (A )peN MM TAUHO jeJIHY TauKy Haromuiasatma 1. Moxkemo
3aKJ/ByUUTH Ja je YCJIOB Jla HU3 UMa CaMO jeJHY TauKy HAarOMUJIaBama MmoTpedaH jia
OUCMO PeKJIH JIa HU3 TeKU TOj TAa4KU HAroMuaaBama. ako npumep Hu30Ba (ay, )nen,
(Cn)nen M (Yn)neN Cyrepuile ja je Taj ycJoB JOBOJbAH, Kaja y aHaau3y IpobseMa
YKIBYunMO HE3 (d,, )peN BHIUIMO Ja TO HEje T0BOJHO. Hanme, ako je n memapas 6poj,
Jnakse obsimka 2k — 1 3a meko k € N, ouzga je d, = dgk,l = % - Heka Je M > 0.
Venos doj—1 € (—M, M) je exBuBanentan ycuosy 57— < M, a tame u 57 + 5 < k.
Kako nocjieimy Heje HaAKOCT 3a/10BOJbaBa DECKOHAYHO MHOT'O ITPUPOIHUX 6pOJeBa k,
a 3a cBakm Takas 0poj je dox_1 € (—M, M), 3ak/byuyjemo ja nocroju GeCKOHAIHO
mMHOTO utanoBa Hu3a (d,),en Koju cy y M-oxommum tauke 0. Kako To Baku 3a
ceako M > 0, 3akspyuyjemo Jja je 0 rauka nHaromunasama Husa (d,),en. Huje re-
MTKO TTPUMETHUTH JIa 38 CBaKM JPYTHU peasan Opoj a moctoju merosa M-okKonHa Koja
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CaJIpKM HajBUIIe KOHAYHO MHOTO 4wianoBa Huza (d,)nen. Jdakie, au3 (d,)nen uMa
TAYHO jeJHY TauKy HAlOMUJIABaI-a M TO je Hy/a, aad He MOoxKeMo pehm jga Hus re-
KM HYJIM Ka/i Ha [laMeTH UMaMo Jia ce IMapHu 4JaHOBHM HU3a y/asbaBajy oj opoja 0.
Jlakjie, onmucaam MO KaKO TAYHO JIa PA3JUKYjeMO HU30BE Kao ITO je (Gp)neN O
HHU30Ba Ka0 1TO CY (Cp)neN U (Yn)neN, &TU JONI HUCMO ONHMCAJN KAKO TAvHO Ja
pa3/IMKyjeMO HU30BE KA0 MITO je (ay)pen O HH30BA Kao mrTo je (d,)nen. Taxsy
CUTYaIUjy MOXKEeMO IIOIpaBUTU TuMe ITo hemo pehm na ce Ban cBake M-okojuHe
6poja 1 Hasa3n HajBUIIe KOHAYHO MHOTO 4JIaHOBA HE3A (@, )neN.” OBakBa dopmya-
[1ja Yy HOTIIYHOCTH ONUCYje MHTYUTUBHY MpeJCTaBy KaJla HEKH HU3 TEKH Ka HEKOM
6pojy u HU3 (Gp)neN PA3ABAjA OJ HA30BA KAO MTO €Y (Cp)neN, (Un)neN, (dn)nen u
(bn)nGIN-

Hedbununuja 8. Kaxemo ga Hus (z,),en Tex1 6pojy a € R unu ga koHeeprupa ka
a € R, ako ce BaH cBake M -okonnHe bpoja a Hanasm HajBuULLIE KOHAYHO MHOIO Y4J1aHOBA

Huza (z,)nen. Kaxemo n ga je 6poj a AMMeC nam rpaHnua wanM rpaHnyHa BPEeHOCT

HU3a (Z,)penw W nuwemo limz, = a. VY Tom cnyyajy kaxemo ga je Hu3 (Zp)nen

KOHBEPreHTaH. 3a HU3 KOjU HNje KOHBEPreHTaH, KaXKeMO [a je ANBEPreHTaH.

Hamomena 1. ExkBuaneHt gecdunnymje lima, = a je:

e 3a ceako M > 0 noctoju ny Takeo Aa je a, € (a — M,a + M) kag rog je
n > ng, Tj.

e 3a ceako M > 0 noctoju ng TakBo aa je |a, —a| < M xag rog je n > ny.

Horamuja 1. Ocum o3nake lim a,, = a, KopucTe ce joIn O3HAKE:
e a, —a,
e lim a,=a,

n—-+o0o

® a4, —a, N—+00HU
® a, = a

n——+0o0

IIpumep 2. (1) Bpoj a je rpanuma Hu3a KOMe je CBAKH 4JiaH jeHAK OPOjy @, Tj.
lima = a. 3auncra, Kako je 3a CBaKO N UCIYHEHO T, = G, OHJA C€ Y CBAKOj
M-okosmnu 6poja a Haja3e CBU 4iaHOBU HU3A (T,)nen, Ha je limz, = a.

(2) lim% = 0. To ciean u3 unmbennie ja 3a ceako M > 0, nmocroju® npuposan
6poj no > 15 (o Moxke GurH 6110 Koju npuposan 6poj sehn ox [+7]). Ako
je r, = %, ouga je 0 < z, < M wucnymeHO 3a CBaKO 1 > Mg, 1a Cy BaH
M oxomune tauke 0 camo Heku O {X1, T2, T3, ..., Ty, }. Jlakiie, 3a cBaky
M-oxommuy Tauke () BayKu Ja je BaH e HAjBUINEe KOHAYHO MHOTO WIAHOBA

usa (T, )neN, O 10 Aedunnumjn 3uaum aa je limx, = 0.

2Hapasuo, taga he y cBakoj M-okounte 6poja 1 GuTn 6eCKOHAUHO MHOIO WIAHOBA HHU3a (an)nen-
3 ApxumesoBo CBOjCTBO



(3) lim(a+ %) = a. CAMYHO KAO MAJIONpe, U3 IHHEHNUIE 1a 3a cBako M > 0
nocToju upupogan 6poj ng > 17, 3aK/bydyjemo aa |z, —al < M kax rox je

n > ng, mro no geburnnujn (Hanomena 1) 3uaqn jga je limx,, = a.

Huje remko dopmyaucarun c¢BojcrBo Koje he mHuzoBe (by)penw u (b))nenw rae je

b, = —b, 3a ceako n € N, pasmukoBatu ox HU30Ba (Ap)neN, (Cn)neN, (dn)nen H

(yn>n€IN-

Hedbununmja 9. Kaxemo aa je +00 rpaHnua Husa (T,),en WM ga je +oo numec
HU3a (T )neN WM Aa T, TEXN Ka +00 1 nuwemo lim z,, = 400 ako ce 3a ceako K € R
BaH nHTepsana (K, +00) Hanasm HajBMLIE KOHAYHO MHOFO YNaHOBa HU3A (Tp)neN.

Kaxemo ga je —oo rpaHmuya Hmsa (T,)peN WIn ga je —o0 AUMEC HU3a (T )peN WA
fa X, TeXu Ka —0O 1 nuwemo lim x,, = —oo ako ce 3a ceako K € R BaH untepsana
(—00, K') Hanasn HajBMLIE KOHAYHO MHOrO 41aHOBa HM3a (I, )nen. Y Clydajy Kaga je

T, TEXN Ka +00 WIN T, TEXN Ka —00 KaXeMO fia Hu3 (T, ),en oapeheHo anseprupa.

Hanomena 2. EkBuBanenT gedbunnymnje lim x,, = +00 je:

e 3a ceako K € R noctoju ng Takeo ga je =, € (K, +00) kag rog je n > nyg, Tj.

e 3a ceako K € R noctoju ny Takeo aa je =, > K kag rog je n > ny.
CnnuHo, ekBuBaneHT gedpuHuyumje lim z,, = —oo je:

e 3a ceako K € R nocrojn ny TakBo ga je x,, € (—oo, K) kag rog je n > ny, Tj.

e 3a ceako K € R noctojn ng Takeo ga je x, < K kag rog je n > ny.

ITpumep 3. (1) limn = 4+o00. Heka je 2, = n. 3a ceako K mnocroju* npuponan
6poj no > K (ng moxe 6uru 6usto koju npupogan 6poj sehu ox [K]). Tazxa
3a CBaKoO N > ng Baxn K < x,, mro no gedununmjn (Hanomena 2) 3Hadu
na je limx, = +o00.

(2) lim(a — n) = —oo. CanvHO Ka0 y MPETXOAHOM HPUMEPY, TO CJIETH U3
YHbEHUIEe J1a 3a cBako K mocToju mpupogaH Opoj ng > a — K. Tana,
AKO O3HAYUMO Ca T, HU3 G — N, 34 CBAKO N > Ng Baxku T, < K, mro 1o
nedbunnnmjn (Hanomena 2) 3naun ja je limx, = —oo.

(3) lim(a + % —n) = —oo. Hexka je K 6uyio koju peasian 6poj u Heka je ng >
[a+1—K]. Ao jen > ng, tanajen >a+1— K, majea+1—n < K, mro
v3 a+%—n<a+1—n;1aje a+%—n<K, Tj. =, < K. 3akmpydyjemo

Ja je limx, = —oo.

Yumenuna 2. 13 jgedununuja 7, 8 u 9 qupekTHO ciiejiu:
e ja a € R nuje rauka HaromuiaBama HU3a (T, )peN AKO M CAMO aKO MOCTOjU
M-oxkommHa, TauKe a Koja CaJAPYKU HaJBUIIE KOHAYHO MHOIO 4/IaHOBA HU3A
(xn)nelN;

4 A pxuMesoBo CBOjCTBO
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e 1a a € R uuje rpanuna uusa (,)men aKO U caMo ako mocroju M-okoauHa
TauKe a BaH KOje MOCTOju GeCKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (Tp)neN;

e Ja +00 Huje rpaHuna HU3a (T, ),eN aKo u camo ako nocroju M € R rakso
Ja je Ban unrepsasia (M, +00) mocroju GECKOHAYHO MHOIO Y/IAHOBA HHU3A
(l‘n)nE]N;

e Jla —OO HHUje IrpaHuna Hu3a (T,),en ako u camo ako nocroju M € R rakso

Ja je BaH mHTepBasa (—oo, M) mocroju 6eCKOHAYHO MHOIO YJaHOBA HHU3a

(Tn)nen.

YumeHnna 3. AKo je HU3 orpaHMYeH 0403ro, oHAa My 400 He MOXe BuTu rpaHuua.

Cnn4Ho, ako je HM3 OrpaHMyeH 040340, OHAA My —OO He MOXe bUTu rpaHuua.

OBa uumeHuna CJejn JUPEKTHO U3 JeduHUIK]ja OrpaHuYeHOr 010310 HU3a, Tj.
npeTxojHe dnmheHure. AKo je Hu3 orpanmden o103ro, ouga mocroju M € R rtakas
Jla je cBakm 4jiaH Husa y uHrepBanay (—oo, M). Tana je san unrepnasa (M, +00)
GeCKOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HU3a (3AIBABO CBH), A 400 HUje TpaHuIa Huza. CIaumaHo

ce pe3oHyje y caydajy HA3a OTPaHMIEHOT OI03]10.
Teopema 2. Hus He MoXe nmaTn BULLE Of jeiHE TPAHNYHE BPEAHOCTH.

Hoxa3. [Ipso hemo nokazaru jla HU3 He MOYKe UMATH JiBe KoHauyHe rpanuie. Heka je
limz, =a € Rubec R\ {a}. Uzabepumo M = @ Tana cy M-oxkoiune 6pojesa
a u b pucjyukrae. Ilo pedunnnmju, ¢ 063upom jga je a rpanuna Husa (T,)en,
BaH eHe M-OKoMHe ce HaJa3u HajBHIlEe KOHAYHO MHOIO WIaHOBa HU3A (T )neN,
oflakyie ciaeau Ja ce y M-oKoJMHEH Tadyke @ HaJWa3uw OECKOHAYHO MHOTO UJIAHOBA
Hu3a (2, )nen. C 063upom na ¢y M-okomune 6pojeBa a u b JUCjYHKTHE, CBAKH WIAH
HU3a KOju ce Hama3um y M-okonumHu Tadyke a je BaH M-okonune Tadke b, ma BaH
youene M-okonune Tauke b 1ocorju GECKOHAMHO MHOTO YJIAHOBA HU3A (T, )peN, HITO
10 pedunnnmjn 3uaau ga b Huje rpanuna Husa (T,),eN. YIPABO CMO MOKA3AIH J1a

HU3 HE MOZK€ MMaTH JIB€ KOHaYHE I'PaHUYIHE BPEIHOCTH.

[Toka:kMMO caJ J1a HU3 He MOYKe MMATH jeJHy KOHAYHY M jeJHy OeCKOHauHy
rpanuiy. Heka je limz, = a € R u neka je K = 1+ |a|. Taza cy l-okonuna
tauke a u uarepBanu (—oo, —K) u (K, +o00) mucjynkrau. Kako je a rpanuma Huza
(Zn)nen, TO Ce BaH WeHe 1-OKOJIMHE HAJNA3W HA]JBUIIE KOHAYHO MHOTO WJIAHOBA HHU3a
(Zn)nen. Jdaxne unrepsain (—oo, —K) u (K, +00) cajprKe HAjBUIIE KOHATHO MHOTO
WIAHOBA HU3A (T )neN, 114 C BAH CBAKOD O/ IbUX HAIA3U DECKOHAYHO MHOTO 4JIAHOBA
HU3a, TITO 10 JepUHUNK)U 3HAYN Ja HUje Hu lim z, = —oo uu lim x,, = 400.

Jequnu mpeoctao ciaydaj je ga je mcroBpemeno Oyze limx, = —oo u limz, =
+oo. Taga 6u 3a ceako K € R u Ban unrepBana (—oo, —K) u BaH uHTEpBasa
(K, +00) 6u10 HajBUIIE KOHATHO MHOTO YJIAHOBA HU3A (Ty, )neN, MITO OU 3HATUIIO 1A
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HU3 (T )peN UM CAMO KOHAYHO MHOTO YWIAHOBA, Tj. Ja MMa CaMO KOHAYHO MHOTO
npupoanux opojesa. Konrpaaukmuja!

YVipaBo cMO 1HOKa3aJ/iu Jia HU3 HE MOYKE UMATHU BHIIE O] je/[He I'DAHUIE. 0

Hedbunnmmja 10. Kaxemo ga Hu3 a, HeoapeheHO AuMBeprupa ako He KOHBEPrupa u

ako He ameeprupa ogpeheHo.

HuzoBu (¢y)neny 4 (Yn)new Heompeheno mmeeprupajy. He mory auepruparu
1
29
oHza ce y cBakoM o unreppaia [ = (—2— 1, =24+ ) u [, = (2— 3,2+ 1) nanasu

onpeheno jep cy orpannuenun. IIIto ce nuza (¢,)nen Tuue, ako usabepemo M =

GECKOHAYHO MHOTO 4jlaHoBa Hu3a (¢, )nen. C pyre crpane, Kako roj ja usabepemo
1
29
3ajeIHIYKNX eJleMenHarta ca Gap jexnum o maTepsana I m I,. Axo je J NI = (),

6poj ¢ € R mwerosa M-okosmmna 3a M = 5, 1j. unrepan J = (¢ — %,c + %) HEMa,
OHJ/Ia OHUX OECKOHAYHO MHOIO WJaHAOBa HU3A (Cn)neN KOjU ce Hamaze y I; Mopajy
ouTu BaH J, Ia HUje HCIYIHEHO Ja ce BaH cBake M-okoauHe Opoja ¢ HaJIa3W caMo
KOHAYHO MHOTO YIaHOBa HU3A (¢, )nen. Jakie y Tom ciyuajy 6poj ¢ He MoxKe GuTH
rparuna Hu3a (¢, )pen. CuuHO Bazku u y caydajy kamga je J NI = (0. Jlakmre, un3

(Cn)neN HUje KOHBEPTEHTAH.

Couuno Hu3 (Y, )new HUje KoHBeprentan. OrpaHudeH je jep 3a CBaKW peajiaH
6poj = Baxku |sinz| < 1, a Tume je 3a cBaku npupojan 6poj n ucnymeno |y,| < 1.
Jakne (Yn)new HE MOXKe Ja auBeprupa ojapelheno.

Heka je r € [—1,1]. Bpoj r me mMoxke 6utu rpanuna Hu3a (Y,)nen. 10 cienn
u3 caeneher pesonoBama. Axko je r = 1 mzabepumo M = % Tana cy M-okonuna
opoja —1 u M-okonuna 6poja r = 1 aucjyHKTHe, a ¢ 003upom jga M-okoauHa 6poja
—1 cagpzku GECKOHATHO MHOTO WIaHOBA HU3A (Y )neN, 3aK/bydyjeMo jga ce Ban M-
OKOJIMHE Opoja T HaJa3u GECKOHAYHO MHOTO YIAHOBA HU3A (Yn)neN, & TUME M Ja T
He MOzKe GuTH rpanuua Hu3a (Yn)nen. Ako je r # 1 usabepumo M = 5. Tana cy
M-okosiuna 6poja 1 u M-okosuna 6poja r IucjyHKTHE, 11a ¢ 003upom ja M-okoanna
6poja 1 cajap:ku GECKOHAYHO MHOTO YIAHOBA HU3A (Yn)neN, 32K/BYIYjEMO Ja C€ BaH
M-okonune 6poja r Hajia3m GECKOHAYHO MHOIO WiIaHOBA HU3A (Y, )nen, & TUME H
Ja T He MOXKe OuTH rpaHuna Hu3a (Yn)nen. Jlaxiae (Y,)nen HUje KOHBEPIEeHTAH.
C ob63upoMm j1a cMo Beh mokasanaum m Ja He JuBeprupa ojapeheHo, 3aK/bydyjemMo 1a
JuBeprupa Heoapehemro.

Ono mro je ,,cmerano” Hu30BUMa, (Cp)neN U (Yn )neN /1@ UMAjy IPDAHUILY j€ Tube-
HUIIA Jla UMajy BHIIIE O] je/iHe TadkKe HaroMu/aaBama. 10 je uckas ciejehe teopeme,
KOJjy JIOKa3yjeMoO pe30Hyjyhu CJAUYHO KAao MITO CMO PE30HOBAJIM KaJla CMO MOKa3ajIu

J1a HU30BH (€ )neN ¥ (Yn)new HEMAJY TPAHUILY.
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Teopema 3. Ako je HU3 KOHBEPreHTaH, OHAA OH MMa TaYHO jeaHY Ta4yKy HaromuaaBaba
1 TO je rerosa rpaHmua. Ako je HU3 ofpeleHO AMBEpreHTaH, OHAa OH HeMa Tayaka Ha-

roMmmnjaBatba.

Hoxka3z. Pazmorpumo npso ciyuaj limz, = a € R. [lo nedununuju, Ban cBake M-
OKOJIMHE TauKe @ Ce HaJIa3W HajBUIe KOHAYHO MHOIO YJAHOBA HU3A (T )ncN, Na Ce
y cBakoj M-OKOJIMHE TadKe ¢ ce HAJTa3u GeCKOHAYHO MHOIO WIAHOBA HU3A (T )neN-
Jakiie, a jecre rauka HaromuiaBama. Heka je b € R\ {a} u neka je M = @ TaIa
cy M-okonuue Tayaka @ u b JUCjyHKTHE U TOIITO je @ TPaHUNa Hu3a (T )neN, OHIA
ce BaH meHe M-0KomHe, 3a CBAKO, & TUMe U 33 youeHo M, HaIa3u HAjBUIIE KOHATHO
MHOT'O 4/IaHOBA HU3A (T),)neN, WITO 3HAYM Jia ce y yodeHoj M-okojuHu tavke b He
MOZKe HAJIa3uTH OECKOHAYHO MHOTO 4JIaHOBA HU3A, (T, )neN, N b HE MOKe OUTH Tauka
HATOMUJIABAMbA HU3A (T )peN. Y IPABO CMO MOKa3aJu Jia ako je limz, = a € R, onga

je a jeamHa Tauka HATOMUJIABaMA HU3A (Tp)neN-

Heka je ¢ € R. Axo je limz, = 400, onga, no medunumuju, 3a ceako M € R
Ban (M, 400) ce Hasa3u HajBUIE KOHAYHO MHOIO WIAHOBA HU3A (T )nen, na he
1o Baxkutu u 38 M = c+ 1. Taua je y l-okosimHu Tadke ¢ HajBuIlle KOHAYHO
MHOTO YJIaHOBA HU32A (I )neN, 1A My C HUje Tadka HaroMumiaBarba. CJMYHO, aKO
je limz, = —oo, onga ce Ban (—oo,c — 1) ce Hajia3u HAjBUIIE KOHAYHO MHOIO
wjianoBa Hu3a (Tp)nen, 1A he y 1-okosmHM Tauke ¢ OUTH HAjBUIIE KOHATHO MHOIO
WIAHOBA HU3A (Ty,)neN, OJAKIIE CIEJH Ja ¢ HUje TaYKa HArOMUJIABAA HU3A (Ly )neN-
VipaBo cMo OKa3aJu Jia HEjeJIaH peasaaH Opoj ¢ He MOKe OMTH TauKa HarOMIIaBarbha

onpeheno guBepreHTHOr HU3A. 0

KonTtpamnosumnuja nperxoaHor Tephema je ciaeaeha mocsieauna

Ilocnenuita 1. AKo HU3 NMa BULLE Of jeAHe Tayke HAaromMuaaBakba OHAA HeMa JIMMeC.

HOKaBaI[I/I CMO Jla aKO HU3 KOHBEPIrupa, OH/Ja UMa Ta4HO Je,ZLHy Ta4dKy HalroMu.jia-
Bama. Jla 0OpHYTO, He MOpa Ja BaxKu nokasyje npumep uusa (d,)nen. OH nma
TAYHO jeJIHy TAauKy HaromMmaaBamba, 1o je 6poj 0. Mebhyrum (d,),en HUje KOHBEp-
reHTaH, jep ce MapHu YWIAHOBH ,,yiasbaBajy’ oj 6poja 0, ma Ban cBake M-okojnne
tauke () nma GECKOHAYHO MHOTO Y/JIaHOBA HU3A, Te jeJMHA TaYKa HATOMUJIaBaFha HE
Mozke Gutu rpanuna Husa (d,),en. Takobe, Hujegan apyru peasan 6poj He MOKe
6uru rpannna Husa (d,)neN, jep 61 OHJA, TO Teopemu 3, Taj Opoj OUO jeJuHA TauKa
HAaroOMHJIaBamba, na 6poj 0 He OM OMO TavyKa HArOMUIJIABaha, IITO je y MPOTHBPEU]jy ¢
queHuIoM Ja je 0 Tauka HaromuiaBamwa. OHO mTo ,,cmera” Husy (dy, ),en 18 Oy/ae
KOHBEPIeHTAH, je MITO, MaKO HEeNAPHU YjIaHOBU Texke Ka 0, mapHu Texe ka +00, a

tume je au3 (d,)nen meorpannven. O tome roBopu caeneha Teopema.

Teopema 4. (1) KoHBeprenTaH HM3 je OrpaHmyeH.
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(2) Ako Hekn nHTepBan cagpxm 6eCKOHa4YHO MHOIO YIaHOBA HN3a, OHAA HU3 Y TOM
MHTEPBaJly MMa Ta4yKy HaromMuiaBamba.

(3) Orpatunuen Hu3 nma bap jegHy TauKy HaroMunaearba.

(4) Ako je HMN3 OrpaHNYeH N MMA TAYHO jefjHY TayKy HaroMuaaBarba, OHAQA je KOH-

BEPreHTaH M rpaHula My je Ta Ta4ka HaroMuaaBama.

Hokas. 1. Heka je limx, = a € R. Heka je M > 0 6uno koju 6poj. 13 nedbunu-
nuje JMMeca Hu3a cJeau Ja ce BaH uHTepBasa (a — M,a + M) Hanasu najBuiie
KOHAYHO MHOIO 4IaHOBA HHU3A (T )nen. AKo Ban uaTepBana (a — M,a + M) nema
WIAHOBA HU3a, OHJA je Hu3 orpaHumveH 6pojeM K = max{|a — M|, |a + M|}. TIper-
10CTaBUMO J1a Ban unrepsana (a— M, a+ M) numa wianosa nusa (, ),en. Heka cy To
Tnyy Trgs Tngs - - - Tny. - Heka je K = max{|a—M|, [a+M]|,|Tn, |, |Tny s |Tnsls - - - s [Tny | }-

Tana je —K < z, < K, miTo je TpedaJio JoKa3aTH.

2. Heka unrepsan [m, M] cagpxun GECKOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HU3A (Tp)neN-
[Ipeosnaunmo Tauke m u M: Heka je K1 = m u Ly = M. Jlaknae y unTepBaay
[K1, L] ce naynasu 6ecKOHAYHO MHOTO 4/IaHOBA HU3A U JlyKuHa uarepsasa [Ki, L1] je
M —m. Hexka je M; = % Tauxa M je cpequmire uarepsasa [Ky, L1]. Bap jenan
on unrepsana [Ki, Mq] n [My, L1] caapxn GeCKOHAYIHO MHOTO WJIaHOBA HU3a jep je
wmUxoBa yauja uarepsai [Ki, L1]. Ako je To [Ky, M;], os3naunmo ca Ky ey rpanuiry
uHTepBaa u ca Lo jecHy rpaHuily mHTepBaJia, Tj. Heka je Ko = Ky u Ly = M.

VY cynpornom, Heka je Ko = My u Ly = Ly. Y cBakom ciydajy, uarepsai [Ko, Lo

CaJIp KN GECKOHAYHO MHOTO WIaHOBA HHU3a W JIYKHHA TOT HHTepBasa je 5. Ako
cMo HacTaB/bajyhu oBaj mocrynak dpopmupanu uarepsan [K,, L,] koju caapxu Gec-
KOHAQYHO MHOI'O 4/IaHOBA HU3A W KOME je JIyZKUHA, %, OH/Ia HA CJIMYAH HAYMH KOH-
crpyumemo uarepsan (K1, L,y 1] Koju cagpxu GeCKOHAYIHO MHOTO “JIAHOBA, HU3A

U KOME je JIyzKUHA % Kounkperno, neka je M, = %

. Bap jeman ox unrep-
sasna [K,, M,] w [M,, L,] canpxu 6eCKOHAMHO MHOTO YJIaHOBA HU3Q, j€P jé HUXOBa
yuuja uarepsan [K,, L,] koju cagpn 6€CKOHATHO MHOTO YIaHOBa Hu3a. AKO je TO
(K, M,], ueka je K,+1 = K, u L,y = M,. Y cynporaom, weka je K, 1 = M, u
Lpi1 = Ly. Y cBakoMm cayuajy, uarepsa [K, 1, Ly11] cajpxu 6ecKoOHAYHO MHOTO
WIAaHOBA HU3a U AyIUio je kpahu ox uarepsana (K, L,] (M, je cpeaummre uatepsaa

[Kn, Ly]). Haxine, ayxuua unrepsaia (K1, Loga) je 2=, Hacrasbajyhn uocry-

aK, MOXKe ce KOHCTpyucaru O0eCKOHaYHA HU3 YMETHYTUX MHTEPBaJia KOjU CajiprKe

0ECKOHAYHO MHOIO 4JIaHOBa HU3a. Baxku

Ki<Koy<Ks3<-- <K, <- <L, <---<L3<Ly<Ly m
L_ —m

_ M
n Kn_ oan

Ckyn A = {K,|n € N} je orpannven 0103ro GUJIO KOjUM €JIEMEHTOM CKyna B =
{L,|n € N} u 06puyTO, ckyn B je orpaHuden 00310 OHJIO0 KOJUM €JIEMEHTOM CKYTIa
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A. Cnemnn ma ckyn A mma cynpemyM, ckyn B nva uadumym u ga je sup A < inf B.

Baxku u Bumre ox Tora.
Baceakon € Nje K, <supA<LinfB < L,.
Oparire caean ga je 3a CBaKO N MCIYHEHO

0<infB—supA< L, — K, ="

Baxmydyjemo® ga je inf B = sup A. Osmaunmo Taj 6poj ca a U IOKaXKHIMO Ja je
TO TavyKa HATOMUJIABama HU3a (T, )nen. Hajope mpumernmo na je K, < a < L.
Heka je € 6us10 koju peasian nosuruBan 6poj. Heka je n nupupojan 6poj takas jia je
2" > sormy- Tana je Mom < £ a tume je u [K,, L] C (a —g,a+¢). C 063upom
na [K,,, Ly,] cagpzxu 6eCKOHAYHO MHOTO 4JIAHOBA HU3A (Ty, )neN, TO ie u (a —¢e,a+¢)
caJipKaTu DECKOHAYHO MHOIO 4JIaHOBA HU3A (T, )peN. YIIPABO CMO MOKA3aJIH, Ja Ma
Kako m3abpayun € > 0 y £-0KOJIMHA Tavyke @ MMa OECKOHAYHO MHOIO WJIAHOBA HHU3A

(Zn)nen, MWTO, TO JeUHANUjU, 3HAYH JIA je ¢ TauKa HATOMIJIABAA HU3A (Ty )neN-

3. Hexka je (z,)nen orpanmuen 6pojem K. Ha ocHoBy mena 2 oBor TBplema,

3aKk/bydyjemo ja y unreppany [—K, K| Hu3 uma tauky HarOMHIaBAbA.

4. Heka je (r,)nen orpanuuen 6pojem K m Heka My je @ jeJuHA TadKa HArO-
MutaBama. Heka je M > 0. Csohemem Ha KOHTpaIuKIMjy, mokasahemo ma ce BaH
M-okosiuHe Tauke a HAJA3W HAJBUIIIE KOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HU3A (T, )neN OJAKIIE
he ciemutu 1a je lim x, = a. /lakie, npernocraBka Kojy obapamo je ja ce BaH HEKe
M-okonnne Tauke a HasIa3n GECKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (Ty)neN. De3 ymambe-
Ba OIIITOCTH MOYXKeMo mpernoctasuru ga je (a — M,a + M) C (=K, K), jep ako
HEje HCIYEeH Taj yC10B, Mozkemo 3amenntn M ca My = i min{M,K —a,a+ K} n
Ta/ia he 6UTH UCIYHHEHO

(1) (a — My,a+ M) € (K, K)

(2) (a — My,a+ M;) C (a— M,a+ M), na cy B 4JIaHOBH HU3a KOjU Cy BaH
(a—M,a+ M) yjenuo u Ban (a — My, a+ M,). lakne, Bau (a — M, a+ M)
ce HaIa3u OECKOHAYHO MHOIO YJIAHOBA HU3A.

(3) (a — My,a + M) camp:ku GECKOHAYHO MHOTO dWIaHOBA Hu3a jep je M-

OKOJINHa Ta4Ke Hal'OMUJIaBalba A.

Haxkige, Baxku —K <a— M <a+ M < K, a tume u
[-K,K]=[-K,a—M]U(a—M,a+ M)U[a+ M, K].

Kaxko cy cBu wianosu uusa y unrepsany [—K, K] (jep K orpanuuaBa HU3) u

Kako BaH mHTepBana (a — M,a + M) nva GeCKOHAYHO MHOTO WIaHOBa HU3a (TO je

5ApXI/IMe,ZLOB TIPHUHIAT
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IIpeTIocTaBKa II0 KOjoM paauMo),® 3ak/bydyjeMo a ce y 6ap jeJHOM o MHTepBaJIa
[-K,a — M] u [a + M, K| nanasun GeCKOHAYHO MHOTO WiaHOBa Hu3a. [lo jery 2
osor Tephema caean ja cy y [—K,a— M|U[a+ M, K| nana3u rauka HaromujiaBama
Hu3a. OHa je 0YuIIeIHO PA3IUIUTa OJ1 TAYKe a, IITO je Y HPOTUBPEU]Y Ca YCJIOBOM
TBphema 1a je a jemHa Tavka HArOMUJIABama (I, )nen- Jlakie, mpeTmocTaBKa aa
noctoju M-okoiMHA TavyKe ¢ BaH KoOje ce Haja3u DECKOHAYHO MHOTO Y/JIaHOBA HHU3A
je HeoJpzKMBa, Ia BayKM IbeHa Heranuja: Ban cBake M-oKo/inHe TadyKe a je HAjBUIIE
KOHAYHO MHOT'O WIAHOBA HU3A (T )neN. 10, MO JedUHANMjH, 3HAYHN Ja je a IPAHUIA

Hu3a (T )nen- O

Teopema 5. MoHOTOH (32 4OBOJLHO BESIMKO 7)) 1 OFPAaHMYEH HU3 je KOHBEPreHTaH.

Hoxka3z. Heka je (2,)nen MOHOTOH M orpannven Hu3. [1o reopemu 1 vu3 (2,)nen, €
003UpOM J1a je MOHOTOH, MMa HAjBUIIE jeJHYy TadKy HaromuaaBama. C 003mpom ja
je orpannves, mo geny (3) reopeme 4, HU3 (T, )nen UMa 6ap jeIHY TAYKy HANOMUJIA-
Bamba. 3aK/byqyjeMo jga Hu3 (I,)peN MMa TATHO jeqHy Tauky Haromuaasama. Cas,

o jiey (4) reopeme 4, cienn Ja je Hu3 (&, )pcN KOHBEPI€HTAH. O

Teopema 6. Ako je HU3 (,)ncn OrpaHuyeH n Hepactyhin nodesBwmn og mg, oHAa je
limz, = inf{z,|n > ne}. Ako je Hu3 (z,),en OrpaHnyen n Heonagajyhiu noyeswn og

no, onga je limx,, = sup{z,|n = no}.

Hoxkas. Heka je (7,),eny HepacTyhu noveBniu oj HEKOT 1y U HEKA je OTPAHUYEH
onoszno. Tama ckyn A = {z,|n > no} uma uadumym. O3nauumo ra ca a. Tajga 3a
CBaKO N > Ny BaXKU T, > a. AKO je T,, = a 3a HEKO Ny = Ny, OHJIA je, ¢ 003UPOM 12
je Hu3 (,)nen HepacTyhn moueBmm o1 HEKOT Ng U JIa 38 CBAKO N > Mo BAKH Ty, = «,
HCIYEREHO T, = @ 3a CBaKO n > np. Taja je a rpanuma Husa (T, ),eN jep ce y CBAKO]
M-okoymnn 6poja @ Hajla3e CBM CeM €BEHTYAJHO NPBHUX 1] WIAHOBA HU3A (Ty)neN-
3ar0 HpeTmocTaBuMO J1a HU 3a JeJIHO N > Ng He BaxkKu T, = a. Tajga he, ¢ 003upom
Jla 32 CBaKO M > Mg BaXKU T, > @, 32 CBAKO N > Ny BaXKUTH T, > Q.

Axko 6m 3a Heko € > 0 BaxKmJIO J1a cy cBU ejeMenTn ckymna A sehu o1 a + €, onja
ou a + € 6mra muHOpaHTa ckyma A Beha ox madumyma, mTo je Hemoryhe jep je 1mo
jgedbununyju, nudpuMmyM Hajpeha MuHOpaHTa, Ia 3akK/bydyjeMo Jia 3a cBako € > 0,
nocToju ejxeMeHT ckyna A y uarepsany |a,a + ¢). Heka je To x,,. Baxn z,, > a.
Jame, 3a € = T, — a TOCTOjU ejeMeHT ckyma A y uHTepBany [a,a + 1) jep 6u
y CyUpOTHOM a + £ 6usia MuHOpaHTa CcKyia a Beha oj undumymyma. Heka je o
Tp,. Baxu z,, > x,, > a. Ilpumerumo ga cy Taga u x,, U T,, y UHTEPBAILY
[a,a + ¢). Tasme, 3a €9 = T, — a MOCTOju eneMenT cKyna A y uarepsany [a,a + £3)
jep 6u y cynpoTHOM a + £9 OuIa MUHOpaHTa CKyma a Beha o mndumymyma.. Heka

by xumoresa kojy emuMo 1 060pUMO CBOGEMmEM Ha KOHTDPAIHKIIN]Y
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je T0 Tp,. Baxu x,, > x,, > z,, > a. llpumernmo ma cy Ttajga u T,, U T, H
Tp, Y MHTEPBATY [a,a + £). Ha oBaj HAUMH ce OUpa HU3 eJIeMEHATA T,, > T, >
Tpy > -+ > Ty, > -+ > a ckyna A Koju ¢y y uHrepBaiy [a,a + €2). Yupaso ¢Mo
HOKa3aJIM Jia Y HPOU3BOJ/bHO] €-OKOJIMHU TadyKe @ UMa OECKOHAYHO MHOT'O 4/IaHOBA
Hu3a (T, )nen, Ma MY je @ TauKa HAarOMUJIaBama. Kako je KOHBEePreHTOM HU3Y jeJnHa
TavuKa HArOMUJIABaba YjeJHO W IpaHuIa, 3ak/bydyjemo aa je limx, = inf{x,|n >
TL()}.

CamuHO ce TOKasyje jia ako je Hu3 (T,)nen Heomaaajyhu modeBHIH OJ] HEKOT 7

U ¥ aKO je OrpaHUYeH 0JI03r0, OHJa My je sup{x,|n > ng} rpanurna. d

Y Be3u ca TaukaMa HaroMmJjIaBamba je TojaM MOTHU3A.

Hedununmja 11. Heka je (ng)renw cTporo pactyhiu Hu3 npupogHux 6pojeBa n Heka
je (n)nen HM3 peanHux 6pojeBa (MM HWM3 MaTpuMuUa, HU3 KOMMNEKCHUX BpojeBa, HK3

dyHkyuja...). Taga je Hu3 (Yx)rew ogpeher ca
Yp = Tp,, 3a cBako k € IN

nogHM3 HN3a (T )neN.

Horanuja 2. VYmecto ga nuwemo ,,yr, = Z,,., 3a ceako k € IN" n kaxemo pga je
k
(Yr)kew nogHu3 HM3a (,)nen, Yewhe kaxemo fa je (T, )kew NOAHW3 HN3A (Tp)neN W

HaBOAWMO CaMO OMLUTU YNaH Ty, .

2k+1

Ha npumep, ako nzabepemo ja je ny = 2k, onjia 1o06ujamo ja je an, = dgp, = “of
n+(=1)"
n

[OIHU3 HU3A @, = . Yemhe numemo aq,, = % YMECTO Gop = % Taxkobe

06ujaMo 11 je by, = 2n—4n? noxmms muza b, = n—n?, 12 je o, = 5o MOTHU3 HU3A

2n+1
2n(—1)"

Cn = n+1

, 1a je ds, = 2n noanus Husa d, = nD" uoa je Yo, = 0 nmojiHU3 HU3A,

nm

Yn = sinTr. Axo mzabepemo japyru pacrtyhu nus npupoaunx Gpojesa, pobuhemo

Japyraduje moman3oBe. Ha mpumep, ako m3abepemo ja je np = 2k — 1, onga hemo

2n—2 nt(=1)"

_ . _ 2
Se—] IOJIHU3 HU3A Ay, = ———, Ja je by, | = 6n — 2 —4n

JIOOUTH JIa je Aop_1 =

b, = 2 : _ 1-2n _ 2n(=D1)" .
nogENs HU3a b, = n —n°, ga je ¢y, = . MOMHU3 HH3A ¢, = — 7 —, Ja je

dyp-1 = 32— nommms mm3a d, = nY" u na je ys,-1 = (—1)""! nonHus Huza

Yn = Sin .
Cnununo, ako uzabepemo na je ny = 4k — 1, ouma hemo mpobutn na je Y4, 1 = —1
T
1I0/IHU3 HU3a Yy, = Sin r.
Bupame Hu3a 1y HUje yBEK MPABHJIHO, KA0 Y MPETXOJHUM mpuMepuma (rae cMo
OupaJsu napHe WM HeNapHe WJIM CBAKW YeTBPTH To4YeBInn o Tpeher, jep ce Hajuerhe

3a TaKBUM M300pOM jaBJba MOTpeda Y KOHKPETHOM CJIyYajy, aju cama aeduHUIN]ja
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He orpaHmyaBa M300p HHU3A N, HUKAKO JpyTadhje OCHM YCJOBOM Ja je np < Mgt

UCIYHeHOo 3a cBako k € IN.

Ciiesiehe TBpheme omnucyje 0HOC MOJHU30BA, Ta9aKa HATOMUJIABAA, U TPAHUIE

HEKOI' HHU3a.

Teopema 7. (1) Peanan 6poj a je Tauka HaromunaBarba HM3a aKO M CaMO aKO
NOCTOjN HErOB NOAHWN3 KOjUI KOHBEPrupa Ka a.
(2) Hus nma rpaHnuyy ako n camo ako CBaKK HErOB MOAHW3 NMA TPaHnLy 1 Taga

je rpaHnua HM3a jefHaKa rpaHuuyy 6uno Kor HeroBor NogHN3a.

Hoxas. (1) IIpso hemo mokazaru ma ako je a € R Tauka marommiaBama HH3A
(@n)nen OHIA HOCTOjU MOAHUS (T, )reN KOjU TeKH Ka a. Pasnukyjemo nBa ciydaja:
Cyuaj 1.1 IIoCTOJM BECKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A KOJU CY JEJIHAKU a.
Y oBoM caydajy 3a (z,, )rew Oupamo Gamnr Te WaaHOBE KOjU Cy jeTHAKH OpOjy .
Konkperna koucrpykiuja 6u 6una ciaegeha: Heka je A = {n € N|z,, = a}.

Kopaxk 1: Ca ny o3naummo min A.

Kopak k + 1: Ako cmo m3abpaJiu ny, g, N3, . . ., Nk, OHJA OUPAMO Ja Npiq Oyae
min (A \ {ny,na,ng, ..., Nk }).

Ha osaj maunn c¢mo uzabpaan pacryhu mHu3 npupognux 6pojesa (n)ren Takas
J1a je 3a ceako k € IN ucnymeno z,, = a, na he ce y csakoj M-oxkojnuu OuTH CBI

WIAHOBU HU3A (Ty, )keN, MTO 10 gedunnunujn 3uadn ga je limz,, = a.

Cyuaj 1.2 HE 100CTOJU BECKOHAYHO MHOI'O YJIAHOBA HU3A KOJU CY JEJHAKHU a.
[TomTo je @ Tauka HaroMujaaBamba HU3a (T, )ncN, OHJIA Y HEroBoj 1-OKOJMHU MMa
OECKOHAYHO MHOTO WJIAHOBA HU3A (I )neN, OJ KOJUX je HajBUINE KOHAYHO MHOTO
jenHaxko a. M3abepumo jegaH pasjuduT O @ U Ca 71 03HAYUMO HHETOB MH/IEKC.

Ako cmo uzabpasu ng, OHIA Ny Oupamo Ha caegehn madawa: Y %—OKOJII/IHI/I TagKe
a umMa GeCKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (T, )neN (j€p je a Tauka HaroMuIaBarba TOT
HU3a), OJ] KOjUX je HAjBHUIE KOHAYHO MHOTO jeJHAaKO a. Taja y TOj OKOJIMHH MOpa
OuTH W OECKOHAYHO MHOTO YJTaHOBAa HHM3a YHMjU WHIEKC je Behm ox ny m Koju cy
pazyimautu o1 . V3abepumo jejjan TakaB U O3HAYUMO OB MHJIEKC CA Njiq.

Ha osaj nauun cmo dpopmupasu pacryhn uus npupognux 6pojesa (1 )ken Takan

na je 3a cBako k € N ncnymeno z,, € (a—1,a+ 7). Kako 3a csako M > 0, nocroju

1 .
k > 57, To he ckyn wianosa uusa (T, )renw Koju cy Ban M-okosmne Taduke a 6uTn
MOJCKYT CKYTA {Tp,, Tnyy Tng, - - -, Ty b Jlakite, Ban cBake M-oxkosnmne Tadke a je

HAajBUIIE KOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HU3A (Ty, )keN, IITO MO MeUHANKH 3HATH 12 je

limz,, = a.

[TokazknuMo J1a aKo 1OCTOju noaHu3 (T, )kew KOju Texu Ka a € R, onga je a
TauKa HArOMUIABAmha HU3a (T, )nen. U3 gedunnnmje mmveca cieam ga ce BaH CBaKe
M-oKosMHe TavuKe @ HAJIA3M HAJBUIIE KOHAYHO MHOTO “JIAHOBA MOJAHU3A (Tp, )keN-
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3aTo ce yHyTap OKOJHHE HATA3M GECKOHATHO MHOTO WIAHOBA MOAHU3A (T, )ren. C
003UpOM JIa je CBAKH 4JaH MOIHMU3A, VjeJHO U WIaH HU3a, 3aK/bYyUyjeMO Ja y CBAKO)]
M-okommau Tavke a uma OECKOHAYHO MHOIO 4/IAHOBA HU3a, MITO 10 jAeUHUNUjU

3HAYM JIa je @ TauKa HArOMUJIaBarba Hu3a (Tn)neN-

(2) Axko ce Ban mHeke M-OKoJIMHE TadKe @ HATA3U HAJBUIIE KOHAYHO MHOTO
YJAHOBA HU3a, OHJA Ce BaH Teé OKOJHMHE HAJA3W HAJjBHUINE KOHAYHO MHOIO WIAHOBA
CBAKOI' BeroBor 1ojuu3a. 3aro us limz, = a ciaepn limz,, = a 3a cBaku 101HU3
(l’nk)ke]N HH3a (xn)nelN-

Caugno, ako ce Ban unrepsaia (M, +00) HATA3U HAjBHUIIE KOHAYHO MHOTO dJja-
HOBa HM3a, OHJA Ce BaH TOI' HHTEePBaJia HAJIa3d HAJBHUILE KOHAYHO MHOI'O YJIAHOBA
CBAKOI' BeroBor nojuusa. 3aro u3 limz, = +o0o ciaean limz, = 400 3a cBaku
HOAHU3 (T, ke HUBA (L1 )neN. AHAJIOIHUM PE30HOBAEM C€ 3aKJ/by4dyje Ja aKo je

limz, = —oo, onga limz,, = —oo 3a cBaku MOAHU3 (Ty, )reN HU3A (Tn)neN-

[IpeTmocTaBUMO JIa CBAKH MOJHU3 HU3A (T, )pen UMa TpaHuiy. Kako je cam Hu3

(Tn)nen ceOU MOAHU3, cyean A HU3 (T, )pen UMa TpaHuily. Ha OCHOBY TPETXOIHO

JoKazaHor ciaean lima, = limx,, 3a cBaku MOAHU3 (T, )keN HU3A (Tp)nen- O
Ilocaenumna 2. (1) Ako nocToju NogHM3 KOjU HEMA rPaHuLy, OHAA HU HM3 HeMma
rpaHmuy.

(2) Ako nocToje ABa NOAHN3A YMje Cy FPaHULE PA3/INYMTE, OHAA HN3 HEMA FPaHuLLy.

Hoxa3. Ilocieauna nupekrro ciaenu u3 jena (2) reopeme 7. leo (1) oBe mocseune
je KOHTpaIo3ullja UCKa3a ,,ako HU3 MMa CPAHUILY, OHJIa U CBAKH HerOB HOJHU3 UMa
rpanuiyy”, JIOK je JPYyru JIeo OBe HOoC/e/Iulle KOHTPAIO3UIUja UCKa3a, ,,aK0 HU3 HMa,

IPAHUILY, OHJIa CBAKH FHETIOB MOJHU3 UMa MCTY T'PAHUIY Kao W caM Hu3’ . U

Y HacTaBKy OIKCYjeMO HEKe 0cOOMHEe HU30BA KOjU MMajy I'DAHUILY.

Teopema 8. Heka a,, < b, Baxn 3a JOBO/bHO BeAMKO n. Tapa:
(1) Ako je lima,, = 400, onga je limb,, = +o0;
(2) Ako je limb,, = —oc0, oHga je lima,, = —o0;

(3) Ako cy (an)nen 1 (by)nen KOHBEpreHTHU, oHAa je lima, < limb,.

Hoka3z. (1) Hekaje M > 0. 13 lima,, = +00 no geduHuNuju 3ak/mbydyjeMo Ja MoCTOj’
HajBUIIIE KOHAYHO MHOTO WiIaHOBA HU3a (a4, )neN BaH unTepBana (M, +00). Takie,
OCTOjU HEKH HPUPOJaH Opoj ko Takas aa je M < a,, kaj rog je n > ky. C o63upom
J1a je a, < b, uCIymeHo 3a JOBOJ/BHO BEJIUKO 7, MOCTOjU IMpupogaH Opoj ly, TakaB 1a
je a, < b, ucnymeno 3a csako n > lg. Heka je ng = max{ko,lo}. Taga uz n > ng
cnean ga jemn > kg un > ly, a tume u ga je M < a, u ga je a, < b,, omakie
3aKJBYyIyjeMO Ja 3a CBaKo n > ng Baxku M < b,. Jlakyie, mocToju HajBUIIE KOHATHO
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muOro wianoBa Husa (by)n,ew Bal uaTepBana (M, +00). Kako oBO pe3oHOBame He

3aBucH o1 u3dbopa 6poja M, 3akmyuyjemo aa je lim b, = +oo.
Heo tephema mox (2) ce mokaszyje camvano Kao u jeo mox (1).

(3) Heka je lima, = a u nexa je limb, = b. Ilpernocrasumo na je b < a. Heka je

M = “T’b Tana cy M-okonune Tadaka ¢ u b JUCjYHKTHE W BaxKu
b—M<b+M=a—-—M<a+ M.

U3 nedbununuje rpaunure ciaeau aa je sau (b— M, b+ M) uma HajBuIe KOHAYHO MHOTO
wianoBa Hu3a (b, )nen. Hexa je ko majsehm mngexc 3a koju je b, BaH uHTepBasa
(b— M,b+ M). Cununo, uexa je ly najsehn unjekc 3a koju je a, BaH uMHTEPBAIA

(a — M,a+ M). Heka je ng = max{ng, lo}. Tanza 3a cBako n > ny Baxku
b—M<b,<b+M=a—-—M<a,<a+M,

OJlaKJIe CJIeIN JIa HEje UCIYHeHO a4, < b, 3a 10BoJbHO BequKo n. KoHnTpamukiuja.

Jlakse, mpeTrmocTaBka Ja je b < a je HeoaprKkuBa, a Mopa outu a < b. U

ITocneguma 3. Heka je lima, =a € R

(1) Ako je b < a < ¢, oHaa je b < a, < ¢ 3a JOBOJBHO BENNKO 7.
(2) Ako je b < a,, < ¢ 3a goBosbHO Benmko 1, oHAa je b < a < c.

Hoxka3s. (1) Hekaje M = imin{a—b,c—a}. Tanajeb<a—M <a+M <c. Us
jgedbuHAIE]e TPAHUIE, CJIEJN /1A TTIOCTOjU HEKO N TAKBO J1a BaxKu a, € (a— M, a+ M),
KaJI Tof je n > ng. akie, 3a n > ng he Baxkutn b < a — M < a, < a+ M < c.
Oparre 3akpyudyjemo aa je b < a, < ¢ 3a JTOBOJBHO BEJHUKO 7.

(2) Hekajeb, =buc, =c. U3 b, < a, 3a J0BO/HHO BEJUKO N, IO TEOPEMH 8,
cneau na je b < a. U3 a, < ¢, 32 J0BO/BHO BEJHKO N, IO TEOPEeMHU 8, CJIEIH Ja je
a<c. OJ

Teopema 9. (Teopema o apa nosmnajua; Cenasua Teopema): Heka je ncnyreHo
(1) 3a poBosbHO BeNMKO M Baxm a, < b, < ¢y,
(2) lima, = lime, € R.

Tapa Baxku u

(3) Hus (b,)nen je KoHBepreHTaH;

(4) lima,, = limb,.

Hokaz. Oznaunmo ca a rpanuny wusa (a,).en. Heka je M > 0. U3 lima, = a
cJlem J1a nocToju kg TakBO Ja 3a cBako n > ko Baxu a, € (a — M,a+ M). Couuno,
u3 lim ¢,, = a ciean ga nocroju ly TakBO J1a 33 cBako n > ly Baxku ¢, € (a—M, a+M).
Yumenuia 1a 3a J0BOJLHO BEJIUKO N BaXKu d, < b, < ¢,, 3HaA4M J1a IIOCTOJU 1My TAKBO
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Jla 3a CBAKO m > mg Baxku a, < b, < ¢, Heka je ng = max{ko,lo, mo}. Tama 3a
CBAKO N > Ng BaAXKU U Ay, Cp, € (a — M,a+ M) u a, < b, < ¢,, 1a 3aKbyIyjeMo Ja
3a cBakoO 1 > ng Baxu b, € (a — M,a+ M). Hakue, 3a ceako M > 0 ce moxe nahu
Ny TAKBO JIa 32 CBaKO N > ng Baxku b, € (a — M,a + M), mro ynpaso 3naum j1a je
limb,, = a. O

Ha nusoBuma ce Mory yBecTu Heke ajrebapcke oreparije.

Axo 3a cBako n € N Baxu ¢, = a, + by, onga 3a HU3 (¢, )neN KazkeMo J1a je 30up

HU30Ba (Ay)pen 4 (by)pew ¥ muIIEMO

(cn)nE]N - (an)nE]N + (bn)nelN'

Cauano, ako 3a cBako n € N Baxu ¢, = a, - b,, oHIa 32 HU3 (¢, )peN KAZKEMO JIa je

POU3BOJ, HU30BA (Gy )pew U (b )new ¥ muIeMo

(Cn)nE]N = (an)nE]N . (bn)nelN'

Taxkobhe, ako 3a HeKu peaJian 6poj « u cBako n € IN Baxu ¢, = « - a,, OHJA 3a HU3

(Cn)neN KazkeMo Jia je mpou3Boj 6poja « u Hu3a (dy )peN M MHIIEMO

(¢n)nen = @ (@n)nen-

Jlema 3. Baxu lima, = a € R ako n camo ako je limb,, = 0, rge je b, = a, — a.

CneunjanHo, ako je (x,)nen Hyna Hu3 u ¢ € R, Ttaga je lim(x,, + ¢) = c.
3aTo je o1 moceOHOr HHTEepeca nu3ydaBamhe 0COOMHA HU30Ba KOJH TEXKe HYJIN.
Hedunummja 12. 33 HU3 KaXKeMO a j€ HYNa HU3 aKo MY je rpaHuua Hyna.

Teopema 10. Ako ¢y (an)new W (by)nen Hyna HU30BM U v peanaH 6poj, oHAa cy u

HU30BU - (Ap)nenw M (@n)nen + (bn)new Hyna HuzsoBw.

Hoxka3z. IIpso hemo mnokasaru ja npoussox 6poja « u Hysaa Hu3a (ay,)nen, Takohe
uyna #u3. To je jacHo, ako je = 0. 3aro mpernocraBumo ga je o # 0. Heka je
M > 0. Ilokazahemo ja ce BaH cBake M-oKoJuHe HyJie IOCTOjU HAjBHIIE KOHAYHO
MHOIO 4WIaHOBa HU3a & - (Gp)pen. C 003upom jga je lima, = 0, To ce BaH cBake
K-okonuHe Hyse HAJA3UW HAJBUIIE KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (dy)nen. To he
BaxkuTu u 3a K = \%[I Jlakie, 3a HajBUIIE KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (Qy, )neN HE
Baxku —K < a, < K, 1j. —% <a, < %,

II0KA3aJ/IM J]a Ce HAjBUIIE KOHAYHO MHOI'O YJIAHOBA HU3A & - (a4 )pen Hasa3um Ban M-

atume u —M < a-a, < M. Yupaso cMmo

okosimue uyse. [lormro nam joka3 He 3aBucu oj uzdopa opoja M > 0, 3aK/bydyjeMo
Ja 1o Baxku 3a cBako M > 0. To, no pedununuju, 3uaun jga je lim(a - a,) = 0.
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[Tokazkumo 11a je 36up JBa Hysla Hu3a Takohe Hyna Hu3. Jlakae, paauMo 1o

IpPeTIOCTaBKOM J1a Baxku lima, = limb, = 0. Bam cBake %—OKOJH/IHG TavuKe HYyJe

Ce HAJIA3U HAJBUIIE KOHAYHO MHOIO Y/IaHOBA HU30BA (G )neN U (by)nen. daxie, 3a
M
2
a THMe 32 HajBHUIlle KOHATHO MHOTO YJIaHOBA HU30BA (G )nen +

HaJBUIIE KOHAYHO MHOTO 4JIAHOBA HU30BA (A )nen U (b )neN HE BazKu —% <a, <

u -2 <, <

M
2 2
(bn)nen He Baku —M < a, + b, < M. Baxmyuyjemo aa je Hu3 (ay)nen + (bn)nen

HyJ1a HU3. U

IMocaequna 4. Ako cy (a,)nen 1 (by)nen Hyna HU30BM U v 1 5 peanHn 6pojesu, oHaa

jen a-(ap)nen + B (bn)nenw Hyna Hus.

Hoxkas. Ako ¢y (ap)neny 1 (by)nenw Hysna HEU30BH, OHJA Cy, npema Teopemu 10, u
- (ap)nen 1 B+ (bp)new Hysna HU30BH, a Taja je, onet 10 reopemu 10, 1 BHUXOB 30Up

HyJa HU3. U
Teopema 11. [1pon3Bog orpaHMYeHOr 1 HYNA HU3A j€ Hyna HKS.

Hoxka3z. Heka je —K < a, <K 3acBakon € N ulimb,, = 0. Taza je, mo reopemu 10,
lim(Kb,) = 0 u lim(—Kb,) = 0. Ilo reopemn 9, uz —Kb, < a,b, < Kb, ciegu na
je u lim(a, - b,) = 0. O

Teopema 12. Ako ¢y (G )nen, (bn)new 1 (€n)new KOHBEPreHTM HU30BHK, Taga je
(1) lim(aa, + pb,) = alima, + Blimb,;
(2) lim(ay, - by) = lima,, - lim b,;

(3) Ako je lime, # 0 n 3a cBako n € IN Baxu ¢, # 0, oHga je limé = liricn'
Hoxka3z. (2) Heka je lima, = a u limb,, = b. Heka cy x, = a, —a u y, = b, — b.
Tana cy, no aemu 3, HU30BH (L )neN U (Yn)nen Hyda HU30BU. Baxu a, - b, = (x, +
a)(Yn+b) = ap - Yn+b,-x,+ab. Ilo upsom gesy reopeme 4, Hu30Bu (ay )pnen 1 (by)nen
cy orpanuuenu, 1a cy 1o reopemu 11 HuzoBu (ap)nen © (Yn)new 1 (bn)nen * (Tn)nen
HyJ1a HI30BH, a 10 TeopeMu 10 je u (apn)nen * (Yn)new + (On)new * (T )new HysTA HUES.

Ha xpajy, mo gemu 3, je

lim(a, - b,) = lim a,, - lim b,,.

(1) Hexa je lima, = a n limb,, = b. Heka je ¢, = a n Heka je d, = . Tlo
JIPYTOM JIeJly OB€ Te€OpeMe CY Cy - a4, U d, - b, KoHBeprenTHH u Baxku lim(aa,) =
lim(e, - a,) = - a u lim(Bb,) = lim(d, - b,) = 5-b. Heka cy o, = ¢p-a, —-au
Y = dp - by + 5 - b. Taga cy, no nemu 3, HU30BU (T )neN U (Yn)new HYJIA HU30BH.

Baxku aa, + b, = x,+y,+(a-a+5-b). Ilo Teopemn 10 1 513 (2,,)nen + (Yn )nen

je HyJIa HU3, 11a je 10 JIeMH 3

lim(oa,, + b,) = lim(z, + yo + (@ -a+ b)) =a-a+ [ -b.
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(3) Hexa je ¢ = lim¢,. Be3 ymamema onmrocT npernoctaBumo aa je ¢ > 0 (y
CYTIIPOTHOM Pa3MaTpajMo HU3 ¢, = —c¢, u ¢ = —c).

1 1 . :
Jla 6ucmo mokazasau J1a — TeKW Ka Opojy —, JIOBOJHHO je Ja MOKayKeMo J1a je Hu3
c c

(i) (o)
— — =, 7. - (c—c¢y) | myna uus.
Cn C ccp
c

U3 lime, = ¢ cnean ga MOCTOjU Ny TaKaB Ja je ¢, HPUIAIA 3 -OKOJIMHH Ta4dKe C

. C 3¢ . .2 1 2 .

(1j. = < ¢ < —) Kag rox je n > ng. Tajga je — < — < — KaJl rog je n > ng
2 2 3¢ Ch, c

2 1 2 . . 1
75 < < —, KaJ roj je n > ng. Ojarie cieu ja je Hu3

c-c c c-Cp

& n
. 1 2
Opojem max |n<ngpU =)
c-cp c
1

[To jiemu 3 je c—c, HyJa HU3, 114 je

u Oorpanu4en

- (¢ — ¢,) | nIpoU3BO OrpAHUYEHOT U HYJIA
C-Cp

1 1
(e — cn)) HyJIa HU3, & 110 Jiemu 3 je lim — = —. [

nuza. [lo reopemu 11 je (
Cn C

c-Cp

Teopema 13. Ako je a,, # 0 3a ceako n € N, oHga Baxn

lim |a,,| = 400 ako u camo ako lim — = 0.
Qn

Hoxka3z. TTokaxkumo 1pso ja ako je lim |a,| = 400, onga je lim — = 0.
n

JloBosbHO je ja mokazkeMo Ja ce 3a cBako M > 0, Ban M-okonmHe Tauke () HaIa3w

HajBUITe KOHATHO MHOIO YjaHoBa Hu3a —. Heka je M > 0 6uiio koje u 3a takBo M,
mn

1 .
neka je K = —. U3 lim |a,| = 400, ciequ 1a 3a HajBulle KOHAYHO MHOI'O 4JIAHOBA

Hu3a (Gp)neny He Bakn K < |a,|. To je eKBUBaJeHTHO TBphemy ja 3a HajBuUIIe

KOHAYHO MHOI'O HPUPOJHUX OpOjeBa M HUje UCILYHEHO ﬁ < I Tj. /la 3a Ha]BUIIIE
an

Ay, Qn
pe30oHOBae He 3aBucH 0J n3bopa Opoja M, 3ak/pydyjeMo jga BaH cBake M-okoJimHe
1

TavyKe Hy/Ja UMa HajBUIITEe KOHAYHO MHOTO YJaHOBA HU3a | — , TITO 3HAYM J1a je
n nelN
1

lim — = 0.
an

1
KOHAQYHO MHOI'O 4/JIaHOBA HU3a <— He Baxku —M < — < M. Kako namre
nelN

1
Heka je lim— = 0 u K > 0. Taza je majBurie KOHaIHO MHOTO YJaHOBA HU3A
a

an
KOHAYHO MHOTO 41anoBa Hu3a (|a,|)nen Ban (K, +00), a tume ga je lim|a,| = +o0.

U
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Jlema 4. (1) Huz (z,)new UMa rpaHuly ako M camo ako HU3 (Zyiq)pen UMA
rpaHuuy n Baxu limz, = limx,.1;
(2) Bpoj a je Tauka HaromuiaBara HU3a (T, ),cN aKO U CAMO aKO je TaYka HaroMmna-

Barba HU3A (Ty41)neN-

Hoka3z. Jequnn wiad HU3a (Tn41)neN KOJU HUje WIAH HU3A (T,)pen j€ 1. 3aTo
BaH M-0KO/IMHE TAYKe ¢ MMa KOHAYHO MHOI'O YJIAHOBA HU3A (Z11)neN AKO M CAMO
AaKO BaH M—OKOHI/IHG Ta4YKe a4 UMa KOHAQYHO MHOI'O 4YJIaHOBa HH3a (In>n€]N ny M—
OKOJIMHH TauKe a uMa GECKOHAYHO MHOTO YIAHOBA HU3A (T41)neN AKO U CAMO aKO Y

M-okosman Tauke a uMa GECKOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HU3A (T )neN, OJAKJIE CJIeIHn

TBpheme. 0]
400, a>0
Jlema 5. limn® = 1, a=0
0, a<0

Hoxka3z. O3naunmo n® ca a,.
1. cayyuaj: a = 0. Taza je a, = 1. V cBakoj M-okosunn Tavuke 1 cy CBU 4JIAHOBU

HU3a a,, O/laKJie 1o JeduHUNuju ciaeau ia je lima, = 1.
2. cayuaj: a > 0. Heka je M >0 ung = [Mé] Tana je
n>n0:>n>Mé:>M<n“:>M<an,

na je lima, = +o0.

1
3. cayuaj: o < 0. Taga je —a > 0u — = n~“ ma je mo nperxogHoMm, lim — =
Qp Qnp,
1
+o00. ITo Teopevn 13 je lima,, = lim - = 0. 0

Qn

JIema 6. a) Heka je limz,, = +oo. Taga

1) ako je a > 0, onga je lim(a - z,,) = 4o0;

2) ako je a < 0, onga je lim(a - x,) = —o0;
3) ako je a = 0, onga je lim(a - x,) = 0.

6) Heka je limz,, = —oco. Taga
1) ako je a > 0, onga je lim(a - x,,) = —o0;

2) ako je a < 0, oHga je lim(a - x,) = +o0;
3) ako je a =0, onga je lim(a - z,,) = 0.

Hoxa3z. Coyuajesu a.3) u 6.3) rpusujasno Baxe. I[lokazahemo na Baxku ciydaj
1.2., a ocarymm ce camaHo goka3yjy. Heka je M > 0. Osznaummo ca K 06poj —%. C
o63upomM Ja je lim x,, = +00, Ban unrepsaia (K, +00) Moxke OuTH HajBHUIIE KOHAYHO
MHOTO 4JIAHOBA HU3A (T )nen, Tj. K < x,, He BayKu 3a HajBUIE KOHAYHO MHOIO
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YJAHOBA HU3A. 3aTO HAjBUIIEe KOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HU3A He BAXKU A - T, < —M.

KaKo 0BO Baxku 3a cBako M > 0, 3akspyuyjemo jga je lim(a - z,) = —o0 0

Jlema 7. Heka je a > 0 n a,, > a 3a BOBOJbHO BEJINKO 7.

(1) Axo je limz,, = 400, oHaa je

lim(a,, - x,) = +o0.

(2) Ako je limz,, = —o0, oHga je
lim(a, - x,) = —oc.
Hoxka3z. Ciien 1upeKTHO U3 Teopeme 8 u Jjieme 6. 0

Jlema 8. (1) Heka je limz,, = +00, Heka je (a,)necN OFpaHnyeH ogosgo. Taga je
lim(a,, + x,) = +o0.

(2) Heka je lim x,, = —00, Heka je (a,),en OrpaHnyen ogosro. Taga je
lim(a,, + ,) = —oc.

Hoxkaz. Heka je K > 0 takaB na je —K < a, < K ucnymeno 3a cBako n. U3
limz,, = 400 crenn na Ban (2K, +00) uMa HajBUIIEe KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A
(Zn)nen- akme, 3a Heko ng Baxku ga je 2K < x, kaxg rox je n > ng. Tazna je
%xn < z, + a, Kax rox je n > ng. Ilo gemu 6 je lim %xn = 400, n1a je o TeopeMu 8

lim(x,, 4+ a,) = +oo. JIpyru jieo ce CJu4HO TOKa3Yyje. O
Jlema 9. Heka je a > 0. Taza je lim /a = 1.

Hoxka3z. Osnauumo {/a ca a,.
1. cay4aj: a = 1. Taxa je a, = 1. VY cBakoj M-okosman Tadke 1 ¢y CBH 4IaHOBH

HU3a Ay, OfaK/e 1no gedpuHAnKju caean aa je lima, = 1.

2. cayuaj: a > 1. Taga je 3a cBako n ucmymeno {/a > 1. 3a youeno n, mexa je
h=</a—1. U3 Ya > 1 caean na je h > 0. Baxxu{/a = h+ 1, na je

& —1
a:(1+h)":z<Z)h’f:1+nh+%h2+m+h”>l+nh.
k=0

n

HejaanakocT cjiejin U3 YAHEHUIE J1a je CBaKu o cabupaka ( i )hk IO3UTHBAH, IIa
30up npBa aBa Huje Behu ox 30upa ceux k + 1 cabupaka. 3 a > 1+ nh cieqn na
je h < “T_l C ob63upowm 1a je h > 0, Baxkuhe

o<n< ™t

n
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Jlakste, 3a cBako n he BakKuTu

—1
1< Va<1+ 22
n
Heka je z, = 1 n mexka je y, = 1+ <1, Baxu lim< = 0 (1ema 5), na je

lim((a — 1)%) = (a — 1)0 = 0 (reopema 12), a Tume je u (teopema 12) limy, = 1.
Cana je x, < a, < yp u limz, = limy, = 1, na je no reopemu 9 (Teopema o jaBa

nosmnajua) u lima, = 1.

3. cayuaj: 0 < a < 1. O3naunmo % ca b. Tama je b > 1, ma je mo nmperxomHOM

lim Vb = 1. Taza je
111
b lim vy 1

IpU YeMy MpBa jeJHAKOCT BakKu 1o m300py Opoja b, apyra mo Teopemu 12, a Tpeha

lim ¥a = lim =1

Y

1o u3padyHarom lim Vb =1. (l

Jlema 10. Uspauyunaru lim {/n.

Hoxaz. Oznauumo {/n ca a,. Osnaunmo {/n—1cah. Ban>1jeun {/n > 1, na
je h > 0w Baxu {/n=1+h, a Tume n

n:(l—i—h)”:Z(Z)hk:1+nh+M}l2+..,+hn>1+n(n )hQ'

2 2
k=0

. . n
HejaauakocT cjiejin U3 YUHEHUIE J1a je CBaKu o cabupaka ( i )hk IIO3UTHUBAH, Ia

30up Heka aBa Huje Behm o1 30upa cBux k + 1 cabupaka. Hejeanakocr
n(n —1)
2

n>14+ h?

je eKBUBaJIEHTa ca

h* <

3w

C o63upom 1a cmo Beh yrBpaman 1a je h > 0, 6uhe 0 < h < \/% Jlaxse, 3a cBaKo
n > 1 BaxKn
1< Un<1+V2 ne.

HeKacyxnzlnyn:1+\/§-n_%. Tama je
limynzl—l—\/ilimn*%:1+\/§~0:1.

[TpBa jegnaxkocTt ciaeanm u3 Teopeme 12, a jpyra 1o JemMu 5.

Cana je x, < a, < Y, 3a JOBOJBHO BeaUKO N (Taunuje 3a n > 1) u limzx, =

limy, = 1, na je no reopemu 9 (Teopema o jgBa moaunajina) u lima, = 1. O
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+00, a>1
i ) 1, a=1
Jlema 11. Heka je a > 0. Taza lima™ =
0, la| <1
He nocroju, a < 1.

Hoxka3z. O3naunmo a” ca a,.
1. cay4uaj a = 1: Tazga je a” = 1, na je lima™ = 1.

2. cay4aj a > 1: O3maunmo a — 1 ca h. Taga je h > 0 u

n

-1
anza":(l—l—h)":Z(Z)hkzl—i—nh—k%ﬁ—i—"-—i—h")nh.
k=0

. . n
Hejajnakoct cjieu u3 4uibeHUIE J1a je CBaku oJ cabupaka ( i )hk [IO3UTHUBAH, Ia

Hujesan cabupak muje Behu on 30upa csux k + 1 cabupaxa. Oznaaumo nh ca b,.
C obzupom jga je limn = +oo (1ema 5 3a a = 1), 6uhe limb, = +oo (nema 6).
To, y3 uumenuny na a, > b, 3a cBako n, Mo TeopeMmu 8, maje 3a pe3yjaTar Ja je
lima, = +o0.

3. cayuaj 0 < a < 1: Oznaunmo le ca b. Ttama je b > 1, nma je 1m0 mpeTxoHOM

caydajy lim b" = 4o00. Tazga je, mo Teopemu 13, lim e 0. axe,

lima™ = lim — = 0.

bn
4. cay4daj a = 0: Tana je a, =0, na je lima,, = 0.

5. cayuaj —1 < a < 0: Taga je a, = (—1)"|a|”. Hexka je b, = |a|". Tlomro
je 0 < |a] < 1, omma, o mokasanom nox 3. caydajem, limb, = 0. daxne, a, je
npousBoj, opraandenor (—1 < (—1)" < 1) u myxsa nusza (b,), na je u on cam, 10

Teopemnu 11, Hyna HU3.

6. cayuaj a = —1: Tayga je as, = 1 1 ag,_1 = —1, na, no mocjaeauny 2, He HOCTOjU

lim a,,.

7. cayuaj a < —1: Taza je a, = (—1)"|a|". Heka je b, = |a|™. Tomro je 1 < |al,
OHJIA, IO JOKa3aHoM noj 1. ciaydajem, lim b, = +oo. Tana je limag, = lim(1-b,) =
+o0 u limag,_1 = lim(—1-b,), na je, no jemu 6, limay, 1 = —oo. o mocseaunu

2, e mocroju lim a,,. ([l

Jlema 12. limn—203aa>1moz€]R.
an

Hoka3z. O3HaInMo — ca ay.
a
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1. caygaj a < 0: Tana je a, = n®(a™!)". Ilo semu 5 je n® KoHBepreHTan Hu3,
na je orpammden. Ilo memu 11 je lim(a™1)" = 0, ma je a, mpomsBoj Hy/Ta HHU3a U

orpanndenor uusa. [lo Treopemu 11 je lima,, = 0.
2. cayuaj o > 0: Tama je

ane1  (n+1)%" 1 n+1,
a,  n%antl _E.< n )

Heka je z, = 2. Taga je limx, = lim(1 + 1) = 1. Heka je M = as — 1. Tomro
jea>1mn é > (0, Baxxuhe M > 0. U3 limx, = 1 cienu jga mocroju ng rakas ja je
1—M < x, <1+ M kaxronjen > ng. Ogarie y3 dumeHUILy J1a je T, = 1—1—% >1
3a cBaKo m, cyean (mocseanna 3 geo 1) ga he Baxknrn 1 < x, < 1+ M kanx rog je
n > ng, Tj.
1<"T+1<aé KaJ IO/l je . > ng, a TUME U
("Tﬂ)a < a KaJ TOJ je n > nyg.

Bak/bydyjeMo Ja 3a n > Ny BayKH

Gnt1 1.(n+1)a<1
a, a n ’

3an >mn, BAKHA Gp, > Ap > Apt1,

OJIaKJIe 3aKJbY4YjeMO JIBe CTBAPH:
e Cpaku 4wiaH Hu3a je 010310 orpannven 6pojem K = max{ay, as, ..., an,};
e Hu3s (a,)nen je onanajyhin 3a j10BO/BHO BEJUKO 7.

C ob3upowm ja je a, = 0, 3akpyayjemo jga 0 < a,, < K Baxku 3a cBako 1. Tj. Ja je
Hu3 (a,)pen orpannden. [1o Teopemu 5, 3aKbydyjeMo Ja je (Gp)peN KOHBEPTEHTAH.
Osnaunmo ca A meropy rpanuiy. 13

1 n+1

Ap1 = E : ( n ) Qn,
caean
1 1\“ 1
A=lima,;; = —-lim <n + ) lima, = —A.
a n a

[IpBa jemnakoct cieau u3 Jjeme 4, apyra u3 Teopeme 12. C o63upom ja je a > 1,

JeTMHO pelnerbe jeTHavInHe

je A =0. Jlakie BaxKu

n

Jlema 13. lima—' =03aa>0.
n!
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n

Hoxka3z. O3naunmo — Ca p.
n!

1. cayuaj 0 < a < 1: Tama je lima™ = 0 wim je lima™ = 1, ma je a™ orpaHudvex.

N3 n < n!, no reopemu 8, ciaeau jga je limn! = +o00, a 1o reopemu 13 caeau ja je
n . .
% nyna nu3. Jlaxie, % je Hpou3Boj OrpaHMYeHOr M HyJa HHU3a 114 je, 10 TeopeMu

11, n on cam HyJa HU3.

2. cayuaj 1 < a: Bawn 2 = 20 Hexa je ng = [2]. Taza je 3a n > ng
a a
ol <1
a, n+1

Hakie, Hu3 (a,)nen je onagajyhu 3a 10BO/bHO BEJUKO N U OFPAHUYEH 070310 (1emMa

1). Iomrro je 0 < a,, HU3 je orpanudeH u 0703710. [lo Teopemu 5 3aKJbydyjeMo

. . . Apt1 a
Ja je (ap)nenw KoHBeprentan um3. Heka je A = lima,. U3 = caenn
ap n+1
a . . a .
(py1 = ——ay, a TOMe 1 A = lima,; = lim lima, = 0.
n+1 n+1
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Bpoj e

Jlema 14. BepynaujeBa HejemguakocT: Heka je a > —1 u n npupogaH 6poj. Taaga
BaXM
(1+a)" =1+ na.

Hdoka3. MareMaTnIKOM WHTYKITHJOM.

(%) 3an =1 uejenuaxocr nocraje (1+a)" > 1+ 1-a, mrTo je OYUIIEIHO TATHO.

(% %) TIpermocTaBuMO Jia HEjeJHAKOCT BayKW 3a 1 = k U TOKAXKUMO JIa BAsKH 3a
n = k+1. Jaxie, nawa unaykrusaa xunoresa je aa saxu (1+a)" > (1 + ka).

Tana
(14+a)f"=1+a)"Q+a)>Q+ka)(1+a) =1+ (k+1Da+ka® > 1+ (k+1)a.

[IpBa HejesHakoCT Cje/ U3 MHAYKTHUBHE XHUIIOTE3€, a JIpyra U3 YHIbEHHUIE Jia je
ka? > 0.
13 (%) u (Gevk) coenn ga 3a CBAKO N BAKU

(1+a)" =1+ na.

O

1 n 1 n+1
Teopema 14. Huzosn a,, = (1 + —) nb, = (1 + —) CY KOHBEPreHTHU 1 UMAjy
n n

NCTYy rpaHnyy.
Hoxka3z. [lokazahemo j1a 3a cBakO N Baxku
0 < ap, < Ap+1 < bn+1 < bn-

Oparie hiemo 3akByunTH 12 ¢y HU30BH (G )pen U (b )neN MOHOTOHH U OTDAHUICHH,
ojakJie hie, 110 Teopemu 5, cieauTy ja cy Konseprenrnu. Hajupe upumerumo jga cy

a, u b, nozuruau. Ilpumemyjyhu BepuyujeBy uejegnakoct mobujamo

() 102) (25 ()

Jlaxse a,yq1 > a, Baxu 3a cBako n. Cjauuano, npumemyjyhu BepuynujeBy neje-

. o (14 1 2 S14 M +2 m 1 _
HAKOCT 3aKJbydyjemMo Ja je —_— > — = —, OJaKIIe je
YAYIEMO Ad ] n(n+ 2) n(n+ 2) n A )
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1 1 .
7 < T Baro je
(1+ n(n+2)> "
bps1 (n(n+2) s 1 1 1 1 1
= 1+~ )= 1+=) < — (14=
b, (n+1)2 n 1 nt2 n 1—|—% n

Jlakne, 3a cBako n Baxu b, < b,. Kako je b, = a, - (1 + %), 3aKJbydyjeMo 3
je a, < b, 3a cBako n. [akie, a, je Heonamajyhu Hu3, 0703ro je orpanunves (Guio
KOjUM 4/aHOM Hu3a b,), 10k je b,, Hepacryhu, orpanuden 010340 (6uj10 Kojum
WIAHOM HU3a ) Hu3. I1o reopemu 5 coenn ga ¢y (an)new U (by)neN KOHBEpreHTHU

uusoBu. [lo Treopemu 12, ciean aa je

1
lim b,, = lima,, - lim (1 + —) = lim a,,.
n

1 n
Hedbunaunnuja 13. [paHuyy Huza a, = (1 + —) 03HA4aBaMoO Ca €.
n

Oznaka e norude o nmeHa maremarndapa Ojrepa kKoje ce OPUTHMHAIHO IHUIIE
Euler. Bpoj e je ocroBa npupoanor jgoraputma. To je mpamuonaaan O6poj, ma cXo-
JIHO TOMe, HeMa KOHAdYaH JIeNMUMAaJHU 3alHC, OJaK/e W TMOCTOju moTpeda 1a My ce
jpojenn o3naka. llomro je (an)new Heonamajyhu wus u (b,),en HepacTyhn Hus u
HOINTO MMAjy HMCTy T'PaHHILy, Baxku a, < lima, = e = limb, < b,. Ongarie, 3a
n =1 godujamo 2 < e < 4. 3a n = 2 gobujamo 2,25 < e < 3,375. 3a n = 5 n1od6u-
jamo 2,48832 < e < 2,985984. OBuM mOCTYIKOM' ce 6pOJ € MOZKe alpOKCHUMUPATH
HPOU3BOJbHO J100po. TakBuMm orneHama ce jobuja ja cy 2, 71828 upBux HEKOJUKO

JieruMadia opoja e.

1 —n
Jlema 15. (1) lim (1 + —) =

(2) Ako je limz,, = +00, oHga je lim (1 %)
=)=

(3) Axo je limz,, = —00, oHga je lim (1

1 n+1
Hokaz. Heka cy kao y Teopemu 14 a,, = ( ) (1 + ) )
: 1\ . 1 - 1 .
(1) lim 1+_—n = lim 1+n—1 -hm 1+n—1 =lima,_;-(14+0) =e¢

(2) Hexka je y, = [zn], T]. Y, je neo geo 6poja x,. Taga 3a ceako n € IN Baxu
Un L Tp < 14 yn.

Mlocroje MHOTO GosbI MOCTYMIN 3a onpehyBame memmvana 6poja e.
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Kaxo je lim z,, = +00, To he 3a 710BOJbHO BeMKO 1 OUTH X, > 1, 1A je (Y )neN HU3
IpUPOTHUX GPOjeBa 3a JOBOJGHO BEJIUKO N U 34 CBAKO N BaXKH T, — 1 < Y,, 1Ia, 110
TeopeMu 8, Baxku limy, = +o0.

N3 ycaosa y, < ©, < 1+ vy, ciean ja Baxun

1 14+yn 1 1 In 1 Yn 1
1+ 1- <(1+—) <(1+=) (1+—).
1+, 24 yn Tn, Yn Yn

Yn 1+yn
O3Hauumo HH3 (1 + yi> ca c¢,. Tana je (1 + ﬁ) = Cpy1- Llo jiemn 4, axo

¢, KouBeprupe, ouhe lim ¢, = lim ¢, 1. [lokaxkumo ga je limc, = e. Ilpumernmo ma

3a JIOBOJBHO BEJIMKO 1 BaXKWU ¢, = ay,. Heka je M > 0. Tana nocroju ky TakBo 1a
je a, € (e — M,e+ M) kaz rox je n > ky. C o63upom ga je limy, = 400, nocroju
N, TakaB Ja je Yy, € (ko,+00) Kax rog je n > ng. lakie, Kaj rog je n > ng, Yp je
npupogan 6poj sehu of ko, ma je a,, € (e — M,e+ M). YupaBo cMO IOKa3aIH 12
je ¢, € (e— M,e+ M), kan je n > ng. lakne, Bau M-okoaune 6poja e je HajBuiie
KOHAYHO MHOT'O 4/IaHOBA HU32 (Cp)neN. KaKO 0BO PE30HOBabe He 3aBUCH 0 u300pa

opoja M > 0, 3akpyuyjemo Aa je limc, = e. Jlakie BaxKu

limc,,; = lime, =e. (2)

1
Baxu lim(2 + y,) = +oo (sema 8), ma je, mo teopemu 13, lim (2 n ) =0, a o
Yn

Teopemn 12 je lim (1 — ﬁ) = 1. 3aro je, mo Teopemu 12
1 14+yn 1 1
lim (1—i— 1+yn> (1— 2+yn) = lim ¢, 41 lim (1— 2+yn) =e-1=e. (3)
CananuM pe3oHoBameM u3 limy, = +oo, kKopucrehu jlemy 8 m Teopemy 13, 3a-

KJbydyje 7a je lim <1 + y%) =1wu jga je

) 1\" 1 ) , 1
lim 1+ — 1+ — ) =lime,lim(14+— ) =e-1=e. (4)
Yn Yn Yn

U3 jenmakocru (1), (3) u (4), mo Teopemu 9, ciaeau na je
1\™
lim (1 + —) = e;
T

(3) Hexka je z, = —z,. Tazna je lim z, = +o0. ITo geay (2) ose jeme je

_ 1\ 1 \"! 1
lim |1+ — =lim {1+ 1+ =e¢-1=c.
T Zn — 1 Zn — 1

Tn

Teopema 15. Ako je lim |z,| = +o0o, oHga je lim (1 + i) =e;
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— |

Hoxka3s. Heka je y, = (1+%> - n oz, = <1+®> " Tlo mxemm 15 je

limz, = y, = e, ma je Bau cBake M-OKoqUWHE TadKe € HAJBUIIE KOHATHO MHOTO

WIAHOBA HU30BA (Yn )neN U (2 )new. TUMe je uCIyEHO U Ja je BaH cBake M-0Kou-
x

He TayKe e HajBHIlle KOHAYHO MHOIO WIAHOBA HU3A <1 + %) n, IITO YIPAaBO 3HAYN

1\™
;Lajelim(1+—) =e. U

T

|

Jlema 16. lim& = 0.
nTL

n!
Hoka3z. O3naunMo — ca a,. 3a CBaKO N Baxkn

n
anH_( n )n_ 1
o ~\av1) TR

1 1
e

Baxu lim m =-< 5 11a je 1o JPYyroM JeJiy mocjejune 3,
n

An41 1 1
- <= <1
PN (S

Hakye, nu3 (a,)nen je onagajyhu 3a J0BO/BHO BEJIMKO 1 M OIPAHUYEH 010310

(ema 1). ITomro je 0 < a,, HU3 je orpanuden u 010310. [1o Teopemu 5 3aKk/bydyjemMo
n

. . . Ap+1 n
1a je (ap)nen xouBeprenran ums. Heka je A = lima,. U3 = 1 ciaean
a, n

1 n
Gpit (1 + ﬁ) = ay, & TUME U

1 n
A-e=lima, - lim (1+—) =lima, = A.
n

|
Jeauno pememe oze jeanaunne je A = 0, na 3aksbydyjemo ga je lim — =0. U
n

[TorsiaB/be 3aBpitaBaMo TeopeMaMa Koje he ce HajBuIlle KOPUCTUTH Y U3YydaBatby

HENPEKUTHOCTU (DYHKIIH]A.

Teopema 16. Heka je (z,),cn KOHBEpPreHTaH HuU3.
(1) Hexa je k npupogan 6poj sefin og 1. Taga je lim(z,)" = (lim ).
(2) Heka je k npupopan 6poj sefin og 1 Takas ga je /lim x,, aecomHucan un ga je
3a cBakn npupogaH 6poj n gedunncan /z,. Taga je lim /z, = v/lim x,,.
(3) Heka je ¢ paunonanan bpoj sefin og 1 Takae ga je (limx,)? gedomnucan n ga

je 3a cBakn npupogat 6poj n gedpunucan (x,)?. Taga je lim(z,)? = (limz, ).
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Hoka3z. (1) [Mpumemyjyhu apyru geo teopeme 12 3a a, = b, = x, mobujamo aa je
limz?2 = (limz,)?. Ilpuvemyjyhn apyru geo Teopeme 12 3a a, = x2 u b, = z,
nobujamo aa je lim(z,)? = (limz,)%. Hacrasmpajyhu osaj nocrynax jomr k — 2 nyTa,

nobujamo na je lim(z,)* = (lim z,)*.

k

(2) Kopucruhemo uumennny ga 3a 0 < u < 1 Baxn u® < u, a tume u u < /u

k

v ja je 3a u > 1 Baxku u® > u, a Tume n /u < U Kao M HEjeJHAKOCT TPOYIJIa

v+ w] < Jvf + Jwl.

Pasmorpumo npso ciayuaj limz, # 0. Osnaunmo ca a rpanuny uusa (T, )pen. 110
Teopemu 12, u3 limz,, = a # 0 creqm ga je lim 2 — 1 = 0. Osnauumo = — 1 ca .
s
_|yn| < Yn S |yn|7
Tj. U3
_|yn| < % —1< |yn|

cJIequ Jia je

L=yl < =2 <14 Jpal. (1)
U3 yumenure jga je limy, = 0, mo npBoMm jesy mocaemauiie 3, ciaean aa je —1 < y, < 1
3a JOBOJHHO BEMKO M. Jlakie, 3a JTOBOJHHO BEJTUKO N BaKH

0<1—|yn] <11+ |ynl (2)

To name moBiavm ga je 3a JA0BOBHO Bennko n (3a 0 < u < 1 Baxkm u < /u u 3a
u > 1 Baxkn u < u)

L—ynl S V1=|ynl w /14|yl <1+ |yl (3)

U3 nejennakocru (1) u (3) caequ

[T,
L— |yl < V/1—|yn] < ¢ - <AV 1+ yal <1+ |ynls

ma je 3a JIOBOJHHO BEJIMKO N
Va(l = lyal) < Y < Va(l + Jyal). (4)
[To Teopemu 12 u3 limy, = 0, cienu ga je
lim /a(1 — [ya|) = lim /a(1 + [ya]) = Va.
Opmatie, mo Teopemu 9 IpuMemeHy Ha HejeIHAKOCT 4, BaXKu

lim ¥z, = ¢/ lim z,,.

Axo je limx, = 0, onga 3a M > 0 mocToju npupoman 6poj ng Takas fa je |z,| < MF¥,
KaJ[ TOJ je 1 > Ng. 3aTo, 33 CBAKO N > Ny Baxn |{/Z,| < M. Kako oBo pe3onoBame
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He 3aBucH oj u3dbopa Opoja M, 3ak/pydyjemMo ja ce BaH cBako M-OKoJnHe HaJIa3n

HAJBUIIE KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HHU3a {/T,. Jakne lim #/z, = 0 = /lim x,,

(3) Ako je ¢ = 7 € Q, onza je mo moxazanom nox (1) u (2)

lim2? = lim &/27m = {/limam = {/(limx,)™ = (lim z,,)%.

Teopema 17. Ao je x,, koHBeprenTaH Hu3 n 0 < a # 1, onga je lim @™ = g™ en,

Hoxka3z. Pazmorpumo npso ciay4aj kaja je limz, = 0 u a = e. Heka je M oOwio
KOju 1no3uTuBaH peajan 6poj. Heka je M; = min{%,M}. Nz 0 < My <1 cinean

Jia je 1—1Ml > 14+ M; > 1, naje In 1—11\41 > In(1+4 M;) > In1 (jep je dynkuuja Inz

pacryha), a Tume u
In(1 — M;) < —In(1 + M). (1)
Heka je My = In(1 + M;). Taga je My > 0. U3 limx,, = 0 caexn jga nocroju ng
TaKBO Ja je T, v Ms-okonmuun tadke 0 Kaj roj je n > ng. Jlakie, 3a TakBo n je
—My <z, < My, 1j. —In(1+ M) < x, <In(1+ M;). OnaBne u u3 HejeJHAKOCTH
(1) cnequ na je
In(1 — M) <z, <In(1+ M). (2)

C ob3upom 1a je dyuknuja e” pacryha, u3 nejenmakocru (2) caenn aa je
1— M, <e™ <1+ M.
OpxBajie, ¢ ob3upom 1a je 0 < My < M, cineau 3a ¢BaKo n > 1Ny BaxKH
1—-M<e™ <1+ M. (3)

C o63upom ja HejennakocT (3) Baykm He3aBHCHO of w3bopa 6poja M > 0, To, 1o

Jgedbununyju, 31a4n jaa je lim e = 1.

Pasmorpumo casx ciaydaj kaga cy a u A = lim z,, 6m1o Koju peajHu O6pojeBu y3
yeao 0 < a # 1. Tana je

Tn A Tpn—A —

—a-a b e(mn—)\)lna'

a
Osnaunmo ca Yy, a3 (r,—A) Ina. C ob63upom za je lim z,, = A u ja je In a KoHcranTa,

u3 Teopeme 12 cienu na je y, nyna au3. 1o mperxoano mokasanom je tas lim e’ = 1.

Jlakje, BaxKu

lim a®*" = lim(a’\ . e(xn—k) lna) — CL)\ -lim e(ln—A) Ina — (l>\ lime¥r = a)\ 1= ahrnxn‘ 0

Teopema 18. Axo je limx, = a > 0, onga je limlnz, = In(limz,).
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Heka je limz, = 1 u neka M > 0. VeaoB —M < Inz, < M je ekBuBajieHTaH
yenosy e M <z, < eM. Axo xemumo ma u3 yemosa 1 — K < z, < 1+ K cnemn
e ™M <z, <eMmopaburue™ <1-Kul+K <eM. 3aro, nexaje K =1—e M.
U3 lim z, = 1 ciaeam ga mocroju Ny TakBO Ja je z, y K-okommHu Opoja 1, Kajg roj
jen > ng. Taga hesan > ng 6urn e ™ < 2z, < e, artuvmen —M < Inz, < M.
Jlaxse, 3a ceako M > 0 mocToju HajBUIE KOHAYHO MHOTO 4YJIaHOBa HU3a In z, BaH
M-okommae 6poja 0, ma 3akmydyjemo aa je limln z, = 0.

x x
Baxu Inz, = In(a- —) = Ina +In—. C ob63mpom ma je lim fn =1, Mo mpeTxoaHo
a a

nokazanom sazu lim In 22 = 0, a Tume u limIn z,, = limIn(a-—) = Ina+limIn = =

a a
Ina. Yupaso cmo nokasanu ga je limlnz, = In(limz,). O

Teopema 19. Ako je limz, = a € (0,1) U (1,400) n limy, = A € R, onga je

lim z,%" = a’.
Jloxka3s.
hl’Il xnyn —_ hm eyn-lnxn — ehm(yn-lnmn) — ehmyn-hmlnxn — 6hrnyn-ln lim z, — (hm xn)hmyn.

[IpBa jegHakoCT caean u3 dnmbeHuIe 1a cy Gyakimje e¥ u ln x jexra 1pyroj nHBep3He
u jemmakoctn In(AP) = Bln A, npyra je nmpnvena Teopeme 17, Tpeha je mpumena Teo-
peMe 12, yeTBpTa je mpuMeHa TeopeMe 18, a moc/eama TOHOBO CIeIN U3 YNHHEHUIIE

na cy dynkmmje e u Inz jeqna apyroj nasepsue u jeanaxoctn In(AP) = Bln A. O
ocaeauna 5. Ako je limz, =a > 0u A € R, onga je lim(z,)* = (limz,)*.

Hoxka3. I[Ipumenom teopeme 19 3a y, = A, 100uja ce TpazkeHa jeTHAKOCT. ([l

Teopema 20. Baxu
(1) Heka je a > 1
(a) w3 limx,, = 400 cnegn lima™ = +o0.
(6) w3 limz,, = —oo cnegmn lima®™ = 0.
(2) Hekaje 0 <a < 1
(a) u3 limz,, = 400 cnegm lima™ = 0.

(6) n3 limz,, = —oco cnegm lim a®™ = +o0.

Hoxkas. la) Heka je y, = [x,] u 2z, = a”. U3 neme 8 caequ ga lim(z, — 1) = 400,
na U3 YUbeHue ja je x, — 1 < y, u TeopeMe 8 ciean jaa je limy, = 4o00. [lo temu
11 je lim z, = 400. Heka je K > 0. Taga nocroju ko takas na je z, € (K, 400),
ka1 101 je n > ko. 3 limy,, = 400 caean na nocroju ng rakas aa je y, € (ko, +00),
KaJI TOZ je n > ng. akie, kax rox je n > ng, ouhe y, > ko, ogaxkie ciaean aa he
ourn z,, € (K,+00). Haxme, 3a 6uno koje K > 0 Baxkn ga he ce Ban (K, +00)
Hahu HajBHITe KOHAYHO MHOIO YIaHOBa HU3a a’", mTo 1o aedUHANNN 3HAYN 14 je
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lima’" = +o00. U3y, = [z, cneqn na je y, < x,, na je a’* < a®. Ilo Teopemn 8

craemnu ga je lima* = 0.

16) lima™ = lim
a

lim a®™ = 0.

. Ilo mperxoguom je lima ™" = +o00, na je no teopemu 13

2a) u 26) ce noGmjajy npuverom la) u 16) Ha 1 ymecTo a n mpuMeHom

Teopeme 13. 0
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HenpekngHocT M rpaHUYHA BPEeAHOCT (DYHKIHjE

Henpekuauoct dbyukmnuje: neduHUIzja u JOKaJIHA CBOjCTBA

Teopema 21. Heka je Dy pomen dyrkunmje f un Heka je a € Dy. Cnepehin nckasm cy
eKBUBANIEHTHU
() (Ve >0)(35 > 0)(Vx € Df)(|Jz —a| <0 = |f(x) — f(a)| <¢)
(I1) Ako 3a HM3 (x,,),eN BaX®
(@): (Vn e N)(z, € Dy) n
(6): limz,, = a,
OHAa BaXu 1
(8): lim f(z,) = £(a).
Hoxka3z. TTokaxxumo npso jga u3 (I) caenn (I1). Heka je (x,)nen 3a KOju Bazku
(a): (Vne N)(z, € Df) u
(6): limz, = a.
Tpeba jia nokarkemo jia BaxKu
(8): lim f(x,) = f(a).
Jlaksie Tpeba mokas3aTu Jia 3a cBako € > () mocToju ny TakaB Jia KaJi TOJ je n > ng,
mopa 6urn |f(z,) — f(a)| < e. Heka je € > 0. ITomrro Bazu (1), 32 TAKBO H3abpaHO
e mocroju 0 > 0 TakBo Ja 3a cBako * € Dy u3 |x —a| < § crenn |f(x) — f(a)| < e.
[Towro 1o Bazku 3a cBako * € Dy, Baxkuhe u 3a wianose Huza (T, )nen. Jdaxie, 3a
CBaKM Iy,
u3 |x, —al <0 cneqm | f(x,) — fla)|] <e. (1)

C o63upom jga je limx, = a, 3a 0BaKBO 0, LIOCTOjU Mg TaKaB Ja
u3 n > ng caean |, —al < 9. (2)
[Tosesyjyhu (1) u (2) mobujamo ma
u3z n > ngy ciequ | f(x,) — fla)| <e. (3)

Jakite, 3a 6uio xoje € > 0, Moxke ce Hahu ny TakBo Ja Baxku (3), mTo Mo JebuHUI]n
snaum ga je lim f(x,) = f(a).
Yupaso cmo nokazaau jga u3 (I) ciaean (II). Ipernocrasumvo can jga ne Baxu (1) u
KOHCTPYUIIUMO HU3 (T, )neN 38 KOJU BaXKn
(a): (Vne N)(z, € Df) m
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0. HEITPEKMTHOCT ®YHKINJE: JEOMHUIINIA 1 JIOKAJIHA CBOJCTBA

(6): limz, = a.
M HE BaXKn

(8): lim f(x,) = f(a).

. To he 3nauntn ga ako uuje ucymweno (1), onga muje ncnymweno nu (I11) Tonrro ue
sBaku (1), onya nocroju vHeko € > 0 TakBO Ja Kako roj uzabepemo § > 0, mocrojahe
x € Dy takBo 1a je ucrospemeno u | —al < d u |f(x)— f(a)| > . Ounrnenno je na
je ceaku TakaB r # a, jep y cynporaom 6u 6usto |f(x)—f(a)| = |f(a)—f(a)| =0 < e.

3a takBo £ dopmupahemo vu3 (z,)nen-

e Heka je majupe 0 = 1. O3naunmo ca x; eqeMeHnT goMeHa yHKImje [ Takas j1a
je ucroBpemeno u |z1 —a| < 0 u |f(z1) — f(a)| > €. Ouurnenno je x; # a.

e Heka je cag § = min{3, |21 — a|}. Osnauumo ca y enement jgomena dyHnkuuje
f makas ma je ucrospemeno u |ro — al < 0 u |f(z2) — f(a)] > . Ounrnenno je
0<|zy—al <l|z;—a|lul|ry—al <3

e Ako cvmo nHacrtaBspajyhm oBaj mocrymak dopvupanu i, T, T3, ..., Tk, OHIA
nacrapbamo Ha ciaegehn waunmn: Heka je 0 = min{y, |y — al}. Osmaumvo ca
T4y eleMeHT joMena (yHKIHje f TAaKaB Ja je UCTOBPEMEHO U |Tpy1 — a| < 0 u

|f(zk41)—f(a)| > e. Ounrnenno je 0 < |z —al < |rp—a| < --- < |x2—al < |r1—0a]
1

[T —al < 5y

Ha oBaj Hauun ¢MO HhOPMUIPATH HU3 (T )neN 38 KOJU BAKH
(a): (Vne N)(z, € Df) n
(6): —1 <z, —a <2+, artuve jenlimz, = a.
ATl HEe BazKn
(B): Tim f(2) = F(a) jep je |f(zn) — f(a)] > &

Osum cmo nokasanu jaa he (II) 6Gurn ucnymeno ako u camo axo je ucnymweno (I). O

Hedununmja 14. Ako 3a dyHkunjy f n Tauky a Baxn jegat (a Tume u 06a) of ekBu-

BaneHaTa u3 teopeme 21, oHga kaxemo aa je pyHkumja f HenpekmaHa y Tadkm a. Ako

yHkumnja f Huje HenpekngHa y Tadkn a € Dy, oHfa kaxemo Aa je [y Tauku a npeknpgHa

nwan ga fy Tadku a nma npekung. Ako A C Dy n ako je cbyHkumja f HNpeknaHa y cBakoj

Taykm ckyna A, oHga kaxxemo aa je f HenpekugHa Ha ckyny A.

Teopema 22. Ako cy dyHkumje f 1n g HempekngHe y Tadykn G, OHAA Cy y Taykn a
HenpekngHe n yHKunje
(1) f+g
(2) J; g m
3) =
f
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0. HEITPEKMTHOCT ®YHKINJE: JEOMHUIINIA 1 JIOKAJIHA CBOJCTBA

Hoxka3. Haseaene ocobune cieje TUPeKTHO U3 0/IroBapajyhux ocobnHa KOHBEpTreHT-

HUX HU30Ba JgaTux y Teopemu 12. Heka 3a HU3 (Z,),en 32 KOJU BasKu
(a): (Vne N)(z, € DyNDy) u
(6): limz,, = a.

[Tomro cy f u g menpexkuaHe PyHKIKje y TAYKU a, BaxKuhe u
(5): lim £ () = f(a) m lim g(z) = g(a).

Ha ocnoBy Teopeme 12, Baxkuhe u

hm(f+g)(zn) = Mm(f(zn)+g(zn)) = Mm f(z,)+Him g(zn) = fa)+g(a) = (f+g)(a)

n

lim(fg)(zn) = im(f(zn) - g(za)) = lim f(zy) - lim g(zn) = f(a)g(a) = (fg)(a),

mro 1o jJeduHunuju 35aun 1a ¢y f + g u fg HenpekuaHe PyHKIUjE y TAYKA G.
Cauvno, ako 3a HU3 (T, )N BAKH
(a): 3a cako n € N je x, y nomeny dbyHkimje % u
(6): limz, = a,
¢ ob3upom 1a je [ HenpekuaHa (HYHKIHjA Yy TAYKH G, Baykuhe u

(B): lim f(x,) = f(a). Ha ocrHoBy Teopeme 12, ciean na je

1 1 1 1
Fow) ~ Tmf)  fl@) 7 -

1
lim —=(zx,,) = lim
f( )

Teopema 23. Ako je pyHKUMja f HENpeKMgHA Yy Ta4Ky @ 1 aKO je pyHKLM]a g HEMPEKNAHA

y Taukn f(a), oHpa je dpyHkumja g o f HenpekuaHa y Taykm a.

Hoxkas. Hexka je (z,),cn HU3 TakaB jia BayKu

(a): (Vn € N)(z,, € Dyoy) m

(6): limz, = a.
C ob3upom j1a je f mempekugHa (GYHKIHja Y TAYKU @, BaKuhe

(8): lim f(zy) = f(a).
Osuaunmo ca y, un3 f(z,). Taga je ncnymeno

(B): lim Yn = f(a)

(r): (Vn € N)(y, € D).
C o63upom Ja je g Henpexunua dyukmuja y Tadkn f(a), u3 (B) u (r) caequ ga he
BasKUTH

(m): lim g(yn) = g(f(a)).
Jaxje kaj rof je (T, ),eN HU3 TaKaB Ja BaxKu

(a): (Vn € N)(z,, € Dyoy) m
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(6): limz, = a,
OH/IA BAXKN

(m): limg(f(zn)) = g(f(a)).

To no pedunnnmju 3ua4n g2 je g o f HempekuaHa (DYyHKIMja ¥ TAUKA d. U

Hedunrnnuja 15. Heka je A C Dy
e Kaxemo pfa je dyHkumja f (ctporo) pactyha Ha ckyny A, ako

(Vay, 29 € A)(x1 < 19 = f(11) < f(22))-
e Kaxemo pga je cdyHkuumja f (ctporo) onagajyha Ha ckyny A, ako

(Vay, 29 € A)(x1 < 19 = f(11) > f(22))-
e Kaxemo ga je dyHkumja f Heonagajyfia Ha ckyny A, ako

(Vxy, 29 € A)(x1 < 19 = f(21) < f(22)).
e Kaxemo ga je dpynkumja f Hepactyha Ha ckyny A, ako

(Vry, 29 € A)(21 < 29 = f(21) = f(22)).

e Kaxemo ga je dpyHkymja f (ctporo) moHoToHa Ha ckyny A, ako je (cTporo) pactyha

Ha ckyny A unn je (ctporo) onagajyhia Ha ckyny A.

Teopema 24. Heka cy ncnywenn cnegehn ycnosu:

(1) dyHkunja f je HenpekngHa y Tauku a;

(2) Noctoju M > 0 TakBo Aa je dynkunja f va Dy N (a — M,a + M) crporo
MOHOTOHaA.

Tapa je nneep3 pectpukunje dyHkunje f Ha DN (a — M, a+ M) nenpekngan y f(a).

Hoxka3z. Bes ymamena ommrocrn, ueka je Dy C (o — M,a+ M). C o63upom 1a je
f monorona ¢ynknuja, onjga je ona 1 — 1, ma mocroju unseps f~! umju momen je

Dy = f[Dy] ={f(z) | v € Dy}.
Tpeba nokazaru ja

(Ve > 0)(36 > 0)(Vy € Dy-1)(|ly — Fla)] < 6 = [F\(y) —a] < ¢).
To je, ¢ o63upom ga je f OWjeknuja, eKBUBAJIEHTHO Ca
(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € Df)(|f(z) — fla)] <6 = |z —al| <e).
|r — a| < ¢ je ekBuBasenTHO ca a —e < & < a + €.
[Ipernocrasumo ma je f crporo pacryha. Tazga je

a—e < x<a-+e exusagenTno ca f(a—e) < f(z) < fla+e).
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Hexa je § = min{f(@) — f(a— =), f(a +2) — f(@)}. Tara ws |f(x) — f(a)] < &
cnemu f(a—e) < f(z) < f(a+€), mTo je eKBUBAJEHTHO ca a — & < & < a + €, Tj.

|z —a| < e. OBum cMO 3a npousBo/bHO n3abpano € > 0 namiu 6 > 0 TakBo J1a
(Vy € Dp-1)(ly = fla)] <0 = [} (y) —a| <e).
[Ipernocrasumo caj ja je f crporo ouazsajyha. Taua je

a—¢e <z <a+e eksupanentno ca f(a+e¢) < f(z) < f(a —e).

Heka je 0 = min{f(a) — f(a +¢), f(a —¢) — f(a)}. Tama uz |f(z) — f(a)] < 6
ciemn f(a+¢e) < f(x) < f(a — ¢), mro je exBuBajenTHO ca @ — € < x < a + €, Tj.

|z — a| < e. OBum cMo 3a npousBo/bHO n3abpano € > 0 Hamu 6 > 0 TakBoO 14

(Vy € Dy1)(ly — fla)] <0 = |f'(y) —a|] <e).

OBum je ToepeMa J0Ka3aHa. ([l

ITocmenuma 6. Ao je f HenpekmngHa u (CTPOro) MOHOTOHA Ha MHTEPBaJy, OHAA HEHA

pecTpnKumMja Ha TOM WHTEpBaNy UMa HenpekngaH (1 MOHOTOH) MHBEP3.

[Toacerumo ce nedunuimje ejjemMeHTapHux (pyHKIM]ja.

Hedunumuja 16. OcHoBHe enemeHTapHe dyHKumje cy dyHKunje

(1) f(z) =a,
(2) f(z) ==,
(3) f(z) =2a™ 3aneN,
(4) f(x) =29 3aq€Q
(5) f(x) = J;g(éﬁ)j
() flo) = 5
(7) f(x) =a",3a0<a#1
(8) f(x) = log, =
(9) f(z) =2,

(10) f(z) =sinz

(11) f(z) = cosx

(12) f(z) = te,

(13) f(@) = ctg.

(14) f(z) = arcsinz

(15) f(z) = arccosz

(16) f(z) = arctgx

(17) f(z) = arcctgz
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Hedunnmuja 17. Heka je £ Hajmara knaca dyHKumMja Koja 3agoBosbaBa crieaehie

yCnoBe:
(1) OcHoeHe enemeHTapHe yHKLMje npunagajy kancu &;
1
(2) Ako f,g € &, oHpa f+g,f-g,§,fog€€.

®dyHkumja f je enemeHTapHa ako n camo ako je f € £.

Teopema 25. EnemeHTapHe cdyHKUMje Cy HENPEKMAHE Ha LieSIOM CBOM AOMEHY.

Hoxka3. /[oBo/bHO je OKa3aTHu jia Cy OCHOBHE ejleMeHTapHe (bYHKIUje HEeIPEeKU THe.

Tana he Ha ocHOBY TeopeMma 22, 23 cBe ejleMeHTapHe (DYHKIje OUTH HENPEKHTHE.

(1) Heka je f(x) = a u neka je o € R. Hexka je ¢ > 0. 3abGepumo 3a § 6m1o0
Koju mosutuBaH 6poj. Tama u3 [ — xo| < & cenn na je |f(x) — f(xo)] = 0 < e.
BakspydyjeMo Ja je [ HempeKHuHA y CBAKOj TAYKW.
(2) Heka je f(x) =x,a € Rue > 0. JoBospHo je naliu § > 0 takBo ma u3 [z —al <
crenn | f(z) — f(a)| < e na Gucmo 3akbyunin ga je f HeOpeKuHA y a. JeJHO TaKBO
0 je Gamr €.
(3) Heka je f(z) = 2™ Ilokazamu cmo na je h(z) = z nempekuana ua mesom R.
[To Teopemu 22, je onja npoussos dpykunuja h u h takohe HenpekuHa QYyHKIHT]A.
Oznaunmo je ca hg. IlonoBHOM mpuMeHOM Teopeme 22 3aKby4dyjeMo 1a je hy = ho-h
Henpekuana ¢ynknuja. Hacrapmajyhu oBaj moctynak n — 3 myra 3ak/bpydyjeMo 1a
je h, = f weunpekujna QyHkuja.
(4) Hexka je f(x) = 29, 3a ¢ € Q, ueka je a € Dy u nexa je (z,),eN HU3 TaKaB J1a
(a) z, € Dy 3a ceako n € N n
(6) limz,, = a.

Ha ocnoBy Teopeme 16 caean ja je
lim f(z,) =limz?¢ = (limz,)? = a? = f(a).

(5) Hexka je f(x) = P,(x). C o63upoM ma je TMOJHHOM 30HD MOHOMA, MO MPBOM
JiesTy Teopeme 22, MOTUHOM je HempekugHa (BYHKIHja aKO Cy MOHOMHE HEMpPeKH/THe
dyukiyje. Ilo gapyrom jiesy Teopeme 22 MOHOM je HelpeKuHa (DyHKIHja Kao
npousso ynknuja mox (1) u (3).

P,(z) . ..
(6) ®dynkumja f(z) = 0 (( )) je HenmpexkwujHa jep je mo tpehem jeny Teopeme 22
m(x
1
HelnpekuiHa PyHKIja Q—U, a 110 JIPYyIoM JieJly TeopeMe 22 je upousBo/ pyHKIUja
m(x
1
P,(z) m ——.
Qm()

(7) Heka je f(z) =a®,3a 0 < a # 1, Heka je 9 € R u Heka je (x,),cn HU3 Takan
na limz,, = xo.
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Ha ocnoBy Tepeme 17 ciean na je
lim f(x,) = lima® = @™ = g% = f(x,).

(8) Hexa je f(z) = log, x. I3 monoToHocTH 1 Henpekuanoct dbyukumje g(z) = a®,

110 nocseauny 6, caeau HenpekuaHocT dyHKIuje f.

(9) Heka je f(z) = 2%, neka je a > 0 u Hexa je (T, ),en HU3 TAKAB Ja
(a) z,, > 03a cBakon € N u
(6) imz, =a

Ha ocnoBy mocneaure 5 ciaemm na je

lim f(z,) = limz,* = limz,* = a* = f(a).

(10) Heka je f(z) =sinz u Heka je a € R.
I3 ynmenune ja je 3a z < § Baxu Ja je sinz < z ciaean Ja je 3a |[v —al < 7§

T+ a Tr—a
<2-
2 | ‘ 2

3a £ > 0, goBo/bHO je m3abpaTu § = min{e, 7}, 1a 6u 3a cBako = € R Baxkm10

|sinx—sina\:2|sinx;chos |- 1=z —al

|z — a] < § noBnaun |sinz — sinal < e.
Jlaxme, f je menmpekuana ma R.
(11) Hexa je f(z) = cosz. ®yukimja h(x) = x —  je 36up dbynxuuje hi(r) = r un
hy(x) = —7, ma je mo mpBom Jemy TeopeMe 22 Hempekuana dbynknuja. Oynxmuja f
je kommozunuja gyuknuja g(x) = sinz u h, na je mo Teopemn 23 HeNpPeEKUIHA.
(12) Heka cy f(x) = tgax u g(xr) = ctgx. Ilo Tpehem geny teopeme 22, u3

1

sinz

HENMpPeKuTHOCTH (DYHKIUja SN U COSX CJIeIH Ja Cy HelpeKugHe YyHKIIje n

1 1
coszx’ coszx’

HenpexkuHocT pyrkuuje f. CaudHo, U3 HENPEKUIHOCTU (DYHKIUja COS T U

N3 wenpekuanocT GpyHKIHT]A Sinx 1 IO IPYTOM JIeJTy Teopeme 22, cJiean

sz 1O
JIPYTOM JieJly Teopeme 22, cjiejii HelIPeKUuIHOCT (PYyHKIje g.

(13) @yukmuje fi(x) = sinx u fo(z) = tgx cy crporo pacryhe u HempekuHe Ha
unrepsany [—3, 3], Gynxmuje f3(r) = cosw u fi(x) = ctgx cy crporo omauajyhe un
Henpexkuane Ha uarepsay [0, 7], ma cy, o mocsaeauny 6, BHUXOBU HHBE3U HENPEKHTHE

dyukiyje. U
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Henpekunuocr dbyukmnuje: riiobasHa cBojcTBa

Teopema 26. IIpBa Boamano-Komu Teopema: Heka je dpyHkumja f HenpeknHaa
Ha [a,b] n Heka je f(a)- f(b) < 0. Taga je f(c) =0 3a Heko ¢ € (a,b).

Hokaz. O3naunmo ca ay Tauky a u ca by rauxy b. Jdaxie f(ap)- f(b1) < 0 u qyxuna

a1+by
2

unHTepBaia [ar, by] je b —a. Heka je ¢; = . Tauka c¢; je cpeaumre mHTEpBaIa

[a1,b1]. Ako je f(c1) = 0, onma je ¢; Tpaxeno ¢. Y CyHPOTHOM je TA4HO JeJHO O/

flar) - f(er) < 0w f(er) - f(by) < 0. Axko je f(ay) - f(c1) < 0, o3maummo ca as

JIEBY TPAHMILy MHTEPBAJA [a1, 1] U ca by IECHy IPaHuUIly TOI MHTEPBAJIA, Tj. HEKa je

as = ay u by = ¢1. Y cynporaom, ako je f(cy)- f(b1) <0, nexa je ag = ¢y uby = by. Y

cBaKoM cityuajy, Bazu f(as)- f(b2) < 0 u gyzxuna unrepsaia [as, b je 5%, Ako cmo
b

HacTaBsbajyhu oBaj mocrynax (opMupasin HHTEpBA [y, by| KOMe je jy:KuHA .t U

3a koju Baxku f(a,) - f(b,) < 0, OHIA HA CUYIAH HAYNH KOHCTPYHIIEMO MHTEDPBA

[@nt1, bot1] KOMeE je myzxuHA 2% 1 32 KOju BaxkKH f(ap11) - f(byy1) < 0. Konkperso,

HeKa je ¢, = 22X Akoje f(e,) =0, oHna je ¢, TpaxkeHo ¢. Y CynpoOTHOM je TAIHO
2 ?

jeano ox f(an) - flcn) < 0u f(en) - f(by) < 0. Axo je f(an) - f(cn) < 0, nexa je
Upy1 = Qp ¥ by = ¢, Y cynporrom, axo je f(c,) - f(b,) < 0, Heka je ani1 = ¢,

u by = b,. Y cBakom ciayuajy, Baxku f(ans1) - f(bpse1) < 0 u gykuna uarepBasa
[ans1, buya] je 255

Hacrasmpajyhu nocrymak, mau ce KoHcTpyuine ¢ Takso aa je f(c;) = 0 mam ce
KOHCTpyHIIe GeCKOHAUAH HU3 yMETHYTHX MHTepBaja [ay, by kome je ayxuna %2 u
3a koju Baxku f(ag) - f(by) < 0. Baxmn

a

@M <a<a3< <A < Kby <Ky << om
bn—an:bQ;

Ckyn A = {a,|n € N} je orpanuden 0/03ro GUI0 KOjUM eJeMEHTOM CKymna B =
{bn|n € N} u 06puyTO, CKYn B je orpanuveH 00370 GHIO KOjUM €JIeMEHTOM CKYTa
A. Cnemn ma ckyn A mma cynpemyM, ckyn B nma uadumym n 1a je sup A < inf B.

Bazku u Bumre ox Tora.
Ba ceakon € N je a, <sup A <inf B <b,.
Opatse caeu jia je 3a CBaKO N MCIYHEHO
0<infB—supA<b,—a, =252

Baxspyuyjemo® ga je inf B = sup A. Osmaummo Taj 6poj ca ¢ U MOKAXKHMO Ja je
f(c) =0.

Hus (a,)nen je Hponaaajyhiu u orpanuden 0j103ro, na je no reopemu 6. lima,, = c.
Crakn oJ] wranoBa Hu3a (a,),en je y unTepBaty [a,b], ma je a, € Dy, 3a cBako n.

C o63upom 11a je f HempekugHA y CBUM TadyKaMa WHTepBaJa [a,b], Baxu lim f(a,) =

SApXI/IMe,ILOB TIPHUHIAT
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f(c). Cnuuno, limb, = ¢ u lim f(b,) = f(c). Axo je f(a) <0, ouga je f(a,) <0<

f(by) 3a cBako m, ma je mo apyrom geny nocaeaute 3, lim f(a,) < 0 < lim f(b,), T

fle) < f(c), onakse caequ na je f(c) = 0. Axo je f(a) > 0, ouna je f(a,) >
0> f( n) 3a CBAKO M, 114 je 1mo Apyrom geay nocaeaune 3, lim f(a,) = 0 > lim f(b,),
tj. f(c) 20> f(c), omakne cream na je f(c) = 0. O

Teopema 27. /Ipyra Boamano-Komm Treopema: Heka je dpyHkumja f HenpeknHaa
Ha [a,b] u Heka je D 6poj usmely f(a) n f(b). Taga je f(c) = D 3a Heko ¢ € (a,b).

Hoka3z. Ako je f(a) = f(b), onna wema eemenara y unrepsany (f(a), f(b)). 3aro
je f(a) # f(b). Heka je g(x) = f(x) — D. Tana je g(x) menpekugua ua [a,b] u
Baxu g(a) - g(b) < 0. Ilpumemyjyhu npsy Boamano-Komm reopemy (teopema 26,
3aKkJbydyjeMo Ja noctoju ¢ € (a,b) Takso ga je g(c) = 0. Tazxa je f(c) = D. O

Hedunnunuja 18. Kaxemo aa je dyHkumja f orpaHnyeHa Ha A C Dy, ako noctoje

peanHn 6pojesn M n m, Takeu pa 3a ceako = € A Baxu m < f(x) < M.

Teopema 28. IIpsBa BajepmurpacoBa teopema: Ako je f HenpekugHa Ha [a, ],

OHAQA je OrpaHM4YeHa Ha TOM WMHTepBany.

Hoxka3. IlpernocraBumo jga je f HenmpekuaHa Ha |a,b], amu ga HA TOM HHTEPBATY
HUje orpanudena o103ro. To 3uaum ja 3a ceako n € N mocroju x, € [a,b] TakBo 12
je f(z,) > n. Hus (x,)nen je orpannden (jep je a < z, < b), ma no tpehem ey
TeopeMe 4 uMa TadkKy Haromum/jabama. Heka je To c¢. Ha ocnoBy Teopeme 7 ciiejn
Jla TOCTOjU NOAHU3 HU3a (T )nen KOju Texn ka ¢. O3maunmo ra ca yg. Jlakie,
3a Hekn pactyhu Hu3 npupomHux 6pojeBa (Ny)ren BaXKHU Y = Tp,. U3 f(z,) > n
caeqn ma je f(yp) = f(zn,) > ni > k. Ilo Teopemu 8 u3 limk = +o00 caean na je
lim f(yx) = +o00. C 063upom Ja je a < Yy, < b, Ha OCHOBY JAPYTOr Jiesia MOCJeIuIe 3
crenu 1a je ¢ € [a,b]. akie, ¢ je y nomeny dyukuuje f na je f(c) # lim f(yx).

ITokazasm cMmo 1a:

(a) yx € Dy 3a cBako k € IN;

(6) limyy,=cm

(8) lim f(yx) # f(0).

BakspyuyjeMo ja f HUje HEempeKu Ha y TaYKu . 10 je MPOTBPEIHO yCJIOBY TEO-
peme n1a je f menpekuana Ha [a,b], na 3ak/byqyjeMo jga je mpernocraBka Ja je f Ha
[a, b] HEOrpaHWYeHA CA TOPHHE CTPaHe HEeOIPKUBA.

Cnuano ce moka3yje fAa f He MOxKe OMTH HEOIDAHHUYEHA Ca JOHe CTpaHe. 0

Teopema 29. Ipyra BajepmirpacoBa Teopema: Ako je f HenpekugHa Ha [a, D],

OHAA Ha [a, b] BOCTUXKE CBOj MAaKCUMYM 1 MUHUMYM.
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Hoka3z. Ha ocuoBy npese Bajepiirpacose Teopeme (Teopema 28) M3 HEIPEKUTHOCTH
dbyukumje f na [a,b] cieau mwena orpanndenoct Ha [a, b], na nocroje sup{f(z)x €
[a,b]} w inf{f(z)|z € [a,b]}. Osnaunmo ca S cyupemym ckyua {f(z)|z € [a,b]}.
Ako y unrepsaiy (S — £, 5] ne 6u Guio enemenara ckyna { f(z)|z € [a,b]}, onna 6u
S — 1 6una majopanra ckyna { f(z)|z € [a,b]} Mama o1 cynpemyma TOr cKyma, 1ro
je xourTpajukiuja ca gedpununujom cynpemyma. lakie y (S — %, S] mocroju Gap
jenan erement ckyna {f(x)|z € [a,b]}. O3maanmo ca x, Tauky u3 [a,b] TakBy 1a je
flzn) = (S — %, S]. Ha oaj mauun, dbopmupat je Hu3 (T, ),en €1eMeHaTa u3 [a, bl.
C o63upom Ja je Hu3 (I, )N OrpaHnveH, OH, mo TpehieM jiesty Teopeme 4, IMa TauKy
HaromuiaaBama. O3naunmo je ca c. Ha ocHOBY Teopeme 7 3aK/bydyjeMO Ja MOCTOjH
10Hu3 HU3a (T, )peN KOju Teku Ka ¢. O3naunmo ra ca yg. laxie, 3a nekun pacryhu
HU3 IPUPOAHKX OpojeBa (N )keN BaKU Vg = Ty, . 13 5 — % < flzp) < Sun, >k
cean ga je S — ¢ < f(yx) < S. o reopemn 9 3ak/byuyjemo aa je lim f(y;) = S. C
ob3upom ga je f menpexmana wa [a,b], Baxkn lim f(y,) = f(limy) = f(¢). Cnenn
naje f(c) =S.

Caugno ce nokasyje ga f mocruzke cBoj uuadumym Ha [a, b). O
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