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Jleo 1

OkoJinHe



[TOTVIABJBE 1

OkoJinHe

Hedbunnmmja 1.1. V ypeheHom ckyny peanHux 6pojeBa OTBOpPEHN MHTEpPBaau Cy WH-
TepBann obnuka (3a Heke a,b € R n a < b):

(—00,4+00), (—00,a), (a,+00) n (a,b),
JOK Cy 3aTBOPEHN MHTepBanu obanka

(—00,+), (—00,d], [a,+00) u [a,b].

OcuM BUX TOCTOje JOIT U WHTEPBAJIN KOjH HUCY HI OTBODEHW, HU 3aTBOpeHu. 10

CY TaYHO MHTEPBATN OOJUKA
la,b) u (a,b].

Hanomena: —oo n +00 HEHCY peannn OpojeBu. Mu nx oBje KOPUCTHMO Kao 03-
HaKe HaKo MOCTOoje 00/1acTH MaTeMaTHKe Y KOJEMA je 3TOHO MOCMaTpPaTH MPOIIHPEH
ckyn peannnx 6pojesa RU{—o0, +00} e ce ypehenom ckymy peamnux GpojeBa cMo
JI0JIajy JiBa eJieMeHTa W TO TakKo Jia je —o0 < x < +00 3a cBaku peajian O0poj r. Y
Tom ciyuajy ckyn R U {—o00, +00} o3mauasamo ca R u mocmarpamo camo ypeljeme
Ha HheMy, jep olepaliije cabuparmbha U MHOYKEHha He MOXKEMO MPOJIYKHUTH TaKo Jia
3a]pIKe ,,Jerna’ CBOJCTBA HA Koja cMo HaBWKJHM y ckymy R ! Tpeba paszmukosaru
O3HaKy -+00 O] O3HAKe 0O, jep MOCTOje 00JacTH MaTeMaTHKe Y KOjuUMa ce Pajid ca
R U {oo}, nakie ca peasnnnm 6pojeBUMa KOjuMa ce He J107ajy JBe Tadke, Beh camo

jeTHa TavKa.

Yumennna 1.2. KoHayaH npecek 0OTBOpPeHNX MHTEPBaJIa j€ UiV OTBOPEH MHTEPBA UK
npasaH ckyn. [lpecek 3aTBOpeHUX MHTEPBAsa je WAN 3aTBOPEH WHTEPBas WM Npa3aH

cKyn.
Jla je ycioB ,,KoHauaH  HEONXOJAaH y IPBOj OJ OCOOMHA, MOKa3yje IpUMep HH-

1 1
repBasa [, = <1 - =2+ —) 3a KOjy je IpeceK ﬂ I, =11,2].
n n

nelN

'Ha npumep, y ckyiy penanux 6pojesa ako je 0 < z, onga je © < 2x. Ako 6ucMO XTenu ga 10
BayK¥ M y TPOIIUPEHOM CKYITy peJaHux 6pojesa, oHga 6u Mopaso 6utu +0o < 2(+o0). Cauuno je
ca 0cOOMHOM Oa cBaku T # 0 mMa HHBep3 x| u 1a je (:U’l)’1 =z rao u ga u3 0 < n < x caenu
0 <z ! <n!. Ira 6u 6mmo (+00)~ ! u (—o0)~1? IlomTo je 0 < n < 400 UCIYHEHO 3a CBAKH
npupogan 6poj n, orxa 6u caeauao ma je 0 < (+o0o0)~! < n~! memymeno 3a cBako n, ma GHCMO
MOpaJIu [a UMaMO OECKOHAYHO MaJjy BEIUYUHY, MO3UTHUBAH OpOj MambW O CBHUX ,, CTAHIAPIHUX
MTO3UTUBHUX PEATHUX Opojena.
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Hedunnmuja 1.3. Heka je a € R. 3a oTBOpeHn nHTEpBan Kojui CagpXun Tauyky a

KaXemo fAa je okonuHa Tayke a. Ako je M > 0, oHga 3a untepsan (a — M,a + M)

Kaxkemo aa je M-okonumHa Tadke a.

Ako je M > 0, oHga 3a untepsan (—oo, — M) kaxemo fa je M-okonmHa Tauke —oo,

a 3a nntepsan (M, +o00) kaxemo fa je M-okonuHa Tauke +00.
Ako je a € {—00,+00} UR, onga 3a M-okonuHy Tauke a n3 koje je nsbayena cama

Tayka a, Kakemo fa je wynsba M-okonnHa Taudke a.

Haxie, mymsba M-okojiMHa Tauyke —OO ce He pasJjukyje o M-okojimHe Tadyke —0o0.
Cimuno, nrymba M-okomHa Tauke 400 ce He pasaukyje o1 M-okoauHe Tauke +00.
Ba 6u10 Koju peasinu 6poj a, weHa nryisba M-okosmna je ckyn (a— M, a+ M)~ {a}.
M-okomuny Tauke a € R U {—o0, +00} hemo o3nauasBatu ca (A)(M, a). Ulymmwy M-
okommuy Tadke ¢ € R U {—o00,+oo} hemo oznauasaru ca O(M,a). Hakme, ako
je a € R, onga je x € O(6,a) expupanentro ca 0 < |z —a| < 0, a x € O(8,a) je
eKBHBAJIEHTHO ca |z —a| < J . Axo je a = —oo, oua je © € O(0, a) eKBUBATIEHTHO Ca
2 €0(0,a)ucar < —3. Canmuno, ako je a = +00, onja je © € O, a) eKBUBAIEHTHO
cax e O(5,a)ucad<uz.

Hedbununnmja 1.4. Tauka a je:

(1) yHyTpawra Tauka ckyna A, ako je cagpxaHa y A 3ajeaHo ca Hekom CBOjoM

O-OKOJIHOM;

(2) je Tauka HaromwunaBarba ckyna A, ako y CBaKOj LWymnsboj 6-okoaAMHM Bpoja a nma

enemeHata ckyna A.






Jleo 2

HuszoBu



ITOI'VIABJBE 2
Hwuzosu: nedunauimja

Hedunnnmja 2.1. 3a npecnnkasarbe kome je gomeH No, N uan N~ {1,2,3,... k}
(3a Heko k € N) kaxemo fa je HU3.

YMecTo ja KazkeMo J1a je KOJOMeH yOueHOr Hi3a je CKyT MaTpuIa (CKyI BEKTOpa,
cKym (byHKIHja, CKYII peajHux OpojeBa, CKyIl IPHUPOIHUX OpojeBa, CKYI KOMILIEK-
cHux 6pojesa ...), derhie KaxkeMo Jia je y MUTalby HU3 MaTpuna (BeKTopa, GyHKImja,
peamHux GpojeBa, NpUPOTHUX GPOjeBa, KOMIUIEKCHUX GpojeBa ...). 3a HU3 peasHux
OpojeBa YecTo KaxkeMmo Jia je peasnaH Hu3. lako je yobuuajenHo ma 3a (pyKHKIHje
kopuctumo ozdake f, g, hy F, G, H, f1, fo..., peajne Hu3zope deiihie o3HadaBamo ca
a, b, ¢, d, x, y m ymecro a(n) numemo a,. 3a a; Kazkemo Ja je NPBU 4IaH HU3A, 34
Gp Kaykemo Jia je Apyru wiaH Hu3a uta. Kaja 3a NpOMEeH/bUBY N 337aMO G, OHJA

KazKeMo JIa je G, ONIITH 4jaH Hu3a. ymecro a : IN — A numemo (ay,)pen wim camo

HABOJIVMO OIITH YJIaH Q.
Y HacTaBKy TeKCTa KaJi KaxKeMo ,,Hu3”, MHCJIUMO Ha peaJjiaH HU3, OCUM aKO JIpy-

radnje He HarJTacuMo.

Axko je a, um3 ca momenom N\ {1,2,3,... k}, onga je ca b, = a,) nedunucan
a3 ca gomenom IN. C o03upom Ha Ty Be3y, JIOBOJ/BHO je M3ydaBaTH HHU30BE Ca
gomenom N. V HacTaBKy TeKCTa KaJ KaykKemo ,,Hu3”, aKo Jpyradnje He KarKemo,

MUCTIUMO Ha HHU3 KoMe je momeH IN.

Hedbunnnmja 2.2. 3a Hu3 (a,),en kaxemo ga je pactyhin ako a, < @,y Baxn 3a
ceako n € IN. Ako a, < a,,1 Baxn 3a ceako n € IN, oHga kaxemo ga je Hu3 (a,)neN
Heonagajyfin n kopuctumo o3Haky a, . CandHO, aKo a, > d,41 BaXn 33 CBaKO
n € IN, onga kaxemo aa je Hu3 (a,)new onagajyhu, a ako a, = a,;1 BaXn 3a CBaKO
n € IN, onga kaxemo fa je Hu3s (a,),en Heonagajyfin n kopuctumo o3Haky a, . Hus

J€ MOHOTOH YKONMKO je HepacTyhu unn je Heonagajyhu. Hus je cTporo MOHOTOH ykonmko

je pactyhn nnn je onagajyhn.

Ounrnenno, ceaku pactuhu HU3 je yjeaHo u Heomadajyhm m cBakum omamajyhu

HU3 je yjejHo u Hepactyhu.

IIpumep 1. Heka cy a, = 2n — 1, b, = (—1)"n u ¢, = max{10 — n,2n — 1}. Taza
je ap < ap4q €KBUBAJEHTHO ca 2n — 1 < 2n+1, a tume u ca 0 < 2. [/lakie, 3a cBaku

NpUPOIaH OPOj M je UCHYEHO Ay < Apy1, TA je HU3 (ay)pen pacTyhn.



3a uu3 (by,)neN BaXKH JIa je CBAKM HelApaH YIaH HETATUBAH W CBAKU MAPAH LIAH
HO3UTUBaH, ma b, < b, He BaXKu 3a CBaKW HemapaH n u b,,; > b, He Baxu 3a
cBaku napan n. Jlaxne (b,),en Huje Hu meonagajyhu uu mepacryhu.

Kako je n > 4 pememe nejegnaunne 2n—1 > 10—n y ckyny npupojaux Opojesa,
TO je 3a n > 4 ucnymeno jga je ¢, = 2n — 1, a3an < 3 je ¢, = 10 — n. Baxn
c1=9,cc=8ucg=7,najeci =>2co=>2c3ncy<c << ey < ... [lakie, nuje
HCIYEEHO ¢, < Cpy1 3a cBakO n € IN (HUje ucnymeno ¢; < ¢ HU ¢ < C3), a HO3
Huje pacryhu. Aunn je ¢, < ¢,y1 HCIYIEHO 3a cBakKO N = 4, na 6u Hu3 6uo pacryhn
Jla TO ,,He KBapu HEKOJHMKO IpBHX wiaHoBa”. To je cymTuHCKa pa3iuka m3mehy
Hu30Ba (b )nen U (Cp)new. AKO HU3Y (Cp)pen OA0AIUMO KOHAYHO MHOTO UJIAHOBA,
ou he nocrarn pacryhu, 1ok uu3 (b,),en Helie nocraru vu pacryhn mn onanajyhu
OCHM aKO He 0/0aIMO GECKOHAYHO MHOIO HerOBUX U/IaHOBA (KOHKPETHO, WJIU Jia
016AIMMO CBe TTapHe WM J1a 0J0aIuMO CBe HerapHe) 3a HU30Be Kao MITO je (Cp)neN

YBOJUMO HOBY J1e(DUHUIIH]Y .

Hedbuannmja 2.3. 3a Hus (z,),en Kaxemo ga je (ctporo) pactyfin 3a foBo/bHO Be-

ko n wam aa je (cTporo) pactyhin noyeBwn of HEKOr 1y ako NOCTOju NpupoaaH bpoj

Ng TakaB Aa T, < Tpi1 BaXM 3a cBako n = ng. Cnn4yHo ce gecbuHmy NojMOBKU HM3a
Heonagajyhier 3a goBosbHO Benmko n, (CTporo) onagajyher HA3a 3a JOBOSLHO BENWO 1 U

HepaCTyﬁer HN3a 3a AOBOJbLHO BEJINKO 7.

Younrreno, ako 3a Hu3 (T, )peN BazkKu HeKa 0COOMHA 33 CBE CEM €BEeHTYaJHO KO-
HAYHO MHOIO IPUPOJHKUX OpPOjeBa 1, OHJA KAXKEMO Ja HU3 (Tp)peN UMA Ty OCOOUHY

3a JOBOJHbHO BEJIMKO 7l UMJIX IIOYEBIIH O HEKOTI 7.

Hedbununuja 2.4. Ako je m < a, UCNyrweHO 3a CBe npupogHe OpojeBe 7, OHAA

KaXemo Aa je Hu3 (a,),en OrpaHmyeH ofo3go bpojem m wian fa je orpaHuyeH ca go-

e cTpaHe bpojem m. Kaxemo ga je Hu3 (a,)ncN OrpaHNYeH 00340 UK Aa je OrpaHu-
YEH Ca [OHE CTPaHE aKo je OrpaHuyeH 0go3f0 HeknMm bpojem. CimyHo, ako je a, < M
ncnyreHo 3a cee npupogHe bpojese 1, oHAa 3a HU3 (A, ),eN KAXKEMO fa je OrpaHmyeH

0403ro 6pojem M nnwn pa je orpaHu4deH ca roptbe ctpaHe bpojem M. Kaxemo aa je Hu3

(@n)new OTPaHMYEH OJO3rO MAU [a j€ OrpPaHMYEH Ca rOpHE CTPaHE aKo jé OrpaHnyeH

0[03r0 HEKOM bpojem.
Ako noctoju K € (0,400) Takeo ga je —K < a, < K ucnyreHo 3a CBe npupogHe

bpojese n, oHAa 3a HU3 (a,)nen KaXkeMo ga je orpaHuder b6pojem K. Kaxemo ga je

HU3 (@ )neN OFPaHNYEH aKo je orpaHuyeH Hekum bpojem.

OuursieHo je j1a je HU3 OUPAHWYEH aKO W CAaMO aKO je OTaHWYEH Ca J0me U
ropme crpane. Ako mocroje m u M rtaksBu ga je m < a, n a, < M u ako 3a K
m3abepemo max{|m|, |M|}, onga he axntn —K < a, < K n 06pHyTO, aKO BayKu
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—K < a, < K naxo3amu M uzabepemo pejom 6pojeBe —K u K, onja he BaxkuTn
m<a, "na, <M.
Y aedunnnmjun orpanudeHor (ca J0mbe, ca FOPEHbe) CTPaHe CMO CBYJ| yMecTo < u >

MOIJIM CTAaBUTU < M > U JI00U/IM OUCMO €KBUBAJIEHTHY Je(DUHUIIL]Y.

Jlema 2.5. Ako je HU3 Heonagajyhn 32 JOBO/LHO BEIMKO 71, OHAA j€ OrpaHUYeH 0f03A0.

Ako je HU3 HepacTyhn 3a AOBOJbHO BEJINKO 1, OHAA Je OrPaHNYEH OfO03rO.

Cama hemo Ha nmpuMepy HEKOJHKO HH30Ba HIYCTPOBATH Pa3Ha CBOjCTBA HU30BA.

To cy uHuzoBu an:m, b, =n —n?, CnZM
n n+1

o Teopeme 2.21, Kaja CIIOMEHEMO HH30BE a,,b,,c,,d,1 Yy, MHUCILMO Ha

cd, =n"V"uy, =sinn.

yIIpaBO HaBeJIeHE HU3O0BeE.

—-1)" 2 )
[TocmaTpajmo Hajupe HU3 @, = m Baxu a; =0, a9 = =, a3 = -, ag = —,
n 2 3 4
4 7 11 10 101 100 1001
as = -, 05 = =, Q10 = —, G11 = —, Q100 = ——, G101 = ——, @ =—...
5 57 6 67 10 107 11 117 100 1007 101 1017 1000 1000

AKO ce OBU WIAHOBU 3aNWINy y JEIMUMAJTHOM OOJMKY WM aKO Ce HAIPTajy Ha
OpojeBHO] och J1aKO ce MPUMETH Jia ce rpymnuily oko Opoja 1. /lakye WHTYHTHBHO
je jacHo Ja ce 4WJIaHOBM HHW3a HeOrpaHwdeHo mpudamkapajy Opojy 1. Coamdno je
HHTYUTHBHO jacHO Aa Hu3 b, = n—n? Heorpanmyueno oma/ja u 1a 61 HeroBH 4IAHOBH

jJEJIMHO MOIVIN JIa e TPYNHILY OKO —00, Kajia 6HCMO Ha peastHe 6pojeBe T01aam —oo
(—1)"2n

n+1
npud/INzKaBajy HUTH HEOTPAHUYEHO PACTy WM HEOIPDAHUYEHO ONaJIajy jep ce mpaHu

U Jla 3a HA3 ¢, = He T0CTOju OpOj KOMe ce CBH UJIAHOBU HEOTPAHUYEHO
YJIAHOBHW TPYIHUITY OKO Opoja 2, a HenmapHuW OKO Opoja —2. 3a mapHe OpojeBe n je
d, = n ¥ MHTYUTHBHO j€ jaCHO je Ja HapHU WiIaHOBH Hu3a (d,),eN TexKe Ka +0oo.
3a memapue Opojese n je d, = % U WHTYUTUBHO je jaCHO Ja ce HelapHHU WIAHOBU
uu3a (dy,)nen rpynuiry oko 0. YmopaBo y ToMm ,,uHTyuTHBHOM” je mpobiem. IIpsu
mpobJieM je y TOMe IITO MOCTOje HU30BU KOJI KOjUX HUje TaKO JTaKO UMATH UHTYHIA]Y

yeMy Texke. Ha npumep, Hu30BuU

n " )
e, = u Yy, =sinn
<n+ 1)

3a/1ajy 3HATHO KOMILIMKOBAHUJU 33/]aTaK MHTYUIMJU 110 TUTALY Jia JIL Ce T'PYIUILY

OKO HEKOI' Opoja MM HEOIPDAHMYEHO PACTy MJIM HEOIDAHWYEHO OlaJajy WJIH He I0-
croju enement ckymna R U {—00,4+00} 0ko kora ce cBu wianosu rpynunry. JIpyru
npobJieM je y ToOMe IITO MHTYHUIHja MOXKe Jla HOTPeIn, 1a je TOTPeOHO HANPaBUTH
npernu3Hy JeUHUIIN]Y OHOTA TITO je IpuMepy Hu3a (ay, )peN MHTYUTHBHO JACHO U TITTO
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ra u3zsaja o1 Hu30Ba (b, )nen, (Cn)nen 1 (dn)nen. JeaHO pe3oHOBaME 6U MOTJIO GUTH
crenehe: | HeorpanmueHo” y MHTYUIHUjHU Ja e HU3 (a4 )peN HEOIPAHUYEHO TPUOITH-
JKaBa Ka 1 MOZKeMO J1a OLIPaIBaMO THMe 1ITO Ma KOJIMKO MaJIo PacTojaibe u3adepemo,
mozkemo Hahm wnan nusa (a,),eN HA pacTojamby 0J Tauke 1 Mamem 0 u3abpaHor.

Ta ce ummeHNIIA MOXKe HCKA3aTu U Ha cjaenehm maumm:

3a cBako M > 0 mocroju n TakBo jga je |a, — 1| < M wiu, eKBUBATEHTHO, JIa ce 3a

cBako M > 0 moxke nahu n takBo na je a, € (1 — M,1+ M).

OBaj ycioB je oumriienHo morpebaH, aju HUje J0BObaH jep u 3a c¢Bako M > 0
Moxkemo Hahu n TakaB ja je a, € (% — M,% + M); KOHKpeTHO, 3a . = 2 TO BayKu
jep je as = %, a HU3 Qy,, IO HATIO] WHTYUINjU, HEe TeXKN Ka % Beh ka 1, Tj. oko Gpoja
1 ce rpynuire 6eCKOHAYHO MHOTO IbHX, JOK C€ OKO Opoja % He TpyNIuILy, Beh je caMo
je/laH 4IaH HU3a jeTHaK % Coanuno, 3a cBako M > 0 moxkemo Hahm n Takas ja je
an € (3—M,3+M) jep je az = 2. ZKemmmo ga onnmemo 1a ce 9IaHOBH HU32 (Ay )peN
cBe Buie npubsmkanajy 6pojy 1 u jga ux mma OECKOHAYHO MHOI'O, HE CaMO jejlaH
. . 3 .
(kao y ciyuajy uiana az u 6poja ) M KOHA4HO MHOIO mbuX. OHO 1ITO pas/uKyje
opojese % u % o1 Opoja 1 ka/ia je y nuTamy HEOrpAHUYEHO NMPUO/INZKaBakhe d1aHOoBa
Hu3a (a,)nenw HEKOM Opojy je, uamely ocrajor unhenuna ja 3a ceako M > 0y
narepBaany (1 — M, 1+ M) wva GecKOHAYHO MHOTO YJaHOBa HU3A (G )neN JOK Y

(B—M2+M)u (32— M3+ M) nema 6eCKOHATHO MHOTO WIAHOBA HU3A (@ )neN.
— la=1]
=3

Ja ce y unrepsany (a — M, a + M) Hanasu HajBuUIlle KOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HHU3A

[MIra Bure, 3a 6mwio koje a # 1 mocroju weko M > 0 (ma npumep M ) TAKBO

(@n)nen- 3aTO MOMpaB/HAMO YCJIOB Ha ciaeaehu HaYWH:

Ba cBako M > 0 nocroju 6eckoHad HO MHOTO GpojeBa n TakBUX Ja je |a, — 1| < M
WJIA, €KBUBAJIEHTHO, Jla ce y cBakoj M-okojmau Tavdke 1 Hajia3u O€CKOHAYHO MHOTO

9IaHoBa HU32 (y )neN.

OBaj yc/10B je norpedaH, ajau HEje J0BOJbaH. Hbume ¢MO A IMMIYIHO OIUCAJIH ,, TOMHU-
Jlame” 4jlaHoBa HU3a OKO Opoja 1, ayu ce nHucmo obe36eu/u jia je 6poj 1 jeaunu ca
TOM OCODMHOM, TITO Y CJIy4ajy HU3a (Uy)neN OYUIVIETHO BayKH. 3a PA3JIMKY O/ HU3a
(Gn)neN Y KOME Ce YJIaHOBHM HU3A ,, FOMUJIA]Yy” OKO jejiHe Tadke, Hu3 (Cp)peN UMa JBe
TakBe Tadke. ¥ cBakoj M-OKoJMHE TadukKe —2 Haja3u OECKOHAYHO MHOI'O YJIaHOBA
Hu3a (Cp)penw My CBaKOj M-OKOMHE Tavyke 2 HaJa3u GECKOHATHO MHOTO YJIAHOBA
HU3A (Cp)nen, & 38 HU3 (Cp)peN HE MHCJIUMO Ja T€KU OPOjy —2, HUTH MHUCIHMO Ja
texkn 6pojy 2. Curyaruja je jorr ropa kKaja ce nocMarpa HU3 (Y, )nen. V3 ocobuna
CHHYyCa CJeau Ja Kako rog uzabepemo 6poj r € [—1,1], y csakoj M-okonuuu 6poja
r uMa GeCKOHAYHO MHOTO 4IaHOBA HU3A (Yn )nen. OBa muTyMnmja ,,HaroMuaaBarmba’

3aciay:kuje jga ce hopmasinsyje.
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Hedbunumuja 2.6. Heka je a € R. Kaxemo ga je a Tauyka HaromunaBara HM3a

(Zn)nen ako ce y cBakoj M-okonmHM Tauke @ Hanasnm GECKOHAYHO MHOrO YJ1aHOBa HM3a

(In)nelN-

Bpoj 1 je jequna Tauka HaroMmiaBamba HU3A (Ay)peN. 34 PA3JIUKY O TOTA, HU3

(Cn)nen MMa JBe Tauke HaroMujaBHama. 1o cy —2 u 2.

Jlema 2.7. (1) Ako je Hu3 (x,,),en Heonagajyhin 3a JOBO/BHO BENMKO 71, & MY j€ Tayka
HaromMunaeara n b < a, oHga b He Moxe 6UTU Tauka HaroMunaeaka HU3A (T, )neN-
(2) Ako je Hn3 (x,,)nen HepacTyhin 33 4OBOJBHO BENUKO T, 4 My je Ta4yKa HaroMuiaBarba

n b > a, onga b He moxe 6UTU Tauyka Haromunaearba HM3a (Ty,)neN.

Hoxka3. (1) Hexa je M = %% Taza cy M-okonuHe Tadaka a 1 b IHCjyHKTHe.
Heka je ng muaumywm ckyna {n|z, € (a — M,a + M)}. C o63upom na je uu3
(Zn)nen HEOmamajyhu 3a cBako n > ng, Baxuhe T, > T,,. OBO, y3 Yumenyiy aa
je xn, € (a— M,a+ M), na je b < a n na cy M-okoqmue Tauaka a u b AucjyHTHE
(rj. b < b+ M =a— M < a), 3a nocjaeauily Jaje ja 3a CBaAKO n > Ng 9JIaH
x, He mMoxe outu y M-okonuau tadke b. /lakme y M-okonunu tadke b je HajBuime
KOHAYHO MHOT'O Tavaka HU3a (T, )neN, Ia b He MOyKe GUTH TauKa HATOMUJIABAMHA HU3A

(Tp)new. Jpyru eo jeme ce CIAUIHO JOKa3yje. O

JlupexTHa moc/eauIa mpeTxogHe jgemMe je ciegaehe TBpheme.

Teopema 2.8. MoHOTOH (32 JOBOJLHO BENNKO 7) HN3 HE MOXE NMATK BULLE OF jeaHe

Ta4Ke€ HaromMmwaBatba.

Hoka3z. Ceoljemem Ha KOHTpaauKnujy hemo mokasaru ja MOHOTOH HU3 (T, )neN HE
MOZKe UMATH BHUIIE OJI jeJHe TauKa HArOMUIABAIbA. 3aTO, MPETIIOCTABAMO Ja CY C U
d Tavuke HATOMUJIABAHA HU3A (T, )neN U J2 je ¢ > d. Ako je Hu3 Heonamajyhu, onma
10 ey (1) seme 2.7 3a a = c u b = d, cienu jga d Huje TauKa HAOMHJIABAHA, HITO
je y HpOTBpGIij Ca IIPETIIOCTAaBKOM Jia Cy U C U d Ta4YKe Halr'OMUJIaBamha.

Ako je uu3 mepacryhu, ouga 1o jeny (2) seme 2.7 3a a =d u b = ¢, cnequ na
C HUje TavyKa HaroOMMJIaBarba, IITO je Y MPOTBPedjy ca MPeTHOCTABKOM Ja Cy U ¢ U
d Tauke HaroMmaaBama. Jlakie, mpernocraBka Ja HU3 HMa BUIIE OJ] jeJHE TAdKe

HAroOMUJ/IaBatba je HEOIPKUBA. U

Bparumo ce Ha Hu30Be 13 npuMepa. Jlakme, Tauke HAroMHIaBama HU3A (Cp)neN
cy Tadno 6pojeBu —2 u 2, 1ok je [—1, 1] ckyn Tauaka narommnasama Hu3a (Y, )nen-
3a pasiuky o bux, Hu3 (ay, ),eN UMa TA9HO jeJIHY Ta4Ky HaroMuiaBama 1. Moxemo
3aKJbYYUTH Ja je YCIOB J1a HA3 UMa CaMo jeJHy TauKy HArOMHJIaBamba IoTpebaH /1a
OMCMO PEKJTH JIa HU3 TE€XKU TOj TAYKU HArOMUJIaBama. Vako npumep HU30Ba (A )nenN,
(Cn)nen U (Yn)neN Cyrepuie ja je Taj ycJoB JOBOJbAH, Kaja y aHaau3y mpobsemMa
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YKIBYuInMO HU3 (d, )peN BUIUMO Ja TO HUje T0BOJHO. Hanme, ako je n Hemapas 6poj,
1

naxme obnmuka 2k — 1 3a meko k € N, onna je d, = dap—1 = 5. Hexa je M > 0.
Venos doj—1 € (—M, M) je exBuasenran yciuosy 57— < M, a tume u 5= + 5 < k.
Kako nocsieimby Heje JHAKOCT 3a,/10BO/baBa DECKOHAYHO MHOIO HPUPOIHUX OpojeBa k,
a 3a cBaku TakaB 0poj je dox_1 € (—M, M), 3ak/bydyjemMo jia nocroju GeCKOHAYHO
MHOTO wjanoBa HU3a (d,)pen Koju cy y M-okosnuu tauke 0. Kako To Baxku 3a
ceako M > 0, 3aksbydyjemo ja je 0 Tauka Haromunasama Husa (d,),en. Huje Te-
IIKO IIPUMETHUTH JIa 38 CBaKH JAPYI'U peasaH Opoj a mocroju meroBa M-oKonHa Koja
CaJIpKU HAjBUIIe KOHAYHO MHOTO WwianoBa Huza (d,)nen. Jdakie, Hu3 (d,)nen uMa
TAYHO jeJHy TAYKy HAFOMIJIABAba M TO je HyJa, ald He MoxkeMmo pehnm ga mus te-
KM HYJIM Ka/l HA lIaMeTu UMaMo Jia ce IIapHU 4IAHOBM HM3a yJjasbaBajy oj 6poja 0.
Jlakjie, onucaam MO KaKO TAYHO JIa PA3JUKYjeMO HU30BE Kao IITO je (Gpn)neN O
HHU30Ba Ka0 1TO CY (Cp)neN U (Yn)neN, &IU JONI HUCMO ONHMCAJN KAKO TAvHO Ja
pas/IMKyjeMO HU30BE Ka0 MITO je (ay)nen O HH30BA Kao mTo je (d,)nen. TaxBy
CUTYaINjy MOYKEMO TONpaBuTH TUMe 1mTo hemo pehm na ce Ban cBake M-okojnHe
6poja 1 Haa3| HajBUIIe KOHAYHO MHOTO 4IaHOBA HE3A (@, )nen.. OBakBa dopmya-
Iyja y MOTIIYHOCTHU ONHUCYje MHTYUTUBHY IIPEJCTABY KaJa HEeKH HH3 T€XKH Ka HEKOM
6pojy u HU3 (Gp)pneN PA3ABAjA 07 HH30BA KAO MTO €Y (Cp)neN, (Un)new, (dn)nen u
(bn)nGIN-

Hedbununuja 2.9. Kaxemo ga Hu3 (2, ), Tex1 6pojy a € R unu ga koHeeprupa ka
a € R, ako ce BaH cBake M -okonnHe bpoja a Hanasm HajBULLIE KOHAYHO MHOIO Y4J1aHOBA

Huza (z,)nen. Kaxemo n ga je 6poj a nuMec mam rpaHuua wam rpaHUYHa BPERHOCT

Hu3a (T,)peny W nuwemo limz, = a. Y Tom ciyvajy kaxemo ga je Hu3 (T, )neN

KOHBEPreHTaH. 3a HU3 KOju HNje KOHBEPreHTaH, KaXKeMO [a je ANBEPreHTaH.

Hamomena 2.10. EksuBanentn gecounnynje lima, = a cy:

e 3a ceako M > (0 noctoju ng TakBo fa je a, € (A)(M, a) Kag rog je n > ny,
e 3a ceako M > 0 noctoju ng TakBo Aa je a, € (a — M,a + M) kag rog je
n > no,

e 3a ceako M > 0 noctoju ng TakBo aa je |a, —a| < M kag rog je n > ny.

Horamuja 1. Ocum o3naxke lim a,, = a, KOpHCTe ce jOII O3HAKE:

e a, —a,
e lim a,=a,
n—-+o0o
e a, — a, n— +00ou
® ap 533, A

"Hapagro, taza he y caxoj M-okomnse Gpoja 1 GHTH GeCKOHATHO MHOTO WIAHOBA HU3a (an)nen-
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IIpumep 2. (1) Bpoj a je rpanuma HE3a KOME je CBAKH WIAH jeHAK OPOJy @, Tj.
lima = a. 3ancra, Kako je 3a cBaKO N UCHYHHEHO T, = G, OHJIA C€ Y CBAKO)]
M-okoymnn 6poja @ Hasa3e CBU WIaHOBU HU3A (T, )nenN, 1A je limx, = a.

(2) lim% = 0. To ciuenu u3 ynmennie Jja 3a ceako M > 0, nocroju? npupoian
6poj no > 57 (o Moxke Gurn 6110 Koju npuposan 6poj sehu ox [+7]). Ako
je T, = %, ouga je 0 < z, < M wucnymeHo 3a CBaKO N > Mg, 1a Cy BaH
M oxomune tauke 0 camo Heku o {T1, T2, T3, ..., Ty, . Jlakie, 3a cBaky
M-okoyuny Tauke () BaykKd Jia je BaH Ibe HajBHUIIE KOHAYHO MHOI'O YJIaHOBA
Hu3a (T, )neN, MITO 1O JAeduHunuju 3uaun ga je limx, = 0.

(3) lim(a+ %) = a. CIMYHO KA0 MAJIONpe, U3 YUHeHuIe 1a 3a cBako M > 0
nocToju upupogan 6poj ng > 17, 3aK/bydyjemo da |z, —al < M kax rox je

n > ng, mro no geburnnujn (Hanomena 2.10) 3naun xa je limx, = a.

Huje remko dopmyaucarn c¢BojctBo Koje he mHuzoBe (by)penw u (b))nenw rae je
/
b, = —b, 3a ceako n € N, paznukoBatu o1 HU30Ba (Ap)neN, (Cn)nen, (dn)nen H

(yn>n€IN-

Heduaunnuja 2.11. Kaxemo ga je +00 rpaHnua Husa (,),en Wanm ga je +00 numec
HU3a (T,)pew WAKM Aa T, TeXM kKa +00 n nuwemo limx, = +00 ako ce BaH CBake
K-okonnne Tauke +00 Hanasu HajBULLIE KOHAYHO MHOFO Y41aHOBA HU3A (T )neN.

Kaxemo ga je —oo rpaHmua Hmsa (T,),ecN Win ga je —o0 AUMEC HU3A (T )peN UAN
fa T, TeXM Ka —o0 1 nuwemMo lim x,, = —00 ako ce BaH cBake K -OKONMHE Tadke — 0O
HaNa3m HajBMLLIE KOHAYHO MHOMO YNaHoBa HM3a (T, )neN. Y Cydajy Kafa je x, TexXn Ka

+00 NN T, TEXN Ka —O00 KaXeMOo Aa Hu3 (z,),cn oapeheHo gmeeprupa.

Hanomena 2.12. EkBuanenT gecdunnynje limx,, = +oo je:

e 3a ceako M > 0 noctoju ng TakBo Aa je a, € 6(M, +00) Kag rog je n > no,
e 3a csako M > 0 noctojn ng TakBo aa je a, € O(M,+00) kag rog je n > ny,
e 3a ceako K € R noctoju ng Takeo ga je =, € (K, +00) kag rog je n > ng, Tj.

e 3a ceako K € R noctoju ny Takeo Aa je =, > K kag rog je n > nyg.
Cnnyvo, ekeuBanenT gedpuHnuynje lim z, = —oo je:

e 3a ceako M > 0 nocTtoju ny Takeo Aa je a, € G(M, —00) Kag rog je n > ny,
e 3a csako M > 0 noctojn ng Takeo aa je a, € O(M, —o0) kag rog je n > no,
e 3a ceako K € R nocroju ny TakBo ga je x,, € (—oo, K) kag rog je n > ng, Tj.

e 3a ceako K € R noctoju ny Takeo aa je =, < K kag rog je n > nyg.

IIpumep 3. (1) limn = +o00. Hexa je ¥, = n. 3a cako K mocroju’® mpupoam

6poj no > K (ng mozke 6utu 6uno Koju npupojan 6poj sehu ox [K]). Tana

2 ApXHMEIOBO CBOjCTBO
3 ApxumesoBo CBOjCTRO
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3a CBaKko 1 > ng Baxkun K < x,, mro no gebunnnuju (Hamomena 2.12) 3xaqu
n1a je limx, = +o00.

(2) lim(a — n) = —oo. CuM4HO KAO y IPETXOJHOM LPUMEDY, TO CJEJU U3
YUEbEHUIE JIa 32 cBako K mocrtoju npupojgan 6poj ng > a — K. Taza,
aKO O3HAYMMO Ca T, HU3 G — N, 33 CBAKO N > Ng BaxKu I, < K, mTo 1mo
nedburnnmjn (Hanomena 2.12) 3naun ga je limx, = —oo.

(3) lim(a + + — n) = —oo. Heka je K 6uno koju peanan 6poj u Heka je ng >
[a+1—K]. Akojen > ng, tarajen >a+1— K, najea+1—n < K, mro
y3a++—n<a+1—nmjeats—n<K,1j x, <K. 3akmydyjemo

naa je limx, = —oo.
Cneneha teopema o0jeanmyje nedurummje 2.9 u 2.11.

Teopema 2.13. Heka je A € {—o0, +00} UR. Taga je limz, = A ako n camo ako ce

BaH CBaKe OKOJIMHe Tauyke A Hanasm HajBuLLE KOHAYHO MHOMO YJ1aHOBa HM3a (T, )neN-
Jlpyraumje 3anucaHa mpeTXogHa TeopeMa IJIacH:

ITocaequna 2.14. Heka je A € {—o0, +oo}UR. Taga je limz,, = A ako n camo ako
(V8 > 0)(3ne)(Vn > no)(z, € O(3, A)).

Yumenuna 2.15. 13 gebununuja 2.6, 2.9 u 2.11 qupekTHO cjeu:

e 1a a € R Huje Tauka HArOMUJIABaMa HU3A (Tp)peN AKO U CAMO aKO MOCTOjU
M-okouHa Tauke a Koja CaJprKM HajBUIIe KOHAYHO MHOTO WJIaHOBA HU32
(xn)nelN;

e 1a a € R uuje rpanuna musa (T, ),en ako u camo ako nocroju M-okoamna
TAYKe @ BaH KOje 10CTOju GECKOHAYHO MHOI'O 4JIAHOBA HU3A (T )neN;

e Jia +00 HUje rpanua Hu3a (T, )neN ako u camo ako nocroju M € R rakso
na je Ban waTepsana (M, +00) mocToju GECKOHAMHO MHOTO YJTaHOBA HU32
(xn)nelN;

e Jla —00 HHUje TPAHUIA HU3A (T, ),en AKO U caMo ako mocroju M € R takso

Ja je BaH uHTepBasta (—oo, M) mocroju GeCKOHAYHO MHOTO 4YJIaHOBA HU3A

(xn)nelN-

Yumenuna 2.16. Ako je HU3 OrpaHnYeH 0go3ro, oOHAa My +00 HE MOXXe buTn rpaHuua.

CinyHo, aKo je HM3 OrpaHnYeH Of03[0, OHAA My —OO He MOXe bDuTu rpaHuua.

OBa uumeHuIa CJIen TUPEeKTHO U3 J1eWHUIN]ja OTPAHUIEHOT O/03T0 HU3A Tj.
npeTxojHe dnheHure. AKO je HU3 orpanuden o703ro, ouga mocroju M € R rtakas
Jla je cBaKW wiaH Hu3a y uHTepBany (—oo, M). Tana je Ban unrepsana (M, +0o0)
GeCKOHAYHO MHOTO 4JIAHOBA HU3a (3AIBABO CBH), A 400 HUje TpaHuIa Huza. CaumaHo

ce pe3oHyje y caydajy HA3a OTPaHmIeHOT OI03]10.
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Teopema 2.17. Hus He Mmoxxe umaTtn Bue of jeaHE rPaHNYHE BPEAHOCTM.

Hoxka3s. [IpBo hemo nmokasaru j1a HU3 He MOXKe UMaTH JBe KoHadHe rpanune. Heka je
limz, =a € Rube R\ {a}. Uzabepumo M = @ Tana cy M-okonuue GpojeBa
a u b gucjyukrtae. I[lo medbununuju, ¢ o63UpoM Ja je a rpaHuna Huza (T)npen,
BaH heHe M-0KOoJIMHe Ce HAJa3U HajBUIIE KOHAYHO MHOTO Y/JIAHOBA HU3A (T )nelN,
ojaksie ciaeaun jga ce y M-oxkoymHu Tavuke @ HaJMa3u OECKOHAYHO MHOIO U/JIaHOBA
uu3a (T, )nen. C 063upom na ¢y M-okoaune 6pojesa ¢ u b AUCjyHKTHE, CBAKY H/IaH
HU3a Koju ce Hajasum y M-okonmuu Tauke a je Ban M-okosmue Tauke b, ma BaH
youene M-okouHe Tauke b mocToju 66CKOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HU3A (T )peN, MITO
110 Je>MHANMjU 3HAYM J1a b HUje TpaHuna Hu3a (T, )pen. YIPaBO CMO IIOKA3aIH Ja

HHU3 HEe MO2Ke UMaTH JBE€ KOHadYHe I'PaHHYIHE BpeJHOCTH.

[lokazkumo caj Ja HE3 He MOXKe HMATH jeJHy KOHAYHY U jeJHY OeCKOHAUHY
rparuiy. Heka je limz, = a € R u neka je K = 1+ |a|]. Taga cy l-okonuna
tauke a u uarepBann (—oo, —K) u (K, +o00) mucjynkrau. Kako je a rpanuma Huza
(Zn)neN, TO Ce BaH WeHe 1-OKOTMHE HAJNA3KW HA]JBUIIE KOHAYHO MHOTO WJIAHOBA HHU3A
(n)new. Hdaxie uarepsann (—oo, —K) u (K, +00) cagprke HajBUIIEe KOHAYHO MHOTO
WIAHOBA HU3A (T )neN, 11 Ce BAH CBAKOT OJI IbHX HAJIA3U DECKOHAYHO MHOTO YJIAHOBA
HU3a, MTO 10 JAeUHANNH 3HAYM Ja HEje Hu lim x, = —oo Hu limx, = +o00.

Jequnu mpeocrtao ciaydvaj je ga je mcroBpemeno Oyze limx, = —oo u limz, =
+oo. Tana 6u 3a cBako K € R u Ban unreppasia (—oo, —K + 1) u Ban unrepnasa
(K —1,4+00) 610 HajBUIIE KOHATHO MHOTO WIAHOBA HU3A (Ty, )neN, HITO OU 3HAYUIIO
Jia HU3 (T )peN MMA CAMO KOHAYHO MHOTO WIAHOBA, Tj. Ja MMa CAMO KOHAYHO MHOTO
npupoanux opojesa. Konrpaaukmuja!

YmpaBo cMO TOKa3aan Ja HU3 He MOYKe UMATHU BHIIE O] je/THe TPaHUIIE. O]

Hedbunnnmja 2.18. Kaxemo ga Hu3 a,, HeogpeheHo AnBeprupa ako He KOHBEPrupa u

ako He ameeprupa ogpeheHo.

Huzosu (¢y)nen 1 (Yn)new meoapeheno mmeeprupajy. He mory ausepruparn
3
oHza ce y cBakoMm of muTepBata I = (—2— 1 -2+ u [, = (2— 3,2+ 1) nanasu

onpeheno jep cy orpanuuenun. I1ITo ce Huza (¢,)neny THYE, ako uzabepemo M =

GECKOHAYHO MHOTO 4JIaHOBA HU3A (Cp)nen. C Jpyre cTpaHe, Kako TOJ Ja u3abepemo
1
29
3ajeIHIUKAX eJleMeHaTta ca Gap jexuum on umaTepsBana I u I,. Axo je JN I = (),

6poj ¢ € R mwerosa M-okonuua 3a M = 5, 1j. unrepsan J = (¢ — %,c + %) HeMma
OHJIA OHUX OECKOHAYHO MHOIO WIaHAOBa HU3a (Cp)nen KOju ce Hanase y I mopajy
outu BaH J, 11a HUje UCIYHEHO Jla ce BaH cBake M-okojimne Opoja ¢ Hajla3u caMo
KOHAYHO MHOTO 41aHOBa HU3A (¢ )nen. Jakme y Tom cayuajy 6poj ¢ He Moxke Gutu
rpannna Hu3a (C,)nen. CaMuHO Baxku u y caydajy kaga je J NI = (. lakse, uns
(Cn)nen HUje KOHBEPTeHTaH.
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Cauano uu3 (Y, )neny HUje KouBeprentan. OrpaHuueH je jep 3a CBaKU peasiaH
6poj « Baxku |sinz| < 1, a TUMe je 3a cBaKM MpUPOJAH OPOj N UCIYHEHO |y,| < 1.
Jakse (Yn)nenw HE MOXKE Ja auBeprupa ogpeheHo.

Heka je r € [—1,1]. Bpoj r ne moxe Gutn rpanuna ausa (Y, )nen. 10 ciaean
u3 caeneher pesonoBama. Axko je r = 1 mzabepumo M = % Tayna cy M-okoyuna
opoja —1 u M-okoauna 6poja r = 1 aucjynkThHe, n1a ¢ ob3upom aa M-oxkoanna 6poja
—1 caapzxku 6GECKOHAYHO MHOTO WIaHOBA HU3A (Y, )neN, 3aK/bydyjeMo Ja ce Ban M-
OKOJIHE Opoja 7 HaJa3u GECKOHAYHO MHOTO WIaHOBa HU3A (Yn)neN, & THME W Ja T
He MOKe OUTH IpaHuna Husa (Y, )nen. Ako je r # 1 uzabepumo M = 121 Tana cy
M-okonuna 6poja 1 u M-okonuna 6poja r IUCjYHKTHE, Ia ¢ 003upom jga M-okoanHa
opoja 1 caapzku 6ECKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (Yp )neN, 3aK/bYUYjEMO Ja Ce BaH
M-okonmne Gpoja r Haja3n GECKOHAYHO MHOTO 4YIaHOBAa HU3A (Yn)neN, & TUME U
Ja T He MOXKe OmTh rpaHuna Hu3a (Yn)nen- Jlaxnae (Yn)nen HUje KOHBEPreHTAH.
C ob63upom 1a cmo Beh mokasanaum m Ja He auBeprupa oapeheHo, 3ak/bydyjemo ja,
JIMBeprupa HeoapeheHo.

Omo o je ,,cmerano” Hu30BUMA (Cp)neN U (Yn )neN J1a UMAjy TPDAHUILY je THEHbe-
HUIIA JIa UMAjy BHUIIE OJ1 jeJHe TaukKe HaroMmuaaBama. 10 je uckas cieaehe Teopeme,
KOJjy JIOKa3yjeMo pe30HYjyhu CJIUYIHO Kao MITO CMO PE30HOBAIN KaJla CMO IOKa3aIn

Jia HU30BH (Cp)neN 4 (Yn)nen HEMAjy TPAHHUILY.

Teopema 2.19. Ako je HA3 KOHBEPreHTaH, OHAA OH MMA Ta4yHO jeAHY TayKy HaroMuna-
Bakba U TO je terosa rpaHnya. Ako je HU3 ogpel)eHO amBepreHTaH, oHAA OH HEMA Tadaka

HaromMmmsiaBama.

Hoxka3. Pazmorpumo npBo ciay4aj limx, = a € R. Ilo nedoununuju, Ban ceake M-
OKOJIHE TauKe @ Ce HAJA3U HAJBUINE KOHAYHO MHOTO YIAHOBA HU3A (T ),eN, HA Ce
y ¢Bakoj M-OKOJIMHY TauKe @ ce HATA3U GECKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (T )neN-
Jakiie, a jecre rauka naromuiaBama. Heka je b € RN\ {a} n neka je M = @ Taaa
cy M-okonmue tavaka @ u b JUCjyHKTHE U 1IOMITO je a rpaHuua Husa (T, )neN, OHIA
ce BaH mene M-okoJinHe, 338 CBaKO, a TUME U 3a youeHo M, Hajia3u HajBUIIIE KOHAYHO
MHOTO 4JIAHOBA HU3A (T),)neN, NITO 3HAYU Jia ce y yodeHoj M-okojnHu Tavke b He
MOZKe HAJIa3UTH 6ECKOHAYHO MHOI'O 4JIaAHOBA HU3A (T )neN, 11a b He MozKe OMTH Tauka
HATOMIJIABAbA HU3A (T )peN. YTPABO CMO MOKA3a/d J1a ako je lim z,, = a € R, onja
je a jeuHa TauKa HATOMUJIABAA HU3A (Tp)neN-

Heka je ¢ € R. Axo je limz, = 400, onga, no medununuju, 3a ceako M € R
Ban (M, 400) ce Hasa3u HajBUIE KOHAYHO MHOIO WIAHOBA HU3A (T )nen, na he
1o Baxkutu u 3a M = c+ 1. Tauna je y l-okosimHu Tadke ¢ HajBuIlle KOHAYHO
MHOTO YJIAHOBA HU32 (T )neN, A My C HUje Tadka HaromuiaBarba. CJMYHO, aKO
je limz, = —oo, onga ce Ban (—oo,c — 1) ce Hajia3u HAjBUIIE KOHAYHO MHOIO

wjianoBa Hu3a (Tp,)nen, A he y 1-okomHM Tauke ¢ OUTH HAjBUIIE KOHATHO MHOIO
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WIAHOBA HU3A (T, )neN, OJAKIIE CIEJH Ja ¢ HUje TaYKa HATOMUJIABAMA HU3A (T )neN-
YpaBo cMo TOKa3aJIH /1a HEjeJaH peaaaH Opoj ¢ He MOYKe OMTH TauKa HArOMILIaBaFha

ojipeheno jiuBeprenTHOr HU3A. (l

KonTpamno3umuja nperxomanor Tephema je ciaeaeha mocaeanna

ITocaenuiia 2.20. Ako HW3 MMa BULE Of jefHE TA4yKe HAroMwuiaBarba OHAA HeMma

nnmec.

[Tokaza/u cMO J1a aKO HU3 KOHBEPIUPA, OHJIA UM TAYHO jeHY TAUKy HATOMUJIA-
Bama. /la 06pHyTO, HE MOpa J1a Baxku nokasyje npumep uu3za (d,),en. OH uMa TauHO
jesHy Tauky Haromuaasama, To je 0poj 0. Mebhyrum (d,),en HUje KOHBepreHTaH,
jep ce mapHUW YJIaHOBW ,,yaasbaBajy’ oz Opoja 0, ma BaH cBake M-OKoJIMHE TadvKe
0 mMa 6eCKOHAYHO MHOIO WIAHOBA HHU3a, Te jeJnHA TauKa HATOMIJIABamba He MOKe
ouru rpannna #Hu3a (d,)nen. Takobe, Hujemam apyru peasnan Gpoj He MOKe GUTH
rparuna Huza (d,),en, jep 6u onga, mo Teopemnu 2.19, Taj 6poj 6uo jeauHa Tauka
HAaroMujiaBatba, 11a 6poj 0 He 6u OMO TauKa HAIOMUJIABALA, HITO je y POTUBPeYjy ¢
unmbennnom Ja je 0 rauka maromuaasamwa. Ouo mro ,,cmera” uusy (dy,),en 1a Oyae
KOHBEPIeHTAH, je MITO, NaKO HEeNAPHW YIaHOBU Texke Ka (), mapHu Texe Ka +00, a

tume je au3 (d,,)n,en Heorpanuuen. O Tome rosopu ciejeha reopema.

Teopema 2.21. (1) KoHBeprenTaH HU3 je OrpaHuMyeH.
(2) Ako Hekn nHTepBan cagpXxn HECKOHa4YHO MHOIO Y1AHOBA HM3a, OHAA HU3 Y TOM
VHTEpBaJly MMa TayKy HaromuaaBahsa.
(3) Orpatunuen Hu3 nma bap jegHy TauKy HaroMmnaearba.
(4) Ako je HM3 OrpaHNyYeH N MMa TA4YHO jefjHYy TayKy HaroMuIaBarba, OHAA je KOH-

BEPr€HTAH N rpaHnua my je Ta Ta4Ka HaroMmmsiaBakba.

Hoxka3z. 1. Heka je limx, = a € R. Heka je M > 0 6uyio xoju 06poj. U3 nedpunu-
muje JIMMeca Hu3a CJjejau ja ce BaH unrepBasa (a — M, a + M) uanasu najBuiie
KOHAYHO MHOIO 4/JaHOBa HU3A (T )nen. Ao Ban wnrepBasa (a — M,a + M) nema
WIAHOBA HU3a, OHJA je Hu3 orpanuveH 6pojem K = max{|a — M|, |a + M|}. IIper-
IOCTaBUMO Jia BaH uurepBana (a— M, a+ M) nva wianoa Husa (T, ),en. Heka cy 1o
Ty Tngs Tngs - - - Tny, . Heka je K = max{|la—M|, [a+M]|,|Tn, |, |Tno s |Tngls - - -, [Tng | }-

Tana je —K < x, < K, mTo je Tpebago J0Ka3aTH.

2. Heka unrepsan [m, M] cagpxun GECKOHAYHO MHOTO WJIAHOBA HU3A (Tp)neN-
[Ipeosnaunmo Tauke m u M: Heka je K1 = m u Ly = M. Jlakie y unrepBajy
[K1, L] ce nanasu 6ecKOHAYHO MHOTO 4/IaHOBA HU3A U JyKuHa uarepsasa [Ki, L1] je
M —m. Hexka je M; = % Tauxa M je cpequmire narepsana [Ki, L1]. Bap jenan
on unrepsana [Ki, Mq] n [My, L1] caapxn GeCKOHAYHO MHOTO WJIAHOBA HU3A jep je
BIXoBa yHuja narepna [K1, L1]. Ako je To [K7, M;], o3naunmo ca K, jieBy rpanuiy
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uHTepBaga u ca Lo JAecHy rpaHuIly WHTepBaJa, Tj. Heka je Ko = K u Ly = M.

VY cynpornom, Heka je Ko = My u Ly = Ly. Y cBakom ciyuajy, uarepsan [Ko, Lo

Ca/ipKi GECKOHAYHO MHOIO Y/IaHOBA HU3A W JLyZKHHA TOT MHTEpBaJa je 5. Axo

cMo Hactas/bajyhu oBaj mocrynak dpopmupasu uarepsan [K,, L,] koju caapxu Gec-

KOHAYHO MHOTI'O 94JIaHOBa HHU3a U1 KOME je AY2KHHaQ M2nm, OH/la Ha CJINYaH Ha4WH KOH-

crpynmemo uarepsan (K, i1, L, 1] Koju caapxku GeCKOHAYHO MHOTO WJIAHOBA, HA3A

m Kn+Ln
2

1 KOMe je JTyzKuHa ]\2/[,1% Kounkperno, neka je M, = . bap jeman onx maTep-
Basna (K, M,| u [M,, L,] canpxu 6eCKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HHU3a, jep je HUX0Ba
yuuja unrepsan [K,, L,] koju cagpkn 6eCKOHAYHO MHOTO WIaHOBa Hu3a. AKO je TO
(K, M,], nexa je K, 1 = K, u L,y = M,. Y cynporaom, Heka je K, .1 = M, u
Lni1 = Ly. Y cBakom cayuajy, uarepsan [K, 1, Ly11] caapxu 6eckoHauno MHOTO
WIAHOBA HU3A U Jy1LIo je kpahu ox uarepsana [K,, L,| (M, je cpeauinre unrepsasia

(K, Ly)). Hakae, nyxxuua uarepsana [K, 1, L,11] je ]\2{;7{1

Hacraspajyhu mocry-
MaK, MOXKe ce KOHCTPyucaTn OeCKOHaYHA HU3 YMETHYTUX MHTEPBaJIa KOjU CaJIprKe

0ECKOHAYHO MHOrO 4IaHoBa Hu3a. Baxkn

Ki<Kog<Ksg< <K, <L, < -<L3<Ly<L; n
L. — _ m

M—
n Kn - an

Ckyn A = {K,|n € N} je orpannuen 0103ro 610 KOjUM €J1€MEHTOM CKyna B =
{L,|n € N} u 06puyTo0, ckyn B je orpanmden 010310 OM/I0 KOJUM €JIEMEHTOM CKyTIa
A. Cuean jga ckyn A uma cynpemyMm, ckyn B uma nnduvym u ja je sup A < inf B.

Bazku u Burmre o Tora.
Bacsakon € Nje K, <supA<LinfB < L,.
Opatite ciaean Ja je 3a CBaKO 1 HCIIYHEHO

0<infB—supA<Ln—Kn:@.

Baxspyuyjemo? sa je inf B = sup A. Osmaunmo Taj 6poj ca @ M HOKAKIMO Jia je
TO TauKa HArOMUJIABamba HU3a (T,)nen. Hajupe npumerumo na je K, < a < Ly,.
Hexka je £ 6us10 koju peanan nmosutuBan 6poj. Heka je n npupogan 6poj Takas ja je
€ i M-
2" > S—m) - Taza je 2nm
na [K,, Ly,] canpxku 6eCKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (Ty,)neN, TO ie u (a —¢e,a+¢)

< 5, amnme je u [K,, L, C (a —¢,a+¢). C ob3upom

caJIpKaTH OECKOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HU3A (Ty)nen. YTPABO CMO MOKA3AJH, Ja Ma
Kako m3abpaan € > 0 y £-OKOJMHA Tadke ¢ uMa O€CKOHAYHO MHOTO WJIAaHOBAa HHU3A

(Zn)nen, WTO, N0 AedUHUIMjU, 3HAYM JIA j€ ¢ TAYKa HArOMUJIABAIbA HU3A (Tp )neN-

3. Heka je (z,)nen orpannven 6pojem K. Ha ocHoBy sena 2 oBor Tephema,

3aKk/bydyjemo ga y uarepsany [—K, K| au3 uma Tauky HaroMmIaBamba.

4ApXI/IMe;LOB TIPHUHIAT
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4. Heka je (z,)nen orpanuden 6pojem K u HeKa My je @ jelMHA TadKa HATO-
MuIaBama. I3 gena 2. oBe Teopeme ciaean na HU3 (T, )nen v uaTepBany [—K, K]
MMa TAuKy HaroMujlaBama. Kako je ¢ jeJuHa Tauyka HArOMUJIaBamba HU3a (T )nelN,
3ak/pyayjemo ga je a € [—K, K|. Heka je M > 0. Croljemem Ha KOHTpaguKIujy,
nokasahiemo ja ce Ban M-oKo/IMHe TauKe @ HAJIa3U HajBUIIEe KOHAYHO MHOTO 4/1aHOBA
Hu3a (T,)nen onakse he ciemuru ga je limz, = a. Jlakie, npernocraBka Kojy
obapaMo je jia ce BaH HeKe M -OKOoJIMHE TavyKe @ HaJa3u OECKOHAYHO MHOTO YJIaHOBA
Hu3a (T,)neN. DBe3 yMamema OIMIITOCTH MOXKeMO mpeTnocraBuTi Ja je (a — M, a +
M) C (=K, K), jep ako HHje UCIYHEH Taj YCJI0B, MOxKeMo 3amenutn M ca M; =
%min{]\/[, K —a,a+ K} u raga hie 6utn ucnymeno

(1) (a — My,a+ M) € (K, K)

(2) (a — My,a+ M;) C (a — M,a+ M), na cy cBu 4JIaHOBH HU3a KOjU Cy BaH
(a—M,a+ M) yjenno u Ban (a— My, a+ M;). Jakme, Bau (a— My, a+ M)
ce HaJa3n GECKOHAYHO MHOTO Y/IaHOBA HHU3A.

(3) (a — My,a + M) cagp:ku GECKOHAYHO MHOTO 9WIaHOBA Hu3a jep je M-

OKOJINHa Ta4dKe Hal'OMUJIaBalba A.

Hakme, Baxxn —K <a— M <a+ M < K, a Tume n
[_K7K] = [—K,CL—M]U(CL—M,CL—I—M)U[CL—FM,K}

Kako cy cBu wianoBu nusa y uurepsaiy [—K, K] (jep K orpanuuasa uus) u
Kako BaH uHrepsaia (a — M,a + M) nma GeckoHaAIHO MHOIO “JaHOBAa Hu3a (TO je

% 3aKJbyuyjeMo Jia ce y 6ap jeJHOM OJ] MHTepBaJIa

IPETIIOCTABKA MO KOJOM PAJIMO),
[—K,a — M| n [a + M, K| nanasn 6eCKOHAYHO MHOTO dWjaHoBa Hu3a. [lo jery 2
oBor TBphema cieau ga cy y [—K,a— M|U[a+ M, K| nanasu tauka HArOMUIABAIHA
Hu3a. OHa je OYUIJIeTHO PA3IUIUTa OJ1 TAYKe ¢, IMTO je Y MPOTUBPEeU]y ca YCJIOBOM
TBphema /1a je a jeJuHa TauyKa HATOMUJIABAA (T, )nen. Jlakie, MpeTmocTaBKa J1a
noctoju M-oKoJMHA TavyKe @ BaH KOje ce HaJTa3W DECKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A
je HeoJp:KHBa, Ila BaykKu beHa Heramuja: Ban cBake M-0Ko/iMHE Tadke a je HAJBUIIE
KOHAYHO MHOT'O YJIAHOBA HU3A (T )neN- 10, 10 geduHUIMjU, 3HAYY Ja je a IPaHUIA

Hu3a (T )nen. O

Teopema 2.22. MoHOTOH (33 JOBOJBHO BEIMKO 1) 1 OFPAHNYEH HN3 j€ KOHBEPTeHTaH.

Hoka3z. Heka je (x,)neNn MOHOTOH u orpanuyen uus. 11o reopemu 2.8 uu3 (,)nen, ¢
003UpOM JIa je MOHOTOH, MMa HAJBUIIE jeJHy TauKy HaromuaaBama. C 003upoMm 1a je
orpanudet, 10 jeny (3) reopeme 2.21, Hu3 (T, )nen UMa 6ap jeHY TAYKy HATOMUJIA-
Bamba. 3aK/byqyjeMo Ja Hu3 (T, ),eN UMa TAYHO jeJHy TauKy Haromujasara. Cal,
o ey (4) reopeme 2.21, cienn fa je HU3 (Zy,)pecN KOHBEPIEHTAH. O

Su xumoTesa Kojy JKeIuMo J1a 060puMO CBOlemeM Ha KOHTDPAIUKIIN]Y

20



Teopema 2.23. Ako je HU3 (x,,),cN OrpaHnyeH u HepacTyhin noyeswn og ng, oHga je
limz,, = inf{z,|n > ne}. Ako je Hu3 (z,),en OrpaHnyen n Heonagajyhu noyeswn og

no, oHAa je lim x,, = sup{z,|n = ne}.

Hoxkas. Heka je (z,),eny HepacTyhu noveBniu oji HEKOI' 1y U HEKA je OrPAHUYEH
onozno. Tama je ckym A = {x,|n > ng} orpanmuen 010310, na uma UHOUMYM.
Osnraunmo ra ca a. W3 pedunnnmje naduMmyma caeanm aa 3a CBaKO N > Ny BaxKu
T, = a. AKo je T,, = a 3a HEKO Ny > Mg, OHJA je, ¢ 063upoM Ja je HHu3 (Tp)neN
HepacTyhu moveBIm o1 ng u j1a 3a CBaKO N > Ny BaAXKA X, => @, UCIYHEHO T, = @ 32
cBako n > ny. Taja je a rpanuna Hu3a (T, ),en jep ce y cBakoj M-okonuuu 6poja a
HaJla3e CBU CeM €BEHTYAJTHO MPBUX 7] WIAHOBA HU3A (T, )peN. 34TO MPETIOCTABAMO
Jla HU 3a jeJHO M > Ny He Baxu T, = a. Taja he, ¢ 003upom ja 3a cBakKo n > ng
BAXKU T, > G, 32 CBAKO N > My BAKUTH T, > d. Y3 dumbeHuly ja je (T,)nen
Hepactyhu, 3a ¢cBaKO n > Ny BAXKUTH Ty, = Tpy1 > A.

Axko 6m 3a Heko € > 0 BaxKuJIO J1a cy cBU ejeMenTn ckymna A sehu o a + €, onja
ou a + € 6mra muHOpaHTa ckyma A Beha ox madumyma, mTo je Hemoryhe jep je mo
nedbununyju, nundpuMmyMm Hajpeha MuHOpaHTa, Ia 3ak/bydyjeMo Jia 3a cBako € > 0,
nocToju exeMeHT ckyna A y uarepsany |a,a + ¢). Heka je To x,,. Baxn z,, > a.
Jame, 3a €1 = T, — a mOCTOju ejeMeHT cKyna A y unrepsany |a,a + 1) jep 6u y
CYNIPOTHOM @ + €1 Oujla MUHOpaHTa cKyla a Beha ox nndumymyma. Heka je 1o .
Baxu x,, > T, > a. IIpumernmo ja cy taja u T,, M T, Yy UHTEPBAILY [a,a + €).
Hasme, 3a €9 = T,, — a mocTOju eneMent ckyna A y unrepBany [a,a + £2) jep Om
y CYIPOTHOM a + €9 Oujia MuHOpaHTa ckyna a Beha ox madumymyma.. Heka je To
Tny. Baxm x,, > x,, > Tp, > a. llpumernmo ga cy tajga u T,, U Tp, U Ty, Y
uHTepBasy |a,a + ). Ha oBaj Haunn ce Gupa HH3 €I€MEHATA Ty, > Tp, > Tp, >
e >y, > - > a cKyna A Koju ¢y y HHTepBay [a,a +€). YIpaBo ¢MO MOKa3aJin
JIa y IPOU3BOJbHOj E-OKOJIMHE TAYKe @ MMa OECKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (T )neN,
ma My je a Tadyka HaroMmiaaBama. [lo Tepemm 2.22, HU3 je KoHBepreHTan. Kako je
KOHBEPIeHTOM HU3Y jeJMHa TaYKa HANOMUJIABAMA Yj€/IHO U I'PDAHUIA, 3aKJbYIYjeMO
aa je limz, = a = inf{z,|n > ny}.

Camuno ce nokasyje ja axo je uu3 (T, )nen HeOnagajyhin mouesmu oj HEKOr Ny

1 AKO je OrpaHuveH 070310, OHJa My je sup{x,|n > ng} rpanuna. O
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[TOT'JIABJBE 3

Ilonumus

Y Be3u ca TaukaMa HaroOMuJiaBamba je 1ojaM LOJIHU3a KOju yBOJAUMO cJiejiehom

JieDUHUTIITJOM.

Hedunnumja 3.1. Heka je (ng)ren cTporo pactyhin Hu3 npupogHux bpojesa u Heka
je (n)nen HM3 peanHux 6pojesa (Mnm HM3 MaTpuUua, HU3 KOMMNEKCHUX BpojeBa, HK3

dyHkumja...). Taga je Hu3 (Yx)rew oppelien ca
Yr = Tp,, 3a cBako k € IN

nogHN3 HN3a (T )nen-

Horammja 2. VYmecto ga nuwemo ,,yr = Z,,., 3a ceako k € IN”" n kaxemo pa je
k
(Yr)kew nogHM3 HM3a (7, )nen, Yewhe kaxemo fa je (T, )kew NOAHW3 HM3A (T )neN W

HAaBOAMMO CaMO OMLUTN YNAH Ty, .

Ha mpumep, ako n3abepemMo n1a je ny = 2k, oHma 100HjaMo Ja je a,, = agf = %2’1

—_1)"
[OIHU3 HU3A @, = % Yemrhe numemo as, = % YMECTO Gop = 2’;—21 Taxkobe

n06ujamo aa je be, = 2n—4n? noauus Huza b, = n—n?, 1aje cop = 520 HOJHN3 HU3A

2n+1
2n(—1)"

Cn = n+1

, 1a je dg, = 2n noanus Husa d, = n" u ona je Yo, = 0 nmojHU3 HU3a,
Yn = sin . Axo mzabepemo japyru pactyhu nus npupoaunx Gpojesa, mobuhemo
Jpyradnje momHn30oBe. Ha mpumep, ako m3abepemo ja je ny = 2k — 1, onga hemo

2n—2 — k()"
Sn—1 UOJHHU3 HU3A Uy = — ——,

JOCUTH Ja je Ao, = na je bop,_1 = 6n — 2 — 4n?

b — 2 . _ 1-2n _on(=1)m .
noJHU3 HU3A b, = n —n°, Ja je Cyp—1 = 7 MOJHH3 HHU3A ¢, = — —=—, Ja je

— n . —
dop—1 = 2n171 noanms musa d, = n™V" u ga je yon_1 = (—1)""! nomuus umsa

nm

Yn = SIn

Camano, ako uzabepemo na je ny = 4k — 1, onga hemo gobutn na je yu,_1 = —1

TOJIHU3 HU3A Yy, = Sin .

Bupamwe nuza ny Huje yBeK HPABUJIHO, KAO y HPETXOJHUM HPUMEPUMa /e CMO
OupaJiu napHe Uik HellapHe U/ CBAKKM YeTBPTHU IOYEBIIN O Tpeher, nako ce Hajuelll-
he 3a TakBEM HM300pOM jaBsba moTpeda y KOHKpeTHOM ciay4ajy. Cama medpuHnmnmja
He orpaHmyaBa u300p HHU3a Nj HUKAKO JIPyraduje OCUM YCJOBOM Jia je Nk < Mgi1
ncnymeno 3a cBako k € IN.
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Crenehe TBpheme onucyje oJHOC MOTHA30BA, TadaKa HATOMUJIaBabha U TPAHUIE

HEKOI' Hu3a.

Teopema 3.2. (1) PeanaH 6poj a je Tayka HaromMuiaBara HKU3a ako U CaMO aKo
MOCTOJN HErOB NOAHMN3 KOJU KOHBEPrupa Ka a.
(2) Hu3 nma rpanuLy ako n camMo ako CBaKM HEroB MOAHW3 MMa rpaHuLy 1 Taaa

je rpaHnua HM3a jefHaka rpaHuuy 6uio KOr HEeroBor NogHM3a.

Hoxkaz. (1) Ilpso hemo mokazaru na ako je a € R Tauka maroMmmiaBama HH3a
(Zn)new, OHIA MOCTOJU TOMHUS (Ty, )keN KOJH TeXKH Ka a. PasiuKyjemMo JBa ciydaja:
Cyuaj 1.1 IToCcTOJM BECKOHAYHO MHOTO WJIAHOBA HU3A KOJU CY JEJHAKU a.
Y oBoMm ciydajy 3a (Tn, )kew OupamMo Gamn Te 4jaHOBE KOjU Cy jeqHaKd OPOjy a.
Koukperna koucrpyknuja 6u 6una ciegeha: Heka je A = {n € N|z,, = a}.

Kopak 1: Ca ny o3nauumo min A.

Kopak k + 1: Ako cmo m3abpaim ny,ng, Ng, . . ., Nk, OHJA OUPAMO J1a Nyy1 OyIe
min (A~ {ny,na,n3, ..., nk}).

Ha oBaj maumn cmo uzabpaan pactyhu HU3 npupogHux 0pojeBa (1j)ren TaKaB
Ja je 3a cBako k € IN ncnymeno x,, = a, ma he ce y cBakoj M-okoquHE OHTH CBI

WIAHOBU HU3A (T, )keN, MTO N0 geduHUNmjn 3Haun aa je limz,, = a.

Cyuaj 1.2 HE 0OCTOJM BECKOHAYHO MHOT'O YJIAHOBA HU3A KOJU CY JEJHAKU a.
[TomTo je @ Tavyka HArOMHJIABamba HU3A (T )necN, OHJA Y EEroBOj 1-OKOJMHU MMa
OECKOHAYHO MHOIO WIAHOBA HU3A (T )nenN, OJ KOJUX je HAJBUIIE KOHAYHO MHOTO
jennaxko a. M3abepumo jejjan pas3imauT 0L @ U Ca 71 O3HAYUMO HHeI'OB MH/IEKC.

AKo ¢cMO0 u3abpasu ng, OHIA N1 Oupamo Ha ciaexehu Hadun: Y %—OKOHI/IHI/I TaYKe
a nma GeCKOHAYHO MHOTO 4JIaHOBa HU3a (T )new (jEp je a Tauka HaromMmsaBamba TOr
HH3a), O/ KOjUX je HajBUIlle KOHAYHO MHOTO jeqHako a. Taja y Toj OKOJIMHH MOpa
OuTH W OECKOHAYHO MHOTO Y/JIaHOBAa HHW3a YHWjU WHJIEKC je Behm o myp u Koju cy
pazauauTy of a. V3abepumo jeaH TakaB M 03HAYNMO FbeTOB HHEKC CA Njiq.

Ha oBaj maumn cmo dpopmupasu pactyhn uus npupognux 6pojeBa (1 )ken TaKaB

1a je 3a cBako k € IN ucnymeno z,, € (a— %, a+ %) Kaxko 3a cBako M > 0, nocToju

1 .
k > ;. To he ckyn unanosa mu3a (7, )ren KOju cy BaH M-oKoamHe Tauke a GHTH
HOJACKYIL CKYHA {Zpy, Tnyy Tigs - -+, Ty b Jlakiie, Ban cBake M-okosune Tadke a je

HajBUIIE KOHAYHO MHOI'O Y/JIAHOBA HU3A (Ty, )keN, IITO 10 JeUHUNU]U 3HAYH Ja je

limz,, = a.

[TokaxKuMo J1a ako 110cTOju nogHu3 (Tn, )rkew KOju Texku ka a € R, onga je a
TauKa HArOMU/IaBamba HU3a (T, )nen. U3 gedununuje muveca cieam ga ce BaH CBAKe
M-okosimHe Tauke @ HaJa3W HAjBUIIE KOHAYHO MHOTO YJIAHOBA TOJAHU3A (Tp, )keN-
3aTo ce yHyTap OKOJIMHE HaJa3u OECKOHAYHO MHOTO YIaHOBa MOAHW3A (T, )ken. C
003UpoM J1a je CBaKW YJIaH MOAHW3A, Yj€JIHO W YIaH HU3a, 3aK/byIyjeMO 1a y CBaKOj
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M-oko/MHE Tadke ¢ WMa OECKOHAYHO MHOIO YWJIaHOBa HU3a, IITO 1O JeUHUIM]U

3HAYM JIa je @ TauKa HATOMUJIaBama Hu3a (Tn)neN-

(2) Axo ce Ban meke M-okoaune Tauke a € {—00,4+00} U R Hamasu najsuiie
KOHAYHO MHOT'O 9JIaHOBA HH3a, OHJA Ce BAaH Te OKOJMHE HAJA3W HAJBUIIE KOHATHO
MHOT'O 971aHOBa CBAKOI IETOBOI MOAHU3A. 3aTo u3 limz, = a caenn limx,, = a 3a

CBaKW MOAHU3 (Tp, )reN HU3A (Tp)nen.

[TpeTnocTaBuMO /14 CBAKK MOJAHU3 HU3A (T, )nen UMa Tpanuiy. Kako je cam nu3

(Tp)new cebu momHU3, caegu Ja Hu3 (T, )neN UMa rpanuily. Ha OCHOBY 1peTxojHo

JoKazanor ciaean limz, = limxz, 3a cBaku noAHU3 (Zp, )keN HU3A (Tp)nen. O
Ilocaeaumna 3.3. (1) Ako nocTojn nogHM3 KOjU HEMA rPaHuULy, OHAA HI HU3 HeMa
rpaHmuy.

(2) Ako nocToje gBa NoOAHN3a YMje Cy rpaHULE Pa3INYMTE, OHAA HN3 HEMA FPaHuLLy.

Hoxa3. Ilocieauna qupexrro cieau u3 jgena (2) reopeme 3.2. leo (1) oBe nocsenu-
Ile je KOHTPAIO3uInja UcKa3a ,,ako HU3 UMa T'PaHUIly, OHJIa U CBAKHW HHETOB IMOJIHU3
uMa TpaHuIly’, JIOK je JPYTH JIeo OBe TOC/Ie/IhIle KOHTPANO3UIUja UCKa3a ,,aKo HU3

uMa TPAHUILY, OHJIA CBAKU FHETrOB MOJHU3 UMa UCTY IPDAHUILy Ka0 U caMm HU3 . U
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[TOTJIABJBE 4

OcobuHe HM30Ba KOjU MMAajy T'PAHUILY
Y HacTaBKy OLUCYjeMO HEeKe 0COOMHE HU30BA KOjU MMAjy I'DAHUILY.

Teopema 4.1. Heka a,, < b, Baxun 3a goBos/bHO Besnko n. Taga:
(1) Ako je lima,, = 400, onga je limb,, = 4o00;
(2) Ako je limb,, = —oo, oHga je lima,, = —o0;

(3) Ako cy (an)nen 1 (bn)nen KOHBEpreHTHU, oHAA je lim a, < limb,.

Hoxka3z. (1) Hekaje M > 0. 13 lima,, = +00 no geduHunmju 3akmbydyjemMo Ja MocToju
HajBUIE KOHAYHO MHOTO 4jIaHOBa HU3A (a4 )nen BaH uHTepBasa (M, +oo). lakie,
[IOCTOjU HEKH MpUPOJaH O6poj ko Takas ja je M < a,, kKaj roa je n > ky. C ob3upom
J1a je a, < b, UCIyIeHOo 3a JIOBOJbHO BEJIUKO 7, MIOCTOjU IPHUpPOoIaH Opoj [y, TakaB 1a
je a, < b, ucnymeno 3a csako n > ly. Heka je ng = max{ko,lo}. Taga uz n > ng
cnean ga jeun > kg un > ly, a tTume u ga je M < a, u ga je a, < b,, omakie
3aKJby9yjeMo Ja 3a CBaKo N > ng Baxu M < b,. Jlakie, nocroju HajBuIile KOHATHO
MHOrO wyianoBa Hu3a (b, )new Ban uaTepBasia (M, +00). Kako 0Bo pesoHoBame He

3aBucH 0J1 u3bopa 6poja M, zakspydyjemo aa je lim b, = +o0.
Heo tephema mox (2) ce moka3dyje camano Kao u jaeo mof (1).

(3) Heka je lima, = a u mexa je limb, = b. Ilpernocrasumo na je b < a. Heka je

M = “T’b Tana cy M-okonune Tadaka ¢ u b JUCjYHKTHE W BazKu
b—M<b+M=a—-—M<a+ M.

U3 nedpununuje rpanune ciaeau aa je sau (b— M, b+ M) uva HajBuIIe KOHATHO MHOTO
uianoBa Husza (b,).en. Heka je ko majsehin ungekc 3a xoju je b, BaH mMHTEpBaJa
(b— M,b+ M). Couuno, Heka je [y Hajselinm uHEKC 3a KOjU je @, BaH UHTEPBAJIA

(a — M,a+ M). Heka je ny = max{ng, lo}. Taza 3a cBako n > ny BaxKu
b—M<b,<b+M=a—-—M<a,<a+ M,

OJlaKJIe CJIeIN JIa HEje UCIYHeHO a4, < b, 3a 10BoJbHO BequKo n. KoHTpamukiuja.

Jlaxse, mpermocTaBka Ja je b < a je HeoaprkuBa, a Mopa outu a < b. U

IMocnenuria 4.2. Heka je lima, =a € R

(1) Ako je b < a < ¢, oHpa je b < a, < ¢ 3a JOBOJBHO BENNKO 7.
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(2) Ako je b < a,, < ¢ 3a goBosbHO Benmko 1, oHaa je b < a < c.

Hokas. (1) Hekaje M = imin{a—b,c—a}. Tanajeb<a—M <a+M <c. U3
JedbuHUIIje IPAHUIIE, CJIEJIH JIa TIOCTOjI HEKO 1y TAKBO JIa BaXKN a, € (a— M, a+ M),
KaJ[ ToJ je n > ng. Jakie, 3a n > ng he Baxkutu b < a — M < a, < a+ M < c.
Oparite 3ak/pydyjemo ja je b < a, < ¢ 3a JJ0BOJbHO BEJIHKO M.

(2) Hexkaje b, =buc, =c U3b, < a, 3a 10BO/bHO BeJUKO N, 110 Teopemu 4.1,
cnean ga je b < a. U3 a, < ¢, 3a JI0BO/BHO BEJHMKO N, 1Mo Teopemu 4.1, ciaean ga je
a<ec. O

Teopema 4.3. (Teopema o aBa nosnmnajua; Cengsua Teopema): Heka je ncnyreHo

(1) 3a poBosbHO BeMKO M BaXM a, < b, < ¢y,
(2) lima, = limc, € {+00, —c0} UR.

Tapa Baxu n

(3) Huz (b,)nen uma rpanugy. Ako cy HN30BmM (@, )nen W (Cp)neN KOHBEPreHTHN,
oHaa je n Hu3 (by,)neN KOHBEpreHTaH;

(4) lima,, = limb,.

Hokaz. Ozuaunmo ca a rpanuny wusa (a,).en. Heka je M > 0. U3 lima, = a
CJAeIU JIa TIOCTOju kg TAKBO Ja 3a CBAKO N > ko BaxKu a, € G(M, a). CiuuHo, u3
lime, = a cregn ga mocroju [y TakKBO Ja 3a CBaKO n > ly Baxkn ¢, € (A)(M, a).
Yumennna 1a 3a J0BOJHHO BEJIUKO N BaxKu a, < b, < ¢,, 3HAYW Ja MOCTOjU My
TAKBO J[a 3a CBAKO N > My Baxu a, < b, < ¢, Heka je ng = max{ky,lo, mo}. Tana
38 CBAKO M > Ng BaxkKu U N > kg un > log 1 n > mg, 0a BaXKd U Ay, C, € G(M,a) u
a, < b, < ¢,, Ia 3aK/BY4YyjeMO JIa 3a CBaKO 1 > Mg BaxKu b, € G(M, a). Jlakne, 3a
cBako M > 0 ce mozxke Hahu ng TaKBO J1a 3a CBAKO N > Ny BaxKu b, € 6(]\/[, a), mTo
ynpaso 3Haun ja je limb, = a. Axo ¢y uu30Bu (a,)nen ¥ (Cp)nen KOHBEPreHTHH,

onja je a € R, ua je u uus (b, ) e KOHBEPreHTaH. OJ

Ha mu3oBuMa ce Mory yBecTn Heke ajaredapcke omeparmje.

Ako 3a cBako n € IN Baxu ¢, = a, + b, oHna 3a HU3 (¢, )peN KaZKEMO Ja je 36up

u308a (ay)nen 4 (by)new u numemo

(Cn)nelN = (a'n)nelN + (bn)nE]N-

Cruano, axo 3a cBako n € N Baxu ¢, = a, - b,, oHIa 32 HA3 (¢, )peN KAZKEMO JIa je

1pou3Boj, HU30Ba, (ay )nen 4 (bp)nenw u numemo

(Cn)nelN = (an)ne]N : (bn)nE]N-
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Taxobhe, ako 3a HeKu peaJsian 6poj « u cBako n € IN Baxu ¢, = « - a,, OHJIA 3a HU3

(Cn)neN KazkeMo Jia je mpou3Boj 6poja « u Hu3a (ay )peN ¥ MHIIEMO

(Cn)nelN = (an)nE]N-

Jlema 4.4. Baxn lima,, = a € R ako un camo ako je limb,, = 0, rge je b, = a,, — a.

Cneuujanto, lim(x,, 4+ ¢) = ¢ ako n camo ako je lim z,, = 0, 3a 6uno koje ¢ € R.

Hoxka3z. Heka je M > 0. Taga je a — M < a, < a+ M exBuBajientno ca —M <
a, —a < M, tj. —M < b, < M. Jlakne, a, je Ban M-okojMHe TadKe @ aKO U CAMO
ako je b, Ban M-okonune tauke 0. Opgpariae ciaenn ma je Ban M-okoJwHE Tadke a
HajBUITe KOHAYHO MHOI'O YJIAHOBA HU3A @, aKO W CaMO akKo je BaH M-OKOJIWHE Tavuke
0 HajBHUIIE KOHAYHO MHOTO Tadaka Hu3a b,. /lakse, lima, = a € R ako u camo ako

je limb, = 0.

Jlpyru meo TBphema cjiein U3 MpPBOT aKo Ce CTaBHU Ja je G, = T, + C. U

OBa JileMa yKasyje Ha TO Ja je m3ydaBame OCOOMHA HHU30BA KOJU TEXKe HYJIU O]

oceOHOI WHTEepeca.
Hedunumnuja 4.5. 3a HU3 KAXXEMO Aa je Hyna HU3 aKO My je rpaHmua Hyna.

Teopema 4.6. Ako ¢y (ay)nen 1 (by)nen Hyna HMU30BUM M « peanaH 6poj, oHpa cy u

HU30BU - (Gp)new W (@p)nen + (bn)new Hyna HU30BM.

Hoxka3. IIpso hiemo nokasaru jga mpousBoj 6poja « u Hy/Ia HU3A (Gp)neN, TAKODe
uyna au3. To je jacHo, ako je a = 0. 3aro mpernoctaBumo ga je o # 0. Heka je
M > 0. Ilokazahemo ma ce Ban cBake M-oKoJuHEe HyJe MOCTOJU HAjBHUIIE KOHATHO
MHOTO 4IaHOBa Hu3a & - (ap)pen. C 003upom ga je lima, = 0, 1o ce Ban cBake
K-oxko/iune Hyje HaJa3M HAJBUIE KOHAYHO MHOIO 4IaHOBA HU3a (A )nen. To he
BaxkuTu n 3a K = \%I JlakJie, 3a HajBUIIlEe KOHAYHO MHOIO 4JIAHOBA HU3A (@, )peN HE
Baxku —K < a, < K, Tj. —% <a, < %,

MOKA3aJIM J]a e HajBUIe KOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HU3A « - (Gp)neN HATA3M BaH M-

atnme u —M < a-a, < M. Yupaso cmo

okosimue mHyse. [lomTo Ham joka3 He 3aBucu oj u3dopa opoja M > 0, 3aK/bydyjeMo

Ja 1o Baxku 3a cBako M > 0. To, mo nedununuju, 3uaun ga je lim(a - a,) = 0.

[Tokakumo j1a je 30up jBa HyJa HW3a Takohe Hysaa Hu3. Jlakie, pagawmMo 1o

IpEeTIOCTaBKOM Ja Bazku lima, = limb, = 0. Bam cBaxke %—OKOHHHe TavyKe HyJie

ce HAJIA3U HAJBUIE KOHAYHO MHOIO WIAHOBA HU30BA (Gp)neN U (by)nen. laxie, 3a
M
2
a THMe 3a HAjBUIe KOHAYHO MHOTO UJIAHOBA HU30BA (G )nen +

HAjBUIIIE KOHAYHO MHOTO WJIAHOBA HU30BA (y )nen U (b )neN HE BaKH —% <a, <
u —% < b, < %,
(bp)new ue Baxxn —M < a, + b, < M. Bakmyuyjemo aa je uu3 (ap)nen + (bn)nen

HYyJIa HU3. 0
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ITocaequua 4.7. Ako cy (an)nen 1 (bn)nenw Hyna HU30BM U « n 3 peanHu 6pojesw,

oHpa jen - (ap)pew + 5+ (bp)new Hyna Hus.

Hoxkasz. Ako ¢y (ap)nen 1 (by)nenw HyJa HU30BH, OHJA Cy, Tpema Teopemu 4.6, u
- (ap)nen 1 B+ (by)nen Hyla HU30BH, a Taja je, oneT 10 Teopemu 4.6, u BHUXOB 301D

HYyJ1a HU3. U
Teopema 4.8. [lponsBog orpaHnyeHOr 1 Hyna HW3a je Hyna Hu3.

Hoxkaz. Heka je —K < a, < K 3a ceako n € N u limb, = 0. Tazga je, mo Teo-
pemu 4.6, lim(Kb,) = 0 u lim(—Kb,) = 0. ITo Teopemn 4.3, uz —Kb,, < a,b, < Kb,
caequ g2 je u lim(a, - b,) = 0. O

Teopema 4.9. (Anre6pa smmmeca Hu30Ba) Ako ¢y (an)nen, (bn)new U (Cn)nen
KOHBEPreHTN HN30BU, Taga je

(1) lim(aay, + fb,) = alima, + Flimb,;

(2) lim(a, - b,) = lima,, - limb,;

1 1
(3) Ako je lime, # 0 n 3a ceako n € IN Baxu ¢, # 0, oHga je lim — = F :
Cn imc,

Hoka3z. (2) Heka je lima, = a u limb, = b. Heka cy x, = a, —a u y, = b, — b.

Tana cy, no semu 4.4, 1u308u (2, )neN U (Yn)new Hys1a HU30BU. Bazkn

ITo mpBoM jerny Teopeme 2.21, HU30BHU (Zy )neN, (Gn)nen B (by)nen Cy OTpaHUYeHH, 1A
cy 1o reopemu 4.8 HU30BU (xn)nelN' (yn)nelN: (an)nelN ’ (yn)nelN n (bn)nelN' (xn)nelN HyJia
Hu30BH, a 10 Teopemu 4.6 je u (Z,)nen * (Yn )neN + (@n)neN * (Un)neN + (bn)nen * (Tn) nen

nysia Hu3. Ha kpajy, no jemn 4.4, je

lim(a, - b,) = a-b=lima, -limb,.

(1) Hexka je lima, = a u limb, = b. Heka je ¢, = « u ueka je d, = . Tlo
JIPYTOM JIeJly OBE TeOpeMe Cy Cp - Gn u d, - b, KoHBeprenTHu u Baxu lim(aa,) =
lim(e, - a,) = @+ a u lim(Bb,) =lim(d, - b,) = 5-b. Heka cy , = ¢, a, —a-an
Yn = dy - by — - b. Tana cy, no jemu 4.4, Hu30Bu (T, )neN 1 (Yn)new HYJIA HU30BH.

Baxu aa, + b, = x,+y,+(a-a+B-b). Tlo reopemu 4.6 u uus (x,)nen+ (Yn )nen

je HyJa HU3, ma je mo Jjemn 4.4

lim(aa, + fb,) =lim(z, + y, + (a-a+ b)) =a-a+ b

(3) Heka je ¢ = limc¢,. Be3 ymamema onmroctu npernocraBumo jaa je ¢ > 0 (y
CYTIPOTHOM pa3mMaTpajMo HU3 ¢, = —¢, u ¢ = —c).
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Ja Gucmo mnokazaJjm jia — TexKu Ka Opojy —, JIOBOJbHO je jia HOKazKemo Jia je Hu3
Cn c

1 1 1
(— — —), Tj. < . (C — cn)) HYyJIa HU3 U TIpUMeHuMO Jemy 4.4.
Cp, C c-Cp

. ) ) c
N3 lime, = ¢ caeam ga mocToju ng TakaB Ja je ¢, NPUTAIA 3 -OKOJIMHHU Ta4dKe C

. cC 3c . .2 1 2 .
(1. = < ¢, < —) Kax rox je n > ng. Tama je — < — < —, KaJ 10J je n > ny
2 2 3¢ Ch, c
2 1 2 . . 1
u_— < < —» Kaj rox je n > ng. Onarsie ciaenn na je Hu3s
3c aen c c-Cp

1 2
6pojem max <{ |n<n0}u{—2}).
c-cp c

OI'paHUYEH

1

ITo nemu 4.4 je ¢ — ¢, Hyna HE3, Ha je - (¢ —¢,) | mpousBOI OrpaHUIEHOT

n

n Hyaa ausa. Ilo Teopemm 4.8 je ( (e — cn)) HyJIa HU3, a 1o jemu 4.4 je

1 1
lim — = —. [l
C, c

c-cp

Teopema 4.10. Ako je a,, # 0 3a ceako n € IN, oHga Baxm

lim |a,| = 400 ako n camo ako lim — = 0.
a’n

Hoxka3z. TTokaxkumo 1pso ja ako je lim |a,| = 400, onga je lim — = 0.
n
JloBosbHO je Ja mokazkeMo jJa ce 3a cBako M > 0, Ban M-okonumHe Tauke () Hama3w

HajBHIIIe KOHAYHO MHOI'O WwiaHoBa Hu3a —. Heka je M > 0 6m10o Koje u 3a TakBo M,
Qn

1 .
neka je K = —. U3 lim |a,| = 400, caean ga 3a HajBUIIe KOHAYHO MHOTO Y/JIAHOBA
Hu3a (an)new He Baku K < |a,|. To je exkBuBaseHTHO TBphemy Ja 3a HajBHIIE

KOHAYHO MHOI'O NPUPOJIHUX OpOjeBa M HUje UCIYHEHO |— < e Tj. /1a 3a HA]BUIIIE
a”l’b

1 1

KOHAYHO MHOTO YJIaHOBA HU34 (— ne Baxkn —M < — < M. Kako nmame
an a
nelN n

pe30HOBabe He 3aBHCH 0] u3bopa Opoja M, 3ak/pydyjeMo 1a BaH cBake M-oKoJimHe

1
TadKe HYyJ/Jla HMa Ha)BHUIIE KOHAYHO MHOI'O 1JlaHOBa HU3a | — , IITO 3HAYU Jda )€

Qn nelN
lim — = 0.
a"fl

o1 . .
Heka je lim— = 0 u K > 0. Tazxa je HajBuIime KOHAYHO MHOI'O YJIAHOBA HHU3A
Qn

1 1 . . .
(— BaH K—OKOHI/IHG TadyKe 0, IIITO jJ€ €KBUBAJIEHTHO Ca THUM [a jJ€ Ha)BHIIE
Qnp,

nelN

KOHAYHO MHOTO wiaHoBa Hu3a (|a,|)nen Ban (K, +00), a tume ga je lim|a,| = +o0.

O
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Jlema 4.11. (1) Huz (z,)new ¥Ma rpaHmuy ako n camo ako Hu3 (Tp41)neN UMa
rpaHuuy n Baxu limz, = limx,.1;
(2) Bbpoj a je Tauka HaromunaBarba HN3a (T, )nelN AKO M CaMO aKO je Tauka Haro-

MUNaBara HN3a (T,41)nen-

Hoka3z. Jequnn wiad HU3A (Tp41)neN KOJU HUje WIaH HEU3A (T,)pen j€ 1. 3aTo
Ban M-oKoIHMHE TadKe a MMa KOHATHO MHOTO WIAHOBA HU3A (Ty41)neN AKO U CAMO
ako BaH M-oKonuMHe TauKe a MMa KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (T )peny Uy M-
OKOJIMHU Ta4Ke ¢ MMa DECKOHAIHO MHOTO YJIAHOBA HU3A (Tp11)neN aKO M CAMO aKO Yy
M-okomuun Tavuke ¢ nMa GECKOHATHO MHOTO WJIAHOBA HU3A (Tp)neN, OJAKIE CJIEIH

TBpheme. U

ITocaenuria 4.12. Heka je ny € IN 6buno koju.
(1) Huz (z,)nenw MMa rpaHnuly ako M CaMo ako HU3 (Tpin,)neN MMa rpaHuly u
Baxu lim z, = lim ,,4,,;
(2) Bpoj a je Tauka HaromunaBarba HM3a (T, ),cN AKO M CAMO aKO je Tayka Haro-

MUNaBama HN3a (Tying )nel-

Hoka3z. /Iupekrna npumena Jjeme 4.11 ng mnyra. 0

Jlema 4.13. a) Heka je limz,, = +00. Taaa
1) ako je a > 0, onga je lim(a - z,,) = +o0;

2) ako je a < 0, onga je lim(a - z,) = —oc;
3) ako je a =0, onga je lim(a - x,) = 0.

6) Heka je limz,, = —oco. Tapa
1) ako je a > 0, onga je lim(a - z,,) = —o0;

2) ako je a < 0, onga je lim(a - z,,) = +o0;

3) ako je a = 0, oHga je lim(a - x,) = 0.

Hoka3z. Ciyuajesu a.3) u 6.3) Tpusnjasno Baxe. Ilokaszahemo ma Baxku ciydaj
1.2., a ocatsm ce cimano nokaszyjy. Heka je M > 0. Ozmaunmo ca K 6poj —%. C
o63upom Ja je lim z, = +o0, Ban uarepsasa (K, +00) MoKe OUTH HA]BUIIE KOHATHO
MHOTO WIAHOBA HU3A (Tp)neN, Tj. K < ,, HE BaXKu 3a HAJBUIIE KOHAYHO MHOTO
qJIaHOBA Hu3a. Y3 10, K < X, BaKu aKO W CaMO aKO Baxku a - r, < —M. 3aro
HajBHIllE KOHAYHO MHOI'O 4/IaHOBA HU3a He Baxku a - T, < —M. Kako oBo Baxu 3a

ceako M > 0, 3axspyuyjemo ga je lim(a - z,) = —oo 0

Jlema 4.14. Heka je a > 0 n a,, = a 33 JOBO/bHO BEJINKO N.
(1) Ako je limz,, = +o0, oHga je
lim(a, - z,) = +o0.
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(2) Ako je limz,, = —o0, oHga je
lim(a, - z,) = —oc.

Hoxka3z. Cuenn gupexktHo u3 Teopeme 4.1 u geme 4.13. 0

Jlema 4.15. (1) Heka je lim z,, = +00, Heka je (a,),en OrpaHuyen ogos3go. Taga je
lim(a,, + x,) = +o0.

(2) Heka je lim x,, = —00, Heka je (a,),en OrpaHnyeH ogosro. Taga je
lim(a, + x,) = —oc.

Hoxka3. Heka je K > 0 takaB 1a je —K < a, < K ucnymeno 3a cBako n. U3
limz,, = 400 crenn na Ban (2K, +00) uMa HajBUIle KOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HU3A
(Zn)nen. akie, 3a HeKO ng Baxku Ja je 2K < x, Kajg rox je n > ng. Tazma je
%xn < o, +a, Kag rox je n > ng. 1o memu 4.13 je lim %xn = 400, Ta je Mo TeopeMn

4.1 lim(x,, + a,) = +o0. [pyru geo ce CJuIHO moKa3yje. U
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[TOTJTABJBE 5
Bpoj e

Jlema 5.1. BepynaujeBa Hejennakoct: Heka je a > —1 n n npupogat 6poj. Taga
BaXM
(1+a)" =1+ na.

Hdoka3. MareMaTnIKOM WHITYKITHJOM.

(%) 3an =1 uejenuaxocr nocraje (1+a)" > 1+ 1-a, mro je OYUIIEIHO TATHO.

(% %) TIpermocraBumo ja HejeJHAKOCT BayKW 3a N = k W TMOKAKUMO JIa BayKH 3a
n = k+ 1. [lakje, Hama WHIYKTUBHA XUTIOTe3a je ja Baxu (1 + a)k > 1+ ka. Tana
(1+a)f " =0+a)"Q+a)>Q+ka)(1+a) =1+ (k+1Da+ka® > 1+ (k+1)a.

[IpBa HejexHaKOCT cjegW W3 WHAYKTHBHE XUIIOTe3e, a JIpyra W3 YWE-eHHIE Jia je
ka® > 0.
3 (%) u (Fkvk) coenu ga 3a CBAKO N BAXKU

(14+a)" >1+na.

O

1 n 1 n+1 .
Teopema 5.2. Husosn a,, = <1 + —> nb, = (1 + —) CYy KOHBEPreHTHU 1 UMajy
n n

NCTY rpaHuuy.
Hoka3z. Ilokazahemo 1a 3a cBako n BaxKu
0 < An < An41 < bn+1 < bn-

Opariie fiemo 3ak/byunTH 8 ¢y HU30BH (G )pen U (b )neN MOHOTOHH U OTDAHUIEHH,
ojnakJje he, mo Teopemu 2.22, cieauTu J1a ¢y KoHBepreHTHu. Hajumpe mpumerumo ga

cy a, u b, nosutusau. [Ipumemyjyhu BepHynujeBy HejeaHakocT 1001MjaMo

() (D) () ()

Jlakie ap4q1 = a, Baxu 3a cBako n. Ciaumuno, npumemyjyhu BepuynujeBy uejej-

HAKOCT 3aKJby4dyjeMo Jia je
1 n+2 92 1
1+ —- > 1+ nre 14—,
n(n +2) n(n +2) n
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1 1

1 n+2<1+1
L ks
<+n<n+2>> n

) () o ) )

n(n+2)

oJlaKJIe je Baro je

Jlakse, 3a cBako n Baxku b1, < b,. Kaxko je b, = a, - (1 + %), 3aKJbyIyjeMO
Jga je a, < b, 3a cBako n. /[lakie, a, je Heomajajyhm HHU3, 010310 je OrpaHHYECH
(6wt KojuM wiaHoM HU3a by, ), 0K je by, Hepactyhu, orpannden 0103710 (6110 Kojum
WIAHOM HU3A @y, ) HU3. 1o Teopemu 2.22 ciaeam na cy (G )nen 4 (by)new KOHBEPrenTHY

uusoBu. [lo reopemu 4.9, cieau na je

1
limb,, = lima, - lim (1 + —) = lima,,.
n

1 n
Hedbunnunnuja 5.3. [paHnuy Husa a, = <1 + —> 03Ha4aBaMo ca €.
n

Osnaka e moruve o uMeHa mareMarudapa Ojrepa Koje ce OpUTHHATHO IHIITE
Euler. Bpoj e je ocroBa npupoanor jgorapurma. To je mpammonaaan O6poj, ma cXo-
JIHO TOMe, HeMa KOHAdYaH JIeNUMAJIHU 3aIiC, OJ[aK/e W MOCTOju moTpeda Ja My ce
jpojenn o3naka. llomro je (a,)nen Heonamajyhu wuz u (by,),en Hepacryhu nHusz u
MOIITO WMAjy MCTY TPaHUIly, Baxku a, < lima, = e = limb, < b,. Opatre, 3a
n =1 godujamo 2 < e < 4. 3a n = 2 gobujamo 2,25 < e < 3,375. 3a n = 5 n1odu-
jamo 2, 48832 < e < 2,985984. OBuMm moctynkoMm! ce 6poj e MOKe alpoKCHMHPATH
IpOU3BOJbHO 100po. TakBuMm oneHaMma ce jgodmja jga cy 2, 71828 mpBUX HEKOJIHKO
Jenumasa opoja e.

1 —n
Jlema 5.4. (1) lim (1 + —) =e;

—n

(2) Ako je limz,, = +00, oHga je lim (1 + Lﬂ) "= e;

n

(3) Ako je limz,, = —o0, oHga je lim (1 + Ii) "=

1 n 1 n+1
Hoxka3. Heka cy, kao y Teopemu 5.2, a, = (1 + —) ub, = (1 + —) )
n n

. L\ L\ 1 .
(1) hm(l—}—_—n)—hm(l—{—n_l) -hm(l—{—n_l)—hman_l-(1+O)—e,

(2) Hexka je y, = [xn], Tj. ¥, je meo aeo 6poja x,. Tama 3a ceako n € IN Baxknu

Hlocroje mMuOTO Gosby mocTymmy 3a oapehysame memmvana 6poja e.

33



Kaxo je lim z,, = +00, To he 3a 710BOJbHO BeMKO 1 OUTH X, > 1, 1A je (Y )neN HU3
IpUPOTHUX GPOjeBa 3a JOBOJGHO BEJIUKO N U 34 CBAKO N BaXKH T, — 1 < Y,, 1Ia, 110
teopemu 4.1, Baxku lim y,, = +o00.

N3 ycaosa y, < ©, < 1+ vy, ciean ja Baxun

1 14+yn 1 1 In 1 Yn 1
1+ 1- <(1+—) <(1+=) (1+—).
1+, 24 yn Tn, Yn Yn

Yn 1+yn
OznaunmMo Hu3 (1 + %) ca ¢, a HU3 (1 + ﬁ) ca d,. Ilpumerumo ga 3a
n n

JIOBOJBHO BEJTHKO 1 BAXKU Cp = Gy, U dy = Q14,. [Tokaxkumo ga je lime, = limd,, =

e. Heka je M > 0. Tazna nocroju ko takBo na je a, € (e — M,e + M) xax rox je
n > ko. C ob3upom ja je limy, = 400, mocroju ng, Takas ja je y, € (ko,+00)
KaJI Toj je n > ng. Jlakie, kaa rog je n > ng, Y, je upupoman 6poj Behu o ko,
na je a,, € (e — M,e+ M). Yupaso cMmo mokasanu ga je ¢, € (e — M,e + M)
u na je d, € (e — M,e+ M), kax je n > ng (3ampaBo cMo mokasanu aa je d, €
(e — M,e + M), xan je n > ng — 1, asm Kako je ng > mg — 1, HAII 3aK/bydaK
je ucupasan). lakie, Ban M-okosune 6poja e je HajBuIlle KOHAYHO MHOI'O YJIAHOBA
3084 (Cp )nen ¥ (dy)nen. Kako 0Bo pesonoBame He 3aBucu o1 u3bopa 6poja M > 0,

3akJpydyjemo jga je lime, = limd, = e. [lakie Baxkn

lime, = limd, = e. (2)

1
Baxu lim(2 + y,,) = +oo (nema 4.15), na je, no teopemu 4.10, lim (2 n ) =0, a
Yn

1
24+yn

1 1+yn 1 1
lim<1+ ) (1— >:limdn~lim(1— )ze-lze. (3)
1+ yn 2+ Yn 24 Yn

Comaaum pesoHoBameM u3 limy, = +00, kopucrehu jemy 4.15 u Teopemy 4.10,

o Teopemu 4.9 je lim (1 — > = 1. 3aro je, mo Teopemu 4.9

3aK/pydyje Ja je lim <1 + y%) =1u jga je

) 1\" 1 ) ) 1
lim 1+ — 1+ — ) =lime, - lim(1+— ) =e-1=e. (4)

U3 jemmakoctn (1), (3) u (4), mo Teopemu 4.3, cienn ma je
: L™
lim (1 + —) = e;
T

(3) Hexka je z, = —x,. Tazga je lim z, = +o00. [To geny (2) ose Jeme je

' 1 Tn . 1 zn—1 1
lim( 1+ — =lim {1+ 1+ =e-1=c¢.
T Zn — 1 Zn — 1
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Teopema 5.5. Axo je lim |z,| = 400, onga je lim (1 + %) f—_

n

—|T x
Toxas. Heka je y, — (1+ﬁ> L = (1+%>| " o sesm 5.4 je
limz, = y, = e, ma je Bau cBake M-OKOJWHE TAadKe € HAJBUIIE KOHATHO MHOTO
WIAHOBA HU30BA (Yn )neN U (2 )nen. TUMe je UCIYEEHO U Ja je BaH cBake M-0Kou-
x
He TauKe € HajBUIIe KOHAYHO MHOIO YIAHOBA HU3A <1 + é) n, IITO YIPaBO 3HAYH

1\™
;Lajelim(1+—) =e. U

Tn
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[TOT'JTABJBE 6

OCHOBHU JIMMeCU HU3a

400, a>0
Jlema 6.1. limn® = 1, a=0
0, a<O.

Hoxka3z. O3naunmo n® ca a,.
1. cayuaj: a = 0. Taga je a, = 1. VY cBakoj M-okosmHn Tadke 1 ¢y ¢BH 4/IaHOBH

HU3a Ay, OfaK/e 1o gedpuHANKju caean aa je lima, = 1.

2. cayuaj: a > 0. HeKajeM>OHn0:[M§]. Tana je
n>n0:n>M§:M<n°‘:M<an,

ma, Kako To BaxKu 3a cBako M > 0, 3ak/bydyjeMo ja je lima, = +00.
. ) _ . .1
3. cayuaj: a < 0. Taga je —a > 0u — = n"“ ma je mo nperxogHom, lim — =
(07% Qp,

1

+o00. ITo Teopevm 4.10 je lima,, = lim - = 0. U

an

Jlema 6.2. Heka je a > 0. Tazna je lim {/a = 1.

Hoxka3. O3uaaumo /a ca a,.
1. cayuaj: a = 1. Tazxa je a, = 1. VY cBakoj M-okosman Tadke 1 cy CBU 4JIaHOBU

HU3a a,, OjJaK/e 1o JeduHUNKju caean aa je lima, = 1.

2. cay4aj: a > 1. Tazga je 3a ceako n ucnymeno {/a > 1. 3a youeno n, Heka
je h = a—1. U3 Ya > 1 cieqm ga je h > 0. Baxn /a = h + 1, na je, mo

bepnynujeBoj HejeanakocTH,
a=(14+h)" =1+ nh.

N3 a>1+nh crean na je h < “T_l C ob63upom 1a je h > 0, Bakuhe

a—1

0

N

h <

n
JaxkJie, 3a cBako n he Bakutn

-1
1< Va<1+2—
n

a—1
-

lim((a —1)%) = (a — 1)0 = 0 (Teopema 4.9), a Tiume je u (Teopema 4.9) limy, = 1.
36
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Cana je z, < a, < y, u limz, = limy, = 1, na je no Teopemu 4.3 (Teopema o
JBa noimajna) u lima, = 1.

3. cayuaj: 0 < a < 1. O3nadumo % ca b. Taga je b > 1, na je no nuperxosom
lim Vb = 1. Tana je

1 1 1
Y =1

\/l_j_limC/Z_)Zl

py 9eMy TIpBa jeIHaKOCT Baxku 1Mo m30opy Opoja b, apyra mo teopemn 4.9, a Tpeha

lim {/a = lim
0 U3pavdyHaToM lim Vb =1. O

Jlema 6.3. lim {/n = 1.

Hoxka3. Osznauumo ¥/n ca a,. Oznaunmo /n—1ca h. 3an >1jeu {/n> 1, na
je h >0 un Baxu Yn =1+ h, a tume n

2 2
k=0

. . n
Hejajnakocr cjieu U3 YubeHHUIE /@ je CBaKu oJ] cabupaka ( i )hk [IO3UTHUBAH, 1A

30up HeKa aBa Huje Behm ox 30mpa cBux k + 1 cabupaka. Hejeanakoct

n(n —1)
2

n>1+ h?

je eKBUBaJIEHTa Ca
2
2
h* < —.
n

C o63upom s1a cmo Beh yrBpamim ma je h > 0, 6uhe 0 < h < \/% Jlaxie, 3a cBaKoO
n > 1 Baxn
1< Un<1+V2 ne.

Hekacy z, =1uy, = 1+v2 n2. Tama je
limy, =1+v2-limn 2 =1+v2-0=1.
[IpBa jegnaxkoct ciejau u3 reopeme 4.9, a gapyra o jgevu 6.1.

Cazna je z, < an, < Y, 3a JOBO/BHO BeJauKo N (Taunuje 3a n > 1) n limzx, =

limy, = 1, na je no teopemn 4.3 (Teopema o aBa moimnajua) u lima,, = 1. OJ
+00, a>1
1, a=1

Jlema 6.4. Heka je a > 0. Taga lima"™ =
0, la| <1

He moctoju, a < —1.
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Hoxka3z. O3naunmo a” ca a,.
1. cayuaj a = 1: Taga je a” =1, na je lima™ = 1.
2. cayuaj a > 1: Osmaunmo a — 1 ca h. Tazma je h > 0 u, no Bepnynujesoj

HejeTHAKOCTH,
a, =a" = (1+h)" =21+ nh > nh.

Osnaunmo nh ca b,. C ob3upom ga je limn = +oo (1ema 6.1 3a a = 1), 6ulie
limb,, = 400 (aema 4.13). To, y3 qumenniy aa a, > b, 3a cBako n, no reopemn 4.1,
Jaje 3a pesyarar ga je lima, = 4o00.

3. cayuaj 0 < a < 1: Oznaunmo é ca b. tama je b > 1, ma je 1Mo TpeTXOTHOM

1
caydajy lim b” = 4+o00. Tama je, mo Teopemnu 4.10, lim i 0. laxe,

lima"™ = lim 1 =0.
bn

4. cay4aj a = 0: Tanxa je a, =0, na je lima, = 0.
5. caydaj —1 < a < 0: Tazxa je a, = (—1)"|a|”. Heka je b, = |a|™. Tlomro
je 0 < |a| < 1, onga, mo jokazanom nox 3. cayuajem, limb, = 0. lakie, a, je
npou3sBoj, oprauudenor (—1 < (—1)" < 1) u myna wusza (b,), na je u oH cam, 10
Teopemnu 4.8, Hy/1a HU3.
6. cayuaj a = —1: Tana je as, = 1 u ag,_; = —1, ma, mo nocaeaunu 3.3, He
nocroju lim a,.
7. caydaj a < —1: Tana je a, = (—1)"|a|". Hexa je b, = |a|". Tlomro je 1 < |al,
OHJa, 10 jJokaszaHoMm mox 1. ciaydajem, limb, = +o00. [lo Treopemu 3.2 je lim by, =
lim by, = lim b,,. Taza je lim ag, = lim(1-by,) = +oo u limag,_; = lim(—1-by,_1),

na je, o jemu 4.13, lim ay, 1 = —oo. Ilo mociaeaunu 3.3, He nocroju lim a,,. O

«

Jlema 6.5. limn—zogaa>1na€]l{.
an

«

Hoka3z. O3HaInMo — ca ay,.
a

1. caydaj a < 0: Taza je a, = n®(a™1)". Tlo semu 6.1 je n® KOHBepreHTaH HU3,
na je orpannden. Ilo gemm 6.4 je lim(a™!)" = 0, na je a, npowsson Hyjla HU3a W
orpanunyenor Huza. Ilo reopemu 4.8 je lima, = 0.
2. cayuaj a > 0: Taza je

any1 (n+1)%" 1 n+1

= :_.(

an neqntl a n

)Ol

Heka je x,, = “*1. Taga je limaz, = lim(1 + ) = 1. Heka je M = a=s — 1. Tomro
jea>1m i > 0, Bazxkuhe M > 0. U3 limz, = 1 ciaean ga mocroju ng TakaB Ja je
1—M < x, <1+ M kaxronjen > ng. Ogarie y3 dumeHAILY J1a je T, = 1—1—% >1
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3a cBako n, caean (nocaequna 4.2 neo 1) ga he Bakurn 1 < z, < 1+ M xazn rox je
n > ng, Tj.
1<”T+1<aé KaJ| I'0Jl je 1. > ng, a TUME U

(2

p )a<aKa;LFo;Ljen>n0.

Bak/bydyjeMo Ja 3a n > Ng BaxKH

it Lo nt g

an a n

3an > n, BaXKI Ay, > Ay > Qpt1,

OJIaKJIE 3aKJ/bYUY]jeMO JIBE CTBAPH:
e Cpaku wiaH HU3a je 0710310 orpanuded 6pojem K = max{ay, as, ..., an,};
e Hus (a,)nen je omagajyhn 3a 10BO/BHO BEJTUKO 7.

C obzupom n1a je a, = 0, 3akmyuyjemo ga 0 < a, < K Baxkn 3a CBaKO n
Tj. ga je uu3 (a,)pen orpanuuen. ITo teopemu 2.22, 3akbyuyjemo ga je (an)nen
koupeprentan. Os3naunmo ca A werosy rpanumy. 13

1 n+1
an—i-l:_'(
a

. ) an,

cJaean

1 1\“ 1
A=lima,; ; = —-lim <n + ) lima, = —A.
a n a

[IpBa jemnakoct ciaenn u3 jgeme 4.11, apyra u3 Teopeme 4.9. C o63upom 1a je a > 1,

JEJAMHO pellerhe jeHaunHe

1
A==A
a

je A =0. Jlakye BaxKu

n()f

lim — = 0.
an

n

Jlema 6.6. lima—‘ =03aa>0.
n!

n

Hoxka3z. O3naunmMo — ca an.
n!

1. cayuaj 0 < a < 1: Taga je lima™ = 0 wim je lima™ = 1, na je a” orpanuden.
N3 n < n!, no reopemu 4.1, caeau na je limn! = +o00, a nmo reopemu 4.10 ciaeau 1a
je % Hysna Hus. Jlakie, ‘jl—r,L je Ipom3BO/T OTPAHUYIEHOT U HyJIa HHA3a Ta je, 0 TeopeMu

4.8, 1 OH caMm HyJa HU3.

2. cayuaj 1 < a: Baxn az—:l = 7. Heka je ng = [%] Tana je 3a n > ng
a a
ntl < 1.
Qy, n+1
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Hakie, u3 (a,)nen je onagajyhu 3a 10BOJBHO BEJUKO N U OPPAHUYEH 070310 (1emMa

2.5). Tlomrro je 0 < a,, HU3 je orpaHuveH u 0/103710. [1o Teopemu 2.22 3aK/byUyjeMo
. . . Ap+1 a
aa je (ap)nen xouBeprentan um3. Heka je A = lima,. U3 = ciaenn
an, n

a

ap, aTame u A =lima,,; = lim

v lima, = 0.
n+1 nt1 e

Apt1 =

n!
Jlema 6.7. lim — = 0.
nn

n!
Hokasz. O3na1nMo — ca a,. 3a CBaKO N Baxkn
n

anH_( n )n_ 1
o ~\ov1) TR
1 1 1

Baxu lim W = - < 5 I1a je 1Mo mpBOM /ety nocjieuie 4.2,
= e
n

—_

Ap+1
ntl _ =7 < 5 < 1, 3a I0BOJBHO BEJIUKO 7.
an, (1 + —) 2

n

Hakie, Hu3 (@, )nen je onagajyhin 3a j0Bo/bHO BEJIMKO 1 M OrPaHUYEH 0710310 (J1ema

2.5). Tomro je 0 < a,,, HU3 je orpannved u 010370. [lo Teopemu 2.22 3aKibydyjemo

n
. . . An+1 n
na je (an)new KoHBeprenTan nu3. Heka je A = lima,. Uz —— = n 1) caenn
an, n

1 n
an+1-(l+—> = ap, a TUME U
n
. . "
A-e:llman+1-llm(1—|——) =lima, = A.
n

: . . . ..nl
Jeauno pememe oze jeanaunne je A = 0, na 3ak/pydyjemo ja je lim — =0 0
n
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[TOTJTIABJBE 7

Yiaaxkewme JjuMeca y apryMeHT (pYyHKIHje

VY oBoM noryiaBiby hemo Bugern ja 3a neke dynkuuje f u Heke HU30Be (T, )peN BaKH

lim f(x,) = f(limx,).

Y T0j curyanmju ce Kaxke ,,/1a je JauMec ymrao y aryMeHT ¢dyukiuje”’. Tako, Ha
upumep, axo je f(z) = y/z u axko Baxu lim f(z,) = f(limz,), vj. lim,/z, =
V1im z,,, KazkeMmo ,, 1a je sumec ymao 1o kopen” . Tephema koja hemo osjie jokazaru
he ce HajBuUIle KOPUCTUTHU y U3ydaBamby Henpekunoctu yuknuja. ¥y geay 3.10.5
(Besza w3ameby wenpekugnocTH dyHKIMje W JuMeca) hemo mokasarn ga TO HHje

CIYYIajHO.

Teopema 7.1. Heka je (x,,)ncN KOHBEPreHTaH HU3.

(1) Hexa je k npupogaH 6poj sefin og 1. Taga je lim(z,)* = (limz,)*.

(2) Heka je k npupopan 6poj Behun oa 1 n Heka je (7, ),cn Takae ga je v/limx,
peduHncaH u Aa je 3a ceaku npupogaH bpoj n pedurucan /x,. Tapa je
lim /x, = v/lim z,.

(3) Heka je g paunonanan 6poj sehin og 1 v Heka je (7, )nen Takas ga je (limx,)?
fgeduHncaH u ga je 3a ceakm npupogaH bpoj n gedunucan (x,)?. Taga je

lim(z,)? = (limx,)4.

Hoxka3z. (1) Ipumemwyjyhu apyru jgeo reopeme 4.9 3a a, = b, = x, jgobujamo na je
lim2? = (limz,)? Tlpumemyjyhu apyru geo Teopeme 4.9 3a a, = z2 u b, = x,
nobujamo ga je lim(x,)® = (limz,)3. Hacrasmajyhn osaj nocrynak jomr k — 2 nyra,

nobujanmo ja je lim(z, )" = (limz, ).

k

(2) Kopucruhemo uumennny ga 3a 0 < u < 1 Baxu u® < u, a tume u u < {/u

k

u g je 3a u > 1 Baxku u® > u, a TuMe n /u < U Kao M HejeJHAKOCT TPOYTJIa

v+ w] < Jvf + Jwl.

Pasmorpumo npso ciaydaj limz, # 0. O3naunmo ca a rpaHuiyy Huza (T, )pen. 110
Teopemu 4.9, u3 limz,, = a # 0 ciequ ga je lim 2 — 1 = 0. Oznaunmo “* — 1 ca y,.
s
Tj. U3
T
_|yn| < ; —1< |yn|
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cTen J1a je
T
L= lgnl < == <14yl (1)
N3 gumennte ga je limy, = 0, mo mpBoMm aexy nocaenune 4.2, caean ga je —1 <

Yn < 1 3a m10BOJHLHO BeMKO 1. JlakJe, 3a JOBOJAHO BEJHUKO 71 BazKU
0<1—|yn| <T< T+ |yl (2)

To nasme nmowsiavm jga je 3a j0BOBHO Bequko n (3a 0 < u < 1 Baxkm u < /u u 3a
u > 1 Baxu /u < u)

1_|yn| < \/k 1_|yn| n \/IC 1+|yn 1+|yn (3)

U3 nejeanakocrn (1) u (3) caenn

1= Jynl < V1= ynl < ’\‘/%é V3 gl < 1+ yal,
a je 3a JIOBOJHHO BEJIMKO 7
Ya(l = lyal) < Yom < Ya(l+ pal)  axoje a>01j. (4)
a1 +lyal) < Y7 < Ya(l = |pal)  axojea <0, )
ITo Teopemu 4.9 u3 limy, = 0, caexu xa je
lim /a(1 — |ya]) = lim Ya(l + lya|) = Va.

Oparsie, no reopemu 4.3 npumemeny Ha nejegnakocr (4), ako je a > 0 win Ha

uejennakoct (5), ako je a < 0, Baxkn

lim /x,, = = {/limz,,.

Axo je limz,, = 0, omga 3a M > 0 moctoju npupoaan 6poj ng Takas 1a je |z, < M*,
KaJ[ TOJ[ je n > ng. 3aT0, 33 CBAKO N > Ny Baxu |/Z,| < M. Kako oBo pe3oHOBambe
He 3aBucH o u3dbopa Opoja M, 3ak/pydyjeMo ga ce BaH cBako M-0KonuHe HaJIa3n

HajBUIIE KOHAYHO MHOIO WIaHOBA HU3a {/T,. Hakie lim /z, = 0 = /lim x,,
(3) Ako je ¢ = 7 € Q, onza je mo moxazanom nox (1) u (2)

lim2? = lim &/2m = {/limam = {/(lim2,)™ = (lim z,,).

Teopema 7.2. Ako je x, koHBepreHTaH Hu3 n 0 < a # 1, ouga je lim a*r = '™,

Hoxka3z. Pazmorpumo npBo ciy4aj kaja je limz, = 0 u a = e. Heka je M 0Owio
Koju no3uTuBaH peajian O0poj. Heka je M; = min{%,M}. N3 0 < M; < 1 ciemn
Jia je 1—1Ml > 14+ M; > 1, na je lnﬁ > In(1+4 M;) > In1 (jep je dynkuuja Inz

42




pacryha), a Tume u
In(1 — M) < —In(1+ M). (1)
Heka je My = In(1 + M;). Tana je My > 0. U3 limz, = 0 caexu ma moctoju ng
TaKBO Ja je x, Vv Ms-okonuuu tauke 0 Kaj rom je n > ng. Jlakie, 3a TakBo n je
—My < x, < My, 1j. —In(1 + M) < z, < In(1 + M;). OnaBae u u3 HejeJHAKOCTH
(1) caequ na je
In(1 — M) <z, <In(l+ M). (2)

C ob3upom 1a je dynkuuja e” pacryha, u3 nejenmakocru (2) caenn aa je
1— M <e™ <1+ M.
OnBaje, ¢ oo3upom aa je 0 < My < M, cimean 3a ¢BaKo n > ng BaxKH
1—M<e™ <1+ M. (3)

C o063upom ja HejemnakocT (3) BayKu HE3aBUCHO o u3bopa 6poja M > 0, To, 1o

jgedbunnnyju, 31aun aa je lime™ = 1.

Pasmorpumo cazx caydaj kaga ¢y a u A = limx,, Onio Koju peagnn OpojeBn y3

yeao 0 < a # 1. Tana je

Tn A T —A —

—a-a b e(xn—)\)lna'

a

Osnaunmo ca y, uu3 (r,—A) Ina. C ob63upom ja je lim z,, = A u ja je In a koncranra,
u3 Teopeme 4.9 cien j1a je y, Hyaa uu3. Ilo nperxoano qokazanoMm je taj lim e’ = 1.

Jlakye, BaxKu
lim a® = lim(a - e@n=VMe) = gA . Jim el —Na — oA i evn = A 1 = gimen [
Teopema 7.3. Ako je limz,, = a > 0, onga je limInz, = In(limx,).

Heka je limz, = 1 u sveka M > 0. YcaoB —M < Inz, < M je ekBuBajeHTaH

yeaoBy e M < 2z, < eM. Axo xeimmo na u3 yeiaosa 1 — K < z, < 1+ K caenn

e ™ <z, <eM vopabutn e™ <1 —-Kul+ K <eM 3a 10 je noBosbHO 112

je K =1—¢eM U3limz, =1 crean ga mocroju ng TakBo jaa je 2z, v K-okoaman

M < 2, < eM a tume

opoja 1, kax rox je n > ng. Tama he 3a n > ny 6utn e~
n —M < lInz, < M. Jlakne, 3a ceako M > 0 mocToju HajBHUIIE KOHAYHO MHOTO
wIaHoBa HU3a In 2z, BaH M-okomune 6poja 0, ma 3akspydyjemo jaa je limln z, = 0.

T Ty A
Baxu Inz, =In(a- —) =Ina +In—. C o63upom za je lim &= = 1, mo nperxomno
a a

noxazanoM Bazku lim In 2= = 0, a Tume u limIn z,, = limIn(a-—) = Ina+limIn — =
a a
In a. Yupaso cmo nokazasu ja je limlnz, = In(limz,). O

Teopema 7.4. Ako je limz, = a € (0,1) U (1,400) n limy, = XA € R, oHga je

lim z,%» = a’.
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oxka3s.

Inzn _ elim(yn Inzy) _ elirn Ynlimlnz, elirn yYn-Inlim z,, lim yp,

lim z,%» = lim e’ = (limx,,)

[IpBa jeHakocT cjean u3 YnmbeHuIe jga cy dyakimgje € u ln z jeHa 1pyroj nHBep3He
u jeanaxoctu In(AP) = Bln A, npyra je npumena Teopeme 7.2, Tpeha je mpumena
TeopeMe 4.9, 9eTBpTa je mpUMeHa TeopeMe 7.3, a MOCTe/Iha MOHOBO CJIe TN W3 IUH-
jennne ga cy dynknmje e u Inx jeana apyroj mmsepsue n jeamaxocru In(AB) =
Bln A. O

Mocaeauna 7.5. Ako je limx, =a > 0un X € R, onga je lim(z,)* = (limz,)*.

Hoxka3z. Ilpumenom teopeme 7.4 3a y, = A, 7100Hja ce TpakeHa jeTHAKOCT. 0]

Teopema 7.6. Baxwn
(1) Heka je a > 1
(a) u3 limx,, = 400 cnegn lima™ = +oo.
(6) n3 limz,, = —oco cnegm lima®™ = 0.
(2) Hekaje 0 <a < 1
(a) m3 limz,, = 400 cnegm lima®™ = 0.

(6) w3 limz,, = —oo cnegn lima® = 4o0.

Hoxkas. 1la) Hexa je y, = [z,] u z, = a”. U3 neme 4.15 caean na lim(z, —1) = +o0,
na u3 YuibeHnIe 1a je T, — 1 < 1y, u reopeme 4.1 caean aa je limy, = +o00. Ilo memun
6.4 je lim z, = +00. Heka je K > 0. Tauza nocroju ko Takas 1a je z, € (K,+00),
KaJ] 1071 je n > ko. U3 limy,, = +o0 caean na nocroju ng rakas 1a je y, € (ko, +00),
KaJl To7 je n > ng. Jlakme, Kaj roa je n > ng, obuhe y, > ko, ogaksae ciaean jaa he
outn z,, € (K,+o00). Hdaxme, 3a 6mio koje K > 0 Baxkn ma he ce Ban (K, +00)
Hahy HajBHITe KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HHU3a ", MTO M0 JeUHUIMU 3HATH 114 je
lima’" = 400. U3 y,, = [z,] crequ na je y, < z,, na je a’* < a™. Tlo Teopemn 4.1
caemnu ja je lima® = 0.

16) lima®™ = lim

lima®* = 0.

. o mperxoanom je lima™*" = 400, na je mo teopemu 4.10

n

1

2a) u 26) ce n06ujajy npuvenom 1la) u 16) Ha — yMecTo ¢  HPUMEHOM TeopeMe
a

4.10. 0
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[TOT'JTABJBE 8

OcoBHHI TOjMOBU

Hedunrunuja 8.1. Heka je A C Dy
e Kaxemo ga je dpyHkumja f pactyha Ha ckyny A, ako

(Vzy, 29 € A)(x1 < 29 = f(21) < f(22)).
e Kaxemo ga je dyHkuymja f onagajyha Ha ckyny A, ako
(Vay, 29 € A)(x1 < 19 = f(11) > f(22)).
e Kaxemo ga je dyHkumja f Heonagajyfia Ha ckyny A, ako
(Vay, 29 € A)(x1 < 19 = f(21) < f(22)).
e Kaxemo ga je dynkumja f Hepactyha Ha ckyny A, ako
(Vrqy, 29 € A)(21 < 29 = f(21) = f(22)).
e Kaxemo ga je dpyHkumja f moHoTOHa Ha ckyny A, ako je pactyha Ha ckyny A win je
onagajyhia Ha ckyny A.

Ha npumep, dyuknuja sinz je pacryha wa ckymy [—7, 7] n uuje pacryha uu
Ha jeJIHOM HeroBoM HaJckymny. PyHknuja Inx je pacrtyha mHa mejgom cBoM JIoMeHy.
Oynknuja f(r) = 22 je pacryha na [0, +00) 1 HE Ha jeJHOM IIPAaBOM HAJICKYIy CKYIIa
[0, +00) Huje MmoHOTOHA. Comuno, Ha (—o0, 0] je f onamajyha u Hu Ha jegHOM TpaBOM
HaJIcKyny cKyna (—oo, 0] Huje MonoTOHA. JIUpeKTHO U3 jedUHUNNje MOHOTOHOCTH
caenu Ja ako je Heka dbyuknuja pacryha (omazajyha) na ckymny A, onza je pacryha
(onmazajyha) va cBakom nojckymy ckymna A.

Hedunnmuja 8.2. Heka je A C R.
e Ako je AN Dys # () n ako noctoju K € R takeo ga 3a ceako = n3 AN Dy

Baxu f(zr) < K, onpa kaxemo ga f orpaHndena ogosro Ha ckyny A nnm ga

je f orpaHmyeHa ca ropre cTpaHe Ha ckyny A.

e Ako je AN Dy # ) n ako noctoju L € R Takeo ga 3a ceako = n3 AN Dy

L < f(z), onga kaxemo aa je f orpaHmyeHa ogosgo Ha ckyny A wam pa je

f orpaHmueHa ca gorbe CcTpaHe Ha ckyny A.

e Ako je f Ha ckyny A MCTOBpeMEHO OrpaHM4YeHa U OA03A0 W OfO3ro, OHAA
Kaxemo fa je [ orpaHuueHa Ha ckyny A.

e Axo je f orpaHuyeHa Ha Dy oHAa KaXeMo A3 je orpaHM4eHa.
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Ha npumep, f(x) = sinz je orpannvena uva ceakom A C R, dbyuknuja f(z) = lnx
je omosro orpanuyena Ha (0, 2), anu Huje 0103710, bynkimja f(z) = 22 je orpannuena
0103710 Ha [a, +00) U (—00, b] 3a cBako a,b € R. Hanomenumo ja cmo y pedunu-
nuju 8.2 cByja ymecto < MOIJIM JIa CTAaBUMO < U JIa TaKO JI0OUjeMO eKBUBAJIEHTHY
JiebuHuImjy.

Hanomena 8.3. Ako je AN Dy # (), onpa je dyHkumja f
® orpaHu4yeHa ogo3ro Ha ckyny A ako n camo ako noctoju M > 0 TakBo ga je
(Vo € Dy N A)(f(z) € O(M, —0)).
e orpaHu4yeHa ogo3ao Ha ckyny A ako n camo ako noctoju M > 0 TakBo ga je
(Vo € Dy N A)(f(z) € O(M, +00)).
® orpaHu4yeHa ogo3ro Ha ckyny A ako n camo ako noctoju M > 0 Takeo ga je
(Vo € Dy N A)(f(x) € O(M,0)).
Hedbununuja 8.4. Heka je a € Dy.

e Ako noctoju 0 > () TaKBO Aa je 33 CBAKO & U3 LUYMJbE 0-OKOJIMHE TAYKE G BAXKU
x € Dy = f(z) < f(a),

OHAA KaXeMo Aa f y Tayukn a JOCTUXKE JIOKAHN MakcumyM, a 3a f(a) kaxemo

A3 je nokanHu Makcumym cyHkuuje f.

e Ako noctoju 6 > () TakBO Aa je 3a CBAKO & U3 LUYMJbE 0-OKOJIMHE TAYKE G BAXKU
x € Dy = f(z) > f(a),

OHAA KaxeMmo fa f y Tauku a JOCTUXKE JIOKASHN MUHUMYM, a 3a f(a) Kaxemo

A3 je NnokanHu MuHuMym dyHkumje f.

Qynknmja f(z) = sinz nva goKamHL MAKCHMyM y 2 1 —3F (n He camo y THM

TaukaMa), a JOKATHH MUHyMyM y —2%. @ymkmuja f(x) = Inz Hema Hu JOKATHU

2
MHHEMYM HE JIOKQJIHH MacKuMyM, 10K f(x) = x? uma jokagun MuaumyM y o = 0,

a HEeMa JIOKaJIHU MaKCHMYM.

Hedununuja 8.5. Heka je A C Dy.

e Ako noctoju max f[A| oHga kaxemo ga f goctmxe makcumym Ha ckyny A y

Taukn a rge je a € A Takeo ga je f(a) = max f[A].

e Ako noctoju min f[A] onpa kaxemo ga f pocTmxe mMuHuMyMm Ha ckyny Ay

Tauku a rge je a € A Takeo ga je f(a) = min f[A].

e Makcumym cbyHkumje f Ha ckyny Dy je rnobanHn makcumym dyHkunje f.

o Munumym cynkumnje f Ha ckyny Dy je rnobaniu muHumym dyHkumje f.

Ounrsenoje na ¢pyHKNHja KOja HEje OrpAHWYEHA 00370 HE MOYKEe WMATHU IJIO-
bamHn MakcuMyM. AKO MOCTOju TyIOOAJIHM MakcumMyM (DYHKIHje, OH je YjeaHo u
JIOKQJIHM MAaKCUMYM U TO HajBehu 0 CBUX JIOKAJTHUX Makcumyma. OOpHYTO He MOpa
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Jla BayKH y OIITeM ciydajy. Ha npumep, dynkmuja f(z) = 23 — 3z nMa jegan
jemunn nokamHn MakcuMyMm f(—1) = 2, ma je oH yjeJHO U MAKCHMAJTHH JIOKAJTHH
MAKCHMYM, ajild HeMa, 1VI00a/IHI MakCUMyM (Heorpanundena je 0403ro). Comdna Besa

Bazku u3Melhy riiobajiHOr U JIOKAJIHUX MUHUMYMA.

[Tocebny kiacy dyHKIHUja duHe ejgeMeHTapHe (hyHKIHje.

Hedunumnuja 8.6. OcHoeHe enemeHTapHe dyHkuumje cy dyHKLMje

1) f(x) = a, 3a Hekn yHanpeg n3abpax 6poj a,

(
() ) ==
(3) f(z) =2a™ 3aneN,
(4) f(z) =29 3aqeQqQ,
(5) flx) = ];’3<(x))'
(T
(©) fe) = 522
(7) f(z) = a", 3a Hekmn yHanpeg n3abpan 6poj a Takas ga Baxun 0 < a # 1,
(8) f(x) =log, x, 3a Hekn yHanpeg n3abpan 6poj a Takas ga Baxun 0 < a # 1,
(9) f(x) = x*, 3a Hekn ynanpeg n3abpat 6poj «,
(10) f(x) =sinuz,
(11) f(z) = cosx,
(12) f(x) = g,
(13) f(x) = ctgz,
(14) f(z) = arcsinz,
(15) f(x) = arccosz,
(16) f(z) = arctgx,
(17) f(z) = arcctgz

Hedunumuja 8.7. Heka je £ Hajmarba knaca dyHkumja koja 3agoBosbaBa cnegehe

yC/OBe:

(1) OcHoeHe enemeHTapHe yHKUMje npunagajy knacu &,
1
(2) Ako f,g € &, oHpa f+g,f-g,§,fog€8.

®yHkumnja f je enemenTapHa ako n camo ako je f € £.
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I[TOTJTABJBE 9
HenpekumgaocT dpyHKIHjE

1. Henpekunmuoct dyHkIiuje: medUHANNA]a U JIOKAJHA CBOjCTBA

pTambe 0e3 MpeKnIa

Teopema 9.1. Heka je Dy pomen dyHkumje f n Heka je a € Dy. Cnepefin nckasm cy

E€EKBUBAJIEHTHN

() (Ve >0)(35 > 0)(Vz € Df)(Jx —a| <0 = |f(z) — f(a)| <e)
(I1) Ako 3a HM3 () nen BaXn
(a): (Vn € N)(z, € Dy) mn
(6): limx,, = a,
OHAA BaXM U

(8): lim f(z,) = f(a).

Hoxa3. TTokaxknmo npso ga u3 (I) caenn (II). Heka je (2,)nen 3a KOju BazKu
(a): (Vne N)(z, € Dy) u
(6): limz, = a.

Tpeba jma mokarkemo j1a BaxKu

(8): lim f(z) = f(a).
Jakjie Tpeba mokazaru ja 3a cBako € > () mocroju ng Takas jia Kaj roj je n > ng,
mopa 6urn |f(x,) — f(a)| < €. Heka je € > 0. ITomro Baxku (1), 3a TakBo u3abpano
e nocroju § > 0 TakBO Ja 3a cBako © € Dy u3 |v —a| < § caequ |f(x) — f(a)| < e.

I[Tomro To Bazku 3a cBako * € Dy, Baxkulie u 3a wianose Husa (T, )nen. dakie, 3a

CBaKHU T,
u3 |z, —a| < 0 cnemn | f(z,) — f(a)| <e. (1)
C o63upoMm 1a je limx,, = a, 32 0BAaKBO 0 IIOCTOjU Ny TAKaB J1a
u3 n > ng caeau |z, —al < 0. (2)
[Toresyjyhu (1) u (2) mobujamo ma
3 n > ng caean |f(x,) — f(a)] <e. (3)

Hakite, 3a 6uiio xoje € > 0, Moxke ce Hahu 1y TakBo Ja Baxku (3), 11TO 10 JebUHUII]H
snaun ga je lim f(x,) = f(a).
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1. HEIPEKVJTHOCT ®VHKIINJE: JEOVMHUIINIA 11 JIOKAJTHA CBOJCTBA

Yupaso cmo nokazamu ga u3 (1) crexn (I1). TIpermocraBumo caz jga we Baxku (1) u
KOHCTPYUIIUMO HU3 (T, )neN 32 KOJU BAXKU

(a): (Vne N)(z, € Df) n

(6): limz, = a.
U HE BaXKn

(8): lim f(z,) = f(a).

To he 3naunru ja ako nuje ucnymweno (I), onga nuje ucnymweno nu (II). Iowro ne
saxku (1), ona mocroju Heko £ > 0 TakBO j1a Kako roj uzabepemo 0 > 0, mocrojahe
x € Dy rakBo ja je ucropemeno u |z —al < 0 u |f(x) — f(a)| = €. Ounruenno je na
je cBaku TakaB T # a, jep y cynporaom 6u 6uio | f(z)—f(a)| = |f(a)—f(a)] =0 < e.

3a takBo £ popmupahemo HU3 (T, )nen-

e Heka je majupe 0 = 1. O3naunmo ca x; eqeMeHnT jgoMeHa dyHkiuje [ Takas ja
je ucroBpemeno u |z1 —a| < 0 u |f(z1) — f(a)| = e. Ouurneqno je x; # a.

e Heka je cam § = % O3HauUMMO ca To eleMeHT joMeHa GbyHKIHje [ TakaB Ja je
HCTOBPeMeHO 1 |22 — a| < & u |f(z2) — f(a)| > e. Ounrmenno je 0 < |25 —al < 3.

e Ako cmo HactaB/bajyhu oBaj nocrynak ¢popmMupaiu i, Lo, T3, . . . , Tk, OHJIA Ha-
1
k+1
dbyukuuje f rakas ga je ucroBpemeHo u |Tpi1 — a| < 0 u |f(zr1) — fla)| = e
1
k+1°

craB/baMo Ha ciegehn naann: Heka je § = O3HAaYUMO Ca T 1 €JEeMEHT JJOMEeHa

Ouursiesino je 0 < |71 — al <

Ha oBaj Hauun ¢MO (HhOPMUIPATH HU3 (T )neN 38 KOJU BAKH
(a): (Vne N)(z, € Df) u
(6): -1 <z, —a <2+, artuve jenlimz, = a.
Al He BaryKd

(8): lim f(x,) = f(a) jep je |f(z,) — f(a)| = € ucnymeno 3a csako n.
Osum cmo okazasu ja hie (II) 6uru ucnymeno ako u camo ako je ucnywweno (I). O

Hedununuja 9.2. Ako 3a dpyHkunjy f 1 Tauky a Baxu jegan (a Tume v 06a) og ekeu-

BaneHaTa un3 Teopeme 9.1, oHAa KaxeMo Aa je pyHkumja f HenpekmaHa y Tadyku a. Ako

cbyHkumnja f Huje HenpekngHa y a € Dy, oHaa kaxemo fa je f y Tayku a npekngHa nam

pa [y Taukm a uma npekung. Ako A C Dy un ako je dyHKUMja f HenpeknpHa y CBaKoj

Tauku ckyna A, onga kaxemo ga je f HenpekmgHa Ha ckyny A.

[Tpumernmo ja ce yciaos (B) y AeduHUNUjH HEMPEKHUTHOCT MOIJIA 3AIIUCATH H OBAKO:

lim f(x,) = f(limx,).

3a oBakaB 3aImC, Ka0 MITO CMO HABEJIM HA MOYETKY IMOIJIAB/bA, 7, C& HEKAJ| KAZKe ,,/1a

je iuMec ynao 1moj; apryneMtT pyHkiuje’” .
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1. HEIPEKVJTHOCT ®VHKIINJE: JEOVMHUIINIA 11 JIOKAJTHA CBOJCTBA

Hanomena 9.3. Eksusanento uckasan ycnoe (I) teopeme 9.1 y TepmuHunma okonmHa
je:

3a cBaky e-okonuHy Tadke f(a), NocToju J OKOAMHA TayKe a TaKBa Aa

ce Dy N 6(6, a) cdyHkuymjom [ npecnukasa y 6(5, f(a)).

Teopema 9.4. Ako cy dyHkumnje f n g HenpekugHe y Tauku a, OHAA Cy Yy Ta4yku a
HenpekugHe n yHkymnje

(1) f+g.

(2 f-gm

(@%@mkﬂ@%w

Hoxka3. Hasenene ocobune cjeje JUPEeKTHO U3 0/iroBapajyhux ocobnHa KOHBEPTeHT-

HuX HU30Ba JgaTux y Teopemn 4.9. Heka je (x,),en HU3 3a KOjU BazKu
(a): (Vne N)(z, € DyNDy) u
(6): limz, = a.

[Tomrro cy f u g Henpexkune hyHKIHje Yy TAUKU @, BaKule u
(8): lim f(x,) = f(a) u limg(z,) = g(a).

Ha ocuoBy Teopeme 4.9, Baxkuhe n

m(f+g)(zn) = lm(f (zn)+g(2n)) = lim f(zn)+1lim g(z2) = f(a)+g(a) = (f+9)(a)

n

lim(fg)(wn) = lim(f(2a) - g(2a)) = lim f(z,) - lim g(zs) = f(a)g(a) = (fg)(a),
mTo 1o geduHUNMju 3Ha9u j1a ¢y f + g u fg HenpekugHe DYyHKIHjE y TAYKA Q.
Canvno, ako 3a HU3 (T, ),eN BAKH
(a): 3a cBako n € N je x, y nomeny dbyukimje % u
(6): limz, = a,
¢ o63upom 1a je [ HenmpekuaHa (YHKIHjA Yy TAYKH G, Baykuhe u

(8): lim f(x,) = f(a). Ha ocroBy Teopeme 4.9, crenn ma je

1 1 1 1
o)~ Tmfla) ~ fla) -

1
lim —(x,) = lim

S

IMocnemuiia 9.5. Ako cy dyHKLmMje [ 1 g HENPEKMAHE Yy TauKn @, OHAA CY Y Ta4uKn a
HenpekugHe n yHkumje

(1) af +Bg (3a o, € R) u
@ £ (@ je gta) £0)
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1. HEIPEKVJTHOCT ®VHKIINJE: JEOVMHUIINIA 11 JIOKAJTHA CBOJCTBA

Hoka3z. /IupekTno u3 teopeme 9.4. ]

Teopema 9.6. Ako je dyHkumja f HenpekmgHa y Tauyku a M ako je PyHKUmja ¢

HenpekugHa y Tadkn f(a), oHga je dpyHkumja g © f HenpekuaHa y Taykm a.

Hoxka3. Hexka je (r,),cn HU3 TakaB jia BayKu
(a): (Vn € N)(z, € Dyoy) m
(6): limz, = a.
C 063upom jia je f menpekujHa GyHKIMja y TA4KU @, Baxkuhe
(8): lim f(2,) = f(a).
Osnauumo ca y, vu3 f(z,). Taga je ucnymeno
(8): limy, = f(a)
(r): (Vn € N)(y, € D).
C ob3upom Ja je g uenpekuana dyukiuja y taukn f(a), u3 (B) u (r) caemu ga he

BazKUTHN

(m): lim g(yn) = g(f(a)).

Haxie kaj rof je (T, ),eN HU3 TAKaB Ja BaxKu
(a): (Vn € N)(z,, € Dyoy) m
(6): limx, = a,

OHJIa BayKN

(m): limg(f(zn)) = g(f(a)).

To no nedpununuju 3uaquu ga je g o f HenpexkuHa (PyHKIHja y TAYKHA Q. U

Teopema 9.7. Heka cy ncnyrwenn cnegehn ycnosu:

(1) cpyHkumja f je HempekmgHa y Taykm a;

(2) NocToju M > 0 Takeo ga je dpyrkumja f Ha Dy N (a — M, a + M) moHoTOHa.
Tapa je nneep3 pectpukunje dyHkunje f Ha Dy N (a — M, a+ M) nenpekngan y f(a).

Hoxa3z. Osnaunumo ca g pecrpukiujy dyukuuje f na Dy N (a — M,a+ M). Tana
je g HenpexuHa y Tauku ¢ u MoHorona Ha Dy N (a — M,a+ M). C o63upom ia
je g MonoTona dbyHKIHUja, ORI je oHa ,,1-17, ma mocToju uHBEpP3 ¢ !

Dy = g[Dy| = {g(z) | x € Dgy}.
Tpeba moxkazaTu 1a

YUjU JIOMEH je

(Ve > 0)(30 > 0)(Yy € Dy-1)(ly — gla)] <6 = |97} (y) —a| <e).
To je, ¢ 063upom fga je g OUjeKnHja, eKBUBAJIEHTHO Ca

(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € D,)(Jg(x) —g(a)| < 6 = |z —a| < ¢).
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1. HEIPEKVJTHOCT ®VHKIINJE: JEOVMHUIINIA 11 JIOKAJTHA CBOJCTBA

|z —a| < € je ekBuBaJEHTHO ca @ — & < & < a + €.
[IpernoctaBumo 1a je g pactyha. Tama je
a—¢e <z <a+e ekBuBanenTro ca g(a —e) < g(x) < g(a+¢).

Heka je 0 = min{g(a) —g(a —¢),g(a +¢) —g(a)}. Tana u3 |g(x) — g(a)| < crean
gla—e) < g(z) < gla+e), mro je ekupanenTno ca a—e < & < a+¢, 1j. |[x—al < e.

OBuM €MO 3a npou3BOJHHO U3abpaHo € > 0 Hanwm 6 > 0 TakBO Ja
(Vy € Dy-1)(ly — g(a)] <0 = |97 (y) —a| <e).
[TpernocraBumo caj ja je g onazajyha. Taga je
a—e < x<a-+e ekBusanento ca g(a+¢) < g(r) < gla — ¢).

Heka je 0 = min{g(a) —g(a+¢),g9(a —¢) — g(a)}. Tana u3s |g(x) — g(a)| < caeau
gla+e) < g(z) < gla—e), mro je ekBUBaJEHTHO ca a—e < x < a+¢, Tj. |[r—al < &.

OBumMm cMO 3a Tpou3BOJHHO M3abpano € > 0 wHamuin 6 > 0 TakBO J1a
(Vy € Dyg-1)(ly — gla)| <6 = |g7'(y) — a| <e).

OBuM je Teopema JOKa3aHA. O
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2. HEIIPEKUJIHOCT ®YHKIINJE: INTOBAJTHA CBOJCTBA

2. Henpekuauoct dbynkmnuje: riaobasiHa cBOjcTBa

Teopema 9.8. IIpBa Bosmmano-Komu Teopema: Heka je dyHkumja f HenpeknHaa
Ha [a,b] n Heka je f(a)- f(b) < 0. Taga je f(c) =0 3a Heko ¢ € (a,b).

Hokaz. O3naunmo ca ay Tauky a u ca by rauxy b. Jdaxie f(ap)- f(b1) < 0 u qyxuna

a1+by
2

unHTepBaia [ar, by] je b —a. Heka je ¢; = . Tauka c¢; je cpeaumre mHTEpBaIa

[a1,b1]. Ako je f(c1) = 0, onma je ¢; Tpaxeno ¢. Y CyHPOTHOM je TA4HO JeJHO O/

flar) - f(er) < 0w f(er) - f(by) < 0. Axko je f(ay) - f(c1) < 0, o3maummo ca as

JIEBY TPAHMILy MHTEPBAJA [a1, 1] U ca by IECHy IPaHuUIly TOI MHTEPBAJIA, Tj. HEKa je

as = ay u by = ¢1. Y cynporaom, ako je f(cy)- f(b1) <0, nexa je ag = ¢y uby = by. Y

cBaKoM cityuajy, Bazu f(as)- f(b2) < 0 u gyzxuna unrepsaia [as, b je 5%, Ako cmo
b

HacTaBsbajyhu oBaj mocrynax (opMupasin HHTEpBA [y, by| KOMe je jy:KuHA .t U

3a koju Baxku f(a,) - f(b,) < 0, OHIA HA CUYIAH HAYNH KOHCTPYHIIEMO MHTEDPBA

[@nt1, bot1] KOMeE je myzxuHA 2% 1 32 KOju BaxkKH f(ap11) - f(byy1) < 0. Konkperso,

HeKa je ¢, = 22X Akoje f(e,) =0, oHna je ¢, TpaxkeHo ¢. Y CynpoOTHOM je TAIHO
2 ?

jeano ox f(an) - flcn) < 0u f(en) - f(by) < 0. Axo je f(an) - f(cn) < 0, nexa je
Upy1 = Qp ¥ by = ¢, Y cynporrom, axo je f(c,) - f(b,) < 0, Heka je ani1 = ¢,

u by = b,. Y cBakom ciayuajy, Baxku f(ans1) - f(bpse1) < 0 u gykuna uarepBasa
[ans1, buya] je 255

Hacrasmpajyhu nocrymak, mau ce KoHcTpyuine ¢ Takso aa je f(c;) = 0 mam ce
KOHCTpyHIIe GeCKOHAUAH HU3 yMETHYTHX MHTepBaja [ay, by kome je ayxuna %2 u
3a koju Baxku f(ag) - f(by) < 0. Baxmn

a

@M <a<a3< <A < Kby <Ky << om
bn—an:bQ;

Ckyn A = {a,|n € N} je orpanuden 0/03ro GUI0 KOjUM eJeMEHTOM CKymna B =
{bn|n € N} u 06puyTO, CKYn B je orpanuveH 00370 GHIO KOjUM €JIeMEHTOM CKYTa
A. Cnemn ma ckyn A mma cynpemyM, ckyn B nma uadumym n 1a je sup A < inf B.

Bazku u Bumre ox Tora.
Ba ceakon € N je a, <sup A <inf B <b,.
Opatse caeu jia je 3a CBaKO N MCIYHEHO
0<infB—supA<b,—a, =252

Baxspyuyjemo! ga je inf B = sup A. Osmaummo Taj 6poj ca ¢ U MOKAXKHMO Ja je
fle) = 0.

Hus (a,)nen je Heonamajyhu u orpanuyen 0103ro, na je mo reopemu 2.23. lima,, = c.
Crakn oJ] wranoBa Hu3a (a,),en je y unTepBaty [a,b], ma je a, € Dy, 3a cBako n.

C o63upom 11a je f HempekugHA y CBUM TadyKaMa WHTepBaJa [a,b], Baxu lim f(a,) =

1ApXI/IMe,ZLOB TIPHUHIAT
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2. HEIIPEKUJIHOCT ®YHKIINJE: INTOBAJTHA CBOJCTBA

f(c). Cnuuno, limb, = ¢ u lim f(b,) = f(c). Axo je f(a) <0, ouga je f(a,) <0<
f(by) 3a cBako m, ma je mo apyrom meny nocaemune 4.2, lim f(a,) < 0 < lim f(b,),
tj. f(c) < 0 < f(e), omaxnae ciequ ga je f(c) = 0. Axo je f(a) > 0, onga je
f(a,) > 0 > f(b,) 3a cBako n, na je no apyrom geny nocaeaune 4.2, lim f(a,) >
0 > lim f(b,), tj. f(c) > 0= f(c), omakiue caequ aa je f(c) = 0. O

Teopema 9.9. Ipyra Boamano-Kommu teopema: Heka je dyHkumja f Henpe-
kngHa Ha [a,b] n Heka je D 6poj mamehy f(a) u f(b). Taga je f(c¢) = D 3a neko
c € (a,b).

Hoxkas. Axo je f(a) = f(b), onna nema ememenara y unrepsauy (f(a), f(b)). 3aro
je f(a) # f(b). Hekaje g(x) = f(x)—D. Tana je g(z) nenpekuana Ha |a, b| (pasniuka
ape nenpekujane) u Baxu g(a) - g(b) < 0. Ipumemyjyhu upsy Boanano-Kowm reo-
pemy (reopema 9.8), 3ak/byuyjemo jga nocroju ¢ € (a,b) rakso na je g(c) = 0. Tazxa
je f(c) = D. O

Teopema 9.10. ITpa BajepmrpacoBa Teopema: Ako je f HenpekugHa Ha [a, b],

OHAQA je OrpaHM4YeHa Ha TOM WMHTepBany.

Hoxka3. IlpernocraBumo jga je f HempekuaHa Ha |a,b], amu ga HA TOM HHTEPBATY
HUje orpaHuvena oao3ro. To 3maum ma 3a ceako n € IN mocroju z, € [a,b] TakBO
aa je f(x,) > n. Unarepsan [a,b] caapzxu cBe wianose ausa (T, )peN, Ia 00 APYroM
geny teopeme 2.21 Hu3 (T,)peN MMa TAYKy HATOMUJIABAMGA U OHA je CaApiKaHa Y
unrepsaay |a,b]. Heka je o ¢. Ha ocmoBy mpsor mema teopeme 3.2 ciaegn jaa
1OCTOju NOAHU3 HU3a (T,)nen Koju Texku ka c¢. O3naunmmo ra ca yg. [lakie, 3a
Hekn pactyhm mu3 npupoguux 6pojeBa (nj)ren BaKu Yy = Tp,. U3 f(x,) > n
caequ 1a je f(yx) = f(n,) > ni = k. Ilo Teopemu 4.1 u3 limk = +oo crenu na
je lim f(yx) = +o0. C ob3upom na je ¢ € [a,b], 3akbydyjemMo ga je ¢ y JOMeHY
bymxmuje f ma je f(c) # lim f(y).

ITokazasm cMo 1a:

(a) yr € Dy 3a cBaxo k € IN;

(6) limyy, =cm

(8) lim f(ye) # f(c).

BakspyuyjeMo ja f HUje HEMpeKu Ha y TaYKu . 10 je MTPOTBPEIHO yCJIOBY TEO-
peme sia je f HempekuHA Ha [a,b], Ha 3aK/bydyjeMo Ja je mpermocraBka Ja je f Ha
[a, b] HEOrpaHWUeHA CA TOPHHE CTPaHEe HEeOJPKUBA.

Cnuano ce moka3yje fa f He MOxKe OMTH HEOIDAHHUYEHA Ca JOHe CTpaHe. 0

Teopema 9.11. /Ipyra BajepmirpacoBa Teopema: Ako je f HenpekngHa Ha [a, b],

OHAA Ha [a, b] BOCTUXKE CBOj MAaKCUMYM 1 MUHUMYM.

%)



2. HEIIPEKUJIHOCT ®YHKIINJE: INTOBAJTHA CBOJCTBA

Hoka3s. Ha ochnoBy npse Bajeprrrpacose Teopeme (Teopema 9.10) u3 HeIpeKuIHOCTH
dbyukumje f na [a,b] cieau mwena orpanndenoct Ha [a, b], na nocroje sup{f(z)x €
[a,b]} w inf{f(z)|z € [a,b]}. Osnaunmo ca S cyupemym ckyua {f(z)|z € [a,b]}.
Ako y unrepsaiy (S — +,5] ne 6u 6uio enemenara cxyna {f(z)|z € [a,b]}, onxa
on S — % ouna majopanta ckyna {f(z)|r € [a,b]} mama ox cynpemyma Tor cKyma,
HITo je KOHTpajukiuja ca gedpununujom cynpemyma. lakiae y (S — %, S] mocroju
bap jemam eqement ckyna { f(z)|r € [a,b]}. O3naunmo ca x, tauky u3 [a,b] TaxBy
na je f(x,) € (S — %,S]. Ha oBaj mauun, dopmupan je Hu3 (T,)neN €1€MeHaTa
u3 [a,b]. Tlo apyrom memny reopeme 2.21, Hu3 (,)nen UMa TaYKy HATOMUJIABAA Y
[a,b]. O3naunmo je ca c¢. Ha ocHOBY Teopeme 3.2 3aK/bydyjeMoO Ja MOCTOjH MOTHES
Hu3a (T, )pen Koju Texku ka ¢. O3naummo ra ca yg. Jlaxie, 3a wexku pacryhn uuns
upuposHuX 6pojeBa (N )keN BaXKu Yy = Ty, . 13 S — % < flz,) < S ung >k caenn
aa je S — 1 < f(yr) < S. Io reopemu 4.3 3akspyuyjemo aa je lim f(y,) = S. C
ob3upom ga je f menpexmana wa [a,b], Baxn lim f(y,) = f(limy) = f(¢). Cnenn
naje f(c) =S.

Caugno ce nokasyje ga f mocruzke cBoj uuadumym Ha [a, b). O

Ilocnenuiia 9.12. HenpekungHa canka 3aTBOPEHOr MHTEPBAJa je 3aTBOPEH WHTEpBa.
Mpu Tom, ako je f HeknpekmgHa Ha [a, b], onga je f[a,b] = [m, M|, rge je m Munumym,
a M makcumym yHkunje Ha [a, b].

Hoxkas. Tlo Teopemn 9.11, dynkuuja f ma uarepsany [a,b] nocruxke MuHUMYM n
makcumyM. To 3uaunm ga je {f(a1), f(b1)} = {m, M} 3a neke a; u by u3 [a,b] n na 3a
cBako x € [a,b] Baxu m < f(x) < M. la 6ucmo nokazasm na je fla, bl = [m, M],
noTpebHO je a mokaykeMo jJa 3a cBako d € [m, M| mocroju ¢ € [a,b] TakBO 12
je f(¢) = d. Ako npumenumo apyry Bonmano-Komu teopemy (Teopema 9.9) na
MHTEpBAJ [a1, b1], 1 Ha d, 3aKJBYUyjeMo Ja MOCTOju ¢ € [a, by] TakBo ma je f(c) = d.
U3 [ay, b1] C [a,b], cieau ga je Takso ¢ € [a, b].

O

Teopema 9.13. Axko je f HenpekufgHa 1 MOHOTOHA Ha UHTEPBaNy, OHAA OHa Taj UHTep-

Bas OMjEKTVBHO C/NMKA HA HEKWM WHTepBa.

Hoxka3z. U3 uynmenune jga je f monorona dyukimuja ciaeqn aa je ,,1-17. To Baxkn
HeBe3aHO 3a HempekuaHocT GyHKmuje f. Ako je f monorona Ha ckymy A, omga 3a
om0 Koje r u y u3 A Baxku 1a u3 r # y, cieau jaa je

r<ywmy < maje

f(x) < fly) mm f(y) < f(z),
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2. HEIIPEKUJIHOCT ®YHKIINJE: INTOBAJTHA CBOJCTBA

a tama je f(x) # f(y). Jdaxue, f je uHjeKTUBHA Ha CKYINy Ha KOM jé MOHOTOHA.

Jloka3 masbe pazbujaMo Ha caydajeBe 1O OOJTUKY HHTEpPBAJIA.

1. cayuaj. Pasmorpumo mpBo ciaydaj Kam je f MOHOTOHA W HENpPEKHIHA HA
[a,b]. Axko je f pacryha, onga u3 a < = < b crequ ga je f(a) < f(z) < f(b).
Ako je f onamajyha, omga uz a < z < b ciemn na je f(b) < f(x) < f(a). dakne
vuanMyM dyuknmje f Ha ckyny [a, b] je d; = min{ f(a), f(b)} n makcumym pynknuje
f ma ckymy [a,b] je do = max{f(a), f(b)}. Tloxasahemo na je f Gujexumja’. U3
MOHOTOHOCTH (YHKNHje f, Kao IITO CMO BHIEIH, CJAeIH IheHa WHjeKTUBHOCT. I[lo

nocaemunu 9.12; f je u ,,Ha” npecaukaBambe u3 [a,b] y [dy, ds].

Osum je nokazano ja je f 6ujekmuja u ga je fla,b] = [dy, ds).

2. caydaj. Pasmorpumo caj ciaydaj kaga je f pacryha m HempekugHa Ha
unrepsasy (a,b). Heka je ng 6uno koju npuposan 60j sehu o — Taga je 3a
CBAKO N > Ny UCIYHEHO a4 < a—l—% < b—% < b. 3a n > ng HEKA je a, = a—i—%,
b, = b — %, A, = fla,) u B, = f(by). Huz (ay)n>n, je omamajyhu, ma je, c
o63upom Ha 1O ga je f pacryha dyuxknuja, u uu3 (A, ),sn, onagajyhun. Cauuno,
308U (by)nsng (Bn)nsne €y pactyhn. To 3naun na vuzoBu (A,)nsn, 1 (Bn)nsng
nmajy rpanune. Heka je m = lim A, u M = lim B,,. Tlokazahmo na ce dyukuujom f
unrepsal (a,b) bujekTuBHO cinka Ha unrepsas (m, M). 13 monoronoctu dyHkimje
f, xao mro je Beh nmokazamo, ciean mweHa nHjekTuBHOCT. OCTaje J1a ce moKazxe Ja je
f cypjextusna. /lakie, 3a npousBosbHO u3abpano d € (m, M) tpeba nahu ¢ € (a, b),
takBo Ja je f(c) = d. C obsuom ga je A, onamajyhu uus, mga je m = lim A, u
na je m < d, mopa outn A, < d modeBmu ox HeKor ky. CIMYIHO, MOpa IOCTOjaTH
neku [, rakas jga je d < B, xaz rox je n > lp. Heka je n = 1 + max{n,, l,, ko}-
Tana je d € [A,, By = [f(an), f(by)]. C o63upom ga je [a,.b,] C (a,b), byuxknuja
f je menpexkuana u pacryha ua [an,b,]. TTo meny (1) osor mokasa, [ GujeKTUBHO
ciuka [a,, b,] wa [A,, B,], ma 3ak/pyuyjemMo ga mocToju HeKo ¢ € [a,, b,| TakBo ma je
f(e) =d. C o63upom na je [a,.b,] C (a,b), Bazku ¢ € (a,b).

Osum je nokazano ja je f 6ujeknuja u ga je f(a,b) = (m, M).

Ykouko je f onajgajyha u HenpekuHa Ha uHTepBasy (a,b) CIUIHUM TOCTYITKOM
ce mokasyje na je f 6ujeknuja u ga je f(a,b) = (M, m). Hakie cinano dpopMupamo
HU30BE @, = a + %, b, =b— %, A, = f(a,) u B, = f(b,) 3a n > ng, rzie je ng 6uio
KOju 1pupojian 00j Behu o1 P Pasiinka je y Tome miTo caji u3 4umbeHUIE J1a je
f omamajyha, na je uus (a,)nsn, je onagajyhu u (by,)nsn, pacryhu cienn jga je uus
(Ap)n>ne pacryhim u vuz (B),)psn, onagajyhu. 3a 6uno koje d € (M, m) uocroju
n takBo ga je d € (B, Apn] = [f(bn), f(an)]. C o63upom na je [ap.bn] C (a,b),

2raunuje pecrpukimjaa dbyukimje f Ha cky [a, b]
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2. HEIIPEKUJIHOCT ®YHKIINJE: INTOBAJTHA CBOJCTBA

dbyuknuja f je menpexkuana u onazgajyha Ha [a,,b,]. o memy (1) oBor mokasa,
f GujekTHBHO CIUKA |Gy, by] HA [Bp,, Apl], ma 3ak/BydyjeMo Ja MOCTOJU HEKO ¢ €

[@m, b TakBo na je f(c) =d. C 063upom na je [an.by] C (a,b), Baxku ¢ € (a,b).

3. m 4. caydaj. Ako je y nuramy WHTepBaJ [a,b), HOHOBUMO JOKa3 u3 2.
caydaja ¢ pas3jauKoOM INTO je cal a4, = G 3a CBaKO n. AKO je y HUTamy HHTEPBAJ

(@, b], mOHOBUMO JI0KA3 U3 2. CJaydaja ¢ pa3jIuKoM ImTo je canx b, = b 3a cako n. [

ITocaenuna 9.14. Ako je f HenpekngHa m (CTPOro) MOHOTOHa Ha WHTepBasy, OHAA

HeHa PeCTPUMKLMja HA TOM MHTEpPBasy MMa HenpekuaaH (1 MOHOTOH) MHBEPS.

oka3. Ha ocuoBy Teopeme 9.13 3aksbyuyjemo jga dbyHKIUja f OMjeKTHBHO CIHKA
HHTEPBAJ HA HHTEPBAJI, 1A UMa WHBep3. VI3 MoHoToHOCTH (DYHKIHjE f Caen MOHOTOHOCT

IbEHOI' MHBEP3a jep 3a CBAKO T, To U3 UHTEPBAJIA O KOME je Ped BaxKu
r1 < Ty ako u camo ako f(z1) < f(x2).

Ha ocuoBy teopeme 9.7, cienu 1a je je maBep3 dyHKNuje [ HEIPeKWj aH y CBAKO]
TaYKN MHTEPBAJIA. O
Y namomenu 9.3 cMoO HaBeJ I €KBHBJIaHET JiebUHHIII]e HeNPEeKHTHOCTU (DYHKITH]je

YV Ta4YKHU UCKa3aH IIPEKO OJIOKHHA. Y CIIG,ILGhOj TeoOpeMH HaBOJUMO €KBUBAJICHT HEIIPEKH JI-

HOCTH (DYHKIIHje HA CKYTY

Teopema 9.15. Cnepehin nckasm cy eKBUBNAHEHTM
(1) ®ynkunja f je HenpekuaHa Ha ckyny A C Dy;
(2) 3a ceakn oTBopeH uHeTpBan I Koju MMa HenpasaH npecek ca f[A] u cBako

a € f~I], noctoju oTeOpeH MHTepean J Takas Aa je

ac€JNACfHI.
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3. EJIEMEHTAPHE ®VYHKIINJE

3. Enemenrapue dyHKIuje

[Toce6uo GuTHY Kaacy (byHKIHja TuHe eaeMeHTapHe (GyHKuuje (Koje ¢MO yBen
jgedbunnnujom 8.7). Ome cy BepoBarTHO M OWJie MHCIUPIHja 3a yBODeme mojmMa He-
npekugnoctu ¢pyuknuje. C tum y Be3u je ciegeha reopema. Bakno je 3matu jga T0O

HUCY jeJinHe HenpekuHe (PyHKImje.
Teopema 9.16. EnemenTapHe cyHKymje Cy HENPEKNAHE HA LLEIOM CBOM JOMEHY.

Hoka3z. /IoBo/bHO je 1mokasaru jia cy OCHOBHE ejieMeHTapHe (pyHKIHUje HEelPEeKu/He.

Tajia he na ocuoBy Teopema 9.4, 9.6 cBe ejiemenTaptue (pyHKIUje OUTH HENPEKUHE.

(1) Heka je f(x) = a u nexa je zo € R. Heka je € > 0. I3zabepumo 3a § 6uio
Koju nosutuBan 6poj. Tana u3 |v — xo| < 6 caean na je |f(z) — f(zo)] = 0 < e.

Bak/pyuyjeMo fa je f HempeKuaHa y CBaKOj TAYKH.

(2) Heka je f(x) =x,a € Rue > 0. JoBospHo je naliu § > 0 takBo ma u3 |[x—al < 4
crenn | f(z) — f(a)| < e na Gucmo 3aksByunin ja je f HeOpeKuHA y a. JeJHO TaKBO
0 je Gam €.

(3) Heka je f(z) = a™. Iokasanu cmo ga je h(z) = x neupexkuana na uesom R.
[To Treopemu 9.4, je onma npousso ¢pykunuja h u h Takohe Henpekuaa pyHKIHja.
Oznaunmo je ca hy. [lonoBHoM npumenom Teopeme 9.4 3ak/byayjemo aa je hg = ho-h
HenpekniHa pyukiuja. Hacrappajyhu oBaj mocrymnak n — 3 myTa 3ak/bydyjemMo Jia
je h, = f wenpexugna dyHKIHTjA.

4) Heka je f(x) = 2% 3a q € Q, Heka je a € Dy u HeKa je (T, )pen HU3 TaKaB 12
f
(a) x, € Dy 3a cBako n € N u
(6) limz,, = a.

Ha ocuoBy Tpeher mema Teopeme 7.1 cimean ma je
lim f(z,) =limz? = (limz,)? = a? = f(a).

(5) Heka je f(x) = P,(x). C 063upom ga je MOJIMHOM 30MD MOHOMA, MO TPBOM
Jiesty Teopeme 9.4, MoJMHOM je HenpekuiHa (PYHKIMja aKO Cy MOHOMU HENPEKHTHE
dyuknuje. llo apyrom gemy Teopeme 9.4 MOHOM je HempeKmaHa (DYHKIHja Kao
npou3Bos dyukmuja mox (1) u (3).

P,(x)
(6) ®ynkunja f(z) =
Qum ()

nosmuomu P, (z) u Q,,(x) neupekuaue dbyHukimje.

je HempeKkuaHa Mo JAPYToM Jiey nocjaeautie 9.5 jep cy

(7) Heka je f(z) =a®,3a 0 < a # 1, Heka je zp € R u Heka je (x,),cn HU3 Takas
na lim z,, = xo.

Ha ocuoBy Tepeme 7.2 crmenn na je

lim f(x,) = lima® = ™% = g% = f(x,).
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(8) Heka je f(x) = log, x. I3 MmonoToHOCTH U HenpekuganocTu dbyukuuje g(x) = a*,

o mocaeaunu 9.14, cienn HenpeKuaHocT GyHKIHje f.

(9) Heka je f(z) = 2, Heka je a > 0 u Heka je (T,)nen HH3 TaKaB 1
(a) x, > 03a cBako n € N u
(6) limz, =a

Ha ocnoBy nocaeaute 7.5 caeau jia je

lim f(z,) = limz,* = limz,* = a* = f(a).

(10) Heka je f(z) = sinz u Heka je a € R.

U3 yumenune na 3a 2 < Z BaxKku Ia je sinz < z caeau na jes3a |z —a|l < 2
2 2

x—a|ICOSx—|—a|<2 |:v—
2 2 2

3a £ > 0, goBosbHO je m3abparu § = min{e, 7}, na 6u 3a cBako = € R Bazku10

|sinz — sina| = 2|sin CL|-1:|x—a|.

|z — a| < 0 noBnaun |sinz — sinal < €.
Jaxne, f je Henpekuana Ha R.
(11) Hexa je f(z) = cosz. @yukuuja h(x) = x — § je 36up dynxmuje hy(r) =z n
he(xz) = —%, ma je no upsom geiy reopeme 9.4 menpexuana dbyuknuja. Oynxnuja f
je kommosunuja Gynkuuja g(x) = sinz u h, na je mo Teopemn 9.6 menpexugHa.
(12) Heka cy f(z) =tgz u g(x) = ctgz. Tlo apyrom meny teopeme 9.5, u3 nenpe-
KuHOCTH (DYHKIMja SIN X U COS X CJie/in HempeKuTHOCT (pyHkuja f u g.
(13) @yukmuje fi(x) = sinx u fo(r) = tgx cy crporo pacryhe u HenmpekuHe Ha
unrepsany [—75, 5], dynxuuje f3(x) = cosz u fy(x) = ctgx cy crporo omanajyhe
u Henpekuaue Ha uarepsaay [0, 7], na cy, mo nociaemunu 9.14, HUXOBM MHBEP3U

HenpekuiHe (pyHKImje. 0
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I[TOTJIABJBE 10
I'paruvuHe BpeagHocTn QPyHKIHjE

1. Jdedununja rpaHndHe BpeaHOCTH (PYHKIIHje

Teopema 10.1. Heka je Dy pomen yHkumje f n Heka je a, A € R U {—o0, +0oo}.
Cnepehn nckasmn cy eKBMBaNEHTHMU:
() (a): (Vo >0)(3z € Dy)(x € O(d,a)) n
(6): (Ve > 0)(36 > 0)(Vx € Dy)(x € O(6,a) = f(x) € O(e, A)).
(I1) MocTojn 6ap jegan HN3 (,),cn 32 KOjU BaXxM
(8): (Vn e N)(x, € Dy~ {a})n
(r): imz, =a
N 33 CBaKW TakKaB HNU3 MOpa Aa BaXkn 1

(n): lim f(z,) = A.

ExBeBasieHnTHn ncka3aHu y mMpeTXo/IHOj TeopeMu AehUHUINY HOBH B jaKO OUTAH MOjaM.
[Ipe nero mro jgokazkemo Teopemy, (popmasiudyjemo taj mnojam cjaejgehom jpedpunn--

IAjJOM.

Hedurannmja 10.2. Ako 3a dyHkumnjy f n Tauke a n A Baxn jegaH (a Tume un oba)
on ekBuBaneHata us teopeme 10.1, oHga kKaxxemo aa je A rpaHnyHa BpeHOCT dyHKLM]e

f kap © Texn a nnn ga je A rpanuya dpyHkumje f kag x Texun a unm ga je A numec

dbyHkumnje [ kag = Texu a n nuwemo lim f(z) = A.
Tr—a

Hamomena 10.3. Exsusasient gedununuje rpanune ¢yukiuje nckazan nox (1) y

teopemu 10.1 je Komujesa jedununuja, a eKBuBaJieHT JedUHUNK]e IpaHuIie GyH-

kiuje uckazan moj (1) y reopemu 10.1 je Xajueosa medununuja. Bam kao mro ce 'y

Jokasy jieme 10.4 u y nokasy expuBanenta Komnjese n Xajueose jedununuje (j1oka3
reopeme 10.1) mMopajy moceGHO pasMarpaTu ciaydajesu a € R, a = —oco n a = +00,
jep ce a1 oMM OKOJIMHA TavYKe @ UCKa3aHe Mpeko ypehema < paziukyjy, Tako ce
u uckasusamwe Komujese jedunuiyje rpanndne BpeJHOCTUH (PYyHKIIKM]E y TEPMUHUMA
ypebhema <, 300r pasamuuTux 00JIMKa OKOJIMHA Tadaka a u A, Mopa pa3buru Ha
cay4dajeBe Kajga a u A Hucy wiam jecy peannu 6pojesu. Ha npumep, y ciaydajy Kajua
cy u a u A peannu 6pojesn, Komujesa gedununuja lim f(r) = A uckazana npeko
ypebema riacu: o
(a): (V6 >0)(Fzx e Df)(0<|z—a|]<d)m
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(6): (Ve >0)(36 > 0)(Vz € Dy)(0 < |z —a| <d=|f(z) — A| <e).
VY cayuajy kaja je a peanan 6poj u A = —oo Kommujesa nedpununnja iliILll flx)y=A
HCKa3aHa MpeKo ypehema raacu:

(a): (V6 >0)(Fz e Df)(0<|z—a|]<d)m

(6): (Ve >0)(30>0)(Vx € Df)(0 < |z —a| <6 = f(z) < —e).
VY cayuajy kaga je A peanan 6poj u a = +o0o Komujesa nedununmja glcl_rgf(x) =A
HCKa3aHa MpeKo ypehema riacu:

(a): (V0>0)FzeDs)(d<z)m

(6): (Ve > 0)(30 > 0)(Vx € Df)(6 <z = |f(z) — Al <¢).
Y caydajy Kama je a = +oo peaman 0poj u A = —oo KommujeBa medununmmja

lim f(x) = A uckaszana npeko ypebhema riacu:

Tr—a

(a): (V6 >0)(3z € Df)(6 <z)m

(6): (Ve > 0)(36 > 0)(Vx € Dy)(6 <z = f(z) < —¢).
CJIMIHO ce HCIHUCYjy ocTaJu cay4dajesn kopucrehn gedunnnnjy okommna.t Xajueosa
JedunuImja, ¢ Ipyre crpate, je UCTa 3a CBe CJAydajeBe jep KOPUCTH M0jaM HU3A.

Mozxe ce npumeTuTHu Ja je jeduHuIja rpaHudHe BpeHOCTH (DYHKIUjE Y CIIy-

qajy Kag je a € R monexse cimana nednHUN HeNPEKUIHOCTH (DYHKIHjE V TAYKH G
(mammomena 9.3). Meljyrum, Te Han3rien mMajie pasinke Cy CymITHHCKe. Y jeduHu-
[Uju TpaHnvHe BpeaHocTu dpyHKIuje 6poj A He Mopa 1a Oyae BpeaHOCT (PYHKIHje y
taukn a. Moxe ce yak gecutn ga A € {—o00, +00}, na dpyuxnmja He MOKe Ja UMa
BpeHocT A Hu y jennoj Tauku. Moke ce jecurn jia je A peajian 6poj, ajau pasjinduT
oJ1 BpeHOCTH (DyHKIMje y TadKu a. JakK ce MOXKe JeCHTH Jia He TOCTOjU BPEIHOCT
dyHKIMje y Ta4KW @ ajJu MOCTOJU T'PAHUYHA BPEIHOCT (DYHKIHUjEe KT T — a. VY
neUHAU)H ce HUIe HEje 3aXTeBaJio Ja a npumajga goMeny dyakmnuje f. Beza u3-
mehy a u Dy xojy aedunniuja rpaHIdHe BpeIHOCTH 3aXTeBa je Ja y CBaKO] IIyILJb0j
OKOJIMHU Tadke a uMa ejgeMenara joMena dyuknuje f. To je yenos (a) Kommujese
nedbunnNyje, 3a Koju hemo y jmemu 10.4 mokasaTu /1a je eKBUBAJEHTAH YCJIOBY Xaj-
Heose jiedbuHuIEje Ja nocroju 6ap jegan Hu3 Koju 3a10B0/baBa (B) u (). 3a tauky

a € R koja 3aj080/baBa ycjios (a) KazeMmo Ja je Tauka HaroMujasama ckyna Dy.?

Jlaxjte, 3a TaYKy a KOjoj TeKu X y JAepUHUNKjU TPaHUYIHE BpeaHOCTH (yHKIHje f
ce caMo 3axXTeBaJjIo /la je Tadka HaroMmmiaBama jovena ¢yukmuje f. Yak um ako a

npunaga Dy, MOXKe ce JecuTH ja He 3a10Bo/baBa ycios (a) Kommjese nedunnmu-

je. Ha npumep, gomen dyukumje f(xr) = je {0} u y HujeaHO] 1MIYILIBO]

1 — sgn|z|
okosnun Tauke 0 Hema Tadaka goMena ¢yuknuje f. 3aTo ce He MOXKe TOBOPUTH O

e je R~ {0}. 3a cmaxo

lir% f(x). Ca apyre crpane, gomen dyukuuje g(r) =
T— i

1ﬂe(bHHHLu/1ja 1.3
2 Nedpurnmmja 1.4
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a € R, y cBakoj mrynsp0j OKOJIMHE TadKe @ Ce HaJIa3e eJeMeHTH JoMeHa (DYHKIIHje
g. Haxme, cBakn peanan 0poj je Tauka HaroMmiaBama cKyma Dy (Tj. mucmymasa
ycaos Xajueose jiedununuje na mocroju 6ap jegan nuz ca ocobunama (B) u (r),
eKBUBAJIEHTHO, 3a/10BoJ/baBa yciaoB (a) Kommjese nedununmje). lakie, Mokemo
TOBOPUTH O alcgr(lz g(x) 3a 6m10 xoje a € R. To Baxku wak u 3a jeuHy TauKy KOja HUje

y nomeny. Kacunmje hemo Bugern na je lir% g(x) = 1.
z—

Y nedbununuju 1.4 norsaB/ba 1 cMO mojam Tadyke HAroOMUJIaBama CKYIa yBeId
MpPEeKo MojMa OKOJIMHA Tadke. PekJsim cMo 11a je a Tauka HaroMmiIaBama cKyma X ako
U CaMO aKO CBaKa IIyIJhba OKOJMHA TadKe ¢ CAJIPXKU eJleMeHTe cKymna X, Tj. ako |

CaMO aKO

(Vo > 0)(Fx € X)(x € O(6,a)).

Cneneha mema ommcyje mojaM Tadke HAroMuIaBama CKyla KOpUCTehW mojamM HH3A

Kao mTo je To ypaheno y Xajueosoj necdununuju 3a Dy.

JIema 10.4. Heka je X C R n Heka je a, A € RU {—o00, +00}. Cnegehin uckasn cy
€KBUBAJIEHTHU:
() (a): (Vo >0)(Fz € X)(z € O(d,a)).
(1) MocTojn Gap jesan HN3 (T, ),eN 3a KOjU BaXM:
(8): (Vn e N)(z, € X ~{a})n
(r): limz, = a.
Hoxka3. IIpso nokazkumo ja u3 (@) cuaenn ja mocroju 6ap jejan Hu3 3a Koju Bazku (B)
u (r). OBaj geo jokasza Mopamo Jia pasbujemo Ha ciaydajese kaj je a € R, kan je

a = 400 M KaJ je a = —O00, jep je y pa3/JuuuTUM C/IydajeBUMa pa3InduT OOJIUK

ckyna O(9, a).

Cayuaj: a € R. Tana je v € O(0, a) exBuBasento ca 0 < |z — a| < 9.

C o63upom ja Baxku (a), Tj. jga 3a cBako d > 0 mocroju z € X takso jga je 0 <
|r—al| < §, 3a cBako n € N, craBpajyhn ga je § = %, Mozkemo uszabparu jeano r € X
TakBo fa je 0 < |[z—a| < § = % U TAKBO X O3HAYMTH Ca T,. Ha raj Haumn ce popmupa
uu3 (2,)nen. C 063upom aa je z, € X u naje 0 < |z, —a| < L, 3akbyuyjemo aa je
z, € X \{a} n na je, na ocuosy Teopeme o aBa nomuajua, 0 < lim |z, —a| < lim 2.
[Tocneame 3uaun jga je lim |z, —a| = 0. Taza je lim(z, — a) = 0, na je, Ha OCHOBY

neme 4.4, limz,, = a. Jakie, 3a uu3 (x,),en Baxke (B) u (r).

Cayuaj: a = +oo. Taga je © € O(J, a) exkBuBanenTHo ca § < .

C o63upom na Baxku (a), Tj. ma 3a cBako 0 > 0 mocroju € Dy takso na je 6 < z,
3a cBako n € IN, crasmpajyhu ga je 0 = n, moxkemo uzabparu jeano v € Dy Takso
Ja jen = 0 < x u Tako m3abpaHO T O3HAYUTH Ca T,. Ha Taj Haumu ce dpopmupa
U3 (T, )nen- C 003upom na je n < x,, Ha OcHOBY Teopeme 4.1, 3aK/byuyjemMo ja je
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limz, = a. [lo KoHCTPpYKIUju HU3a CJIETN Ja je 32 CBAKO N UCHymeHo T, € X. C
003upoM J1a +00 HHUje peasaH Opoj u Ja je X CKyI HEKHX peajqHuxX OpojeBa, omhe
X = X \{a}, na je 3a ceako n ucnymeno z,, € X \ {a}. Hakie, 3a uu3 (x,)nen

Baxe (B) u (T).

Cayuaj: a = —oo. Tazga je x € O(J, a) ekBuUBaJIeHTHO ca r < —0.

C 063upom Jia Bazku (@), 1j. jga 3a cBako § > 0 nocroju x € X TakBo Jja je x < —0,
3a cBako n € IN, crapajyhu ga je 6 = n, Moxkemo uzadbparu jeano r € X TakBo ja
je x < —0 = —n W TAKBO T O3HAYUTHU Ca T,. Ha Taj nauun ce dopmupa Hu3 (T, )neN-
C ob3upom 1a je x, € X u ga je x, < —n, Ha OCHOBY Teopeme 4.1, 3aK/bydyjemMo 12
je limx, = a. Ilo KOHCTPYKIMjI HU3a CJEIN Ja je 3a CBAKO N WCIYHeHo T, € X.
C ob63upoM ja —o0 Huje peasian O6poj u ja je X CKyIl HEKHX peaJiHuX OpojeBa, bmhe
X = X ~{a}, na je 3a cBako n ucnymeno x, € X \ {a}. axmre, 3a Hu3 (T,)nenN

Baxe (B) u (r).

YupaBo cMo moKa3aJiu Ja ako Baku (@), OHa IOoCToju HU3 Takas Ja Bazke (B) u (T).
[MokazkumMo u OOPHYTO: aKO HOCTOjH HU3 Takas jaa Bazke (B) u (r), onga Baxn (a).
JakJie, npeTiiocraBka je J1a mocToju Hu3 (T, ),eN 38 KOjU BayKu

(B): (Vne N)(z, € X ~{a})n

(r): limz, = a.
JlupexTHo n3 nedpuHUIM]E THUMeca HI3a CIeId /1a 3a ¢Bako 0 > () mocToju GeCKOHATHO
MHOT'0 4JIAHOBA HU3A y 0-OKOJIMHU Tadke a (jep je BaH Te OKOJIMHE HAjBHIIEe KOHAYHO
muoro wmux). C 063upom ja Baxku (B), CBAKH TakaB T, je y HIyIJbOj 0-OKOJHHU

TavyKe a. 3aK/pydyjemMo Ja je (@) uciymeHo. OJ

Hoxka3 Teopeme 10.1: I[Tokaxkumo npso na u3 (1) caean (II).

Jakye, pagumo moj mnpernoctaBkoM ga Baxke (a) u (6). Ilomro Baxku (a), mo
uperxoanoj jgemu (jema 10.4), crasmpajyhun Dy ymecto X, 3akspydyjeMo Ja HOCTOju
6ap jenan Hu3z (T,)nen KOju 3azoBosbaBa (B) u (r). Ocrasno je ja mokazkemo ja
CBaKkW HU3 (T, )nen KOju 3aj0BosbaBa (B) u (T), Mopa Ja 3amoBosbaBa u (1). Heka
je (T,)nen HU3 32 KOjU BaKu

(8): (Vn € N)(z,, € Dy~ {a}) un

(r): limz, = a.
Tpeba ma mokaxkemo ja BazKu

(m): lim f(z,) = A.
JakJjie, 10BOJbO je mokasaTu jia 3a cBako € > ( mocroju ng Takap Ja KaJ roji je
n > ng, Mopa 6utu f(x,) € O(e, A) (nocaequna 2.14). Heka je € > 0. [Tomrro Baxku

(6), 3a TakBo m3abpamno ¢ mocroju 6 > 0 TakBo 1a 3a cBako x € Dy uz x € O(J, a)
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cienn f(z) € O(e, A). IlomTo To BaKU 3a CBAKO T € D; ~\ {a}, Baxuhe n 3a

wiaHoBe Hu3a (T, )nen. Jlakie, 3a cBaku x,
w3 z, € O(8,a) caean f(z,) € O(e, A). (1)

C o63mpoMm 1a je limz, = a u ga je x, # a 3a CBaKO N, 3a OBAKBO O IOCTOJH 7
TaKaB /12

u3 n > ng ciaean x, € 0(6, a). (2)

[Tosesyjyhu (1) u (2) mobujamo ma
w3 n > ng caenn f(z,) € O(e, A). (3)

Jakite, 3a 6uio xoje € > 0, Mmoxke ce Hahu 1y TakBo Ja Bayku (3), MTO 1m0 JebUHUIH] I
(mocnenuna 2.14) 3naun ga je lim f(x,) = A.

Yupaso cmo nokasaiau gaa u3 (1) caenun (IT).

[Tpernocrasumo can jga Baxku (II) u ma me Baxku (I). 13 oe mpermocraske hemo
M3BECTH KOHTPAJUKIHUjy, ojakie he cuexutn ma kajx rox saxu (1), mopa Baxku-
i u (I).
[Tomrro Bazku (II), mocroju uu3 (,)yen 3a KOju BaxKu

(B): (Vn € N)(z,, € Dy~ {a}) n

(r): limz, = a.
[pumvemyjyhu gemy 10.4 3a Dy ymecro X, 3axspydyjemo ga je (a) ucuymeno. U3
dubeHuIe Ja je ucnyrmeno (a) u muje ucnymweno (1), ciaeau na nuje ucnymeno (6).
Jakite, nocroju mexko € > 0 TakBO Ja Kako roj u3abepemo 6 > 0, mocrojahe x € Dy

TaKBO /14 je NCTOBPEMEHO
naze0(,a)u flz) €0, A). (4)

3a TakBo £ KoHCTpyucahemo HU3 (T,)neN 32 KOjU BayKu:
(B): (Vne N)(z, € Dy~ {a}) n
(r): limz, = a.
U HE BayKn
(m): lim f(x,) = A.
To hie GuTn y KOHTPAIMKIUjU Ca YubeHuIoM ja je uciymweno (11).
Koncrpyknuja Huza ce cBogu Ha uzbop okoiuue O(d,a), ma ce mMopa pas3buTu Ha

crydajeBe a € R, a = +oo n a = —o0.

Cayuaj: a € R. Taga je € O(d,a) exBuBanentno ca 0 < |x — a| < §. Heka je

can 6 = 1. Oznaummo ca z,, exement goMena gpyHKIMje [ Takas 1a je HCTOBPEMEHO
n0 < |z, —a|l <dwu f(z,) € O(e,A). Takar nocroju ua ocuopy (4). lakie,
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0< |z, —al <

3=

Opatie, cnenujaano caean jaa je x, 7 a. Ha oBaj maumn cMo
dbopmuipamu HU3 (T, )nen 38 KOJU BaXKH

(8): (Vn € N)(z,, € Dy~ {a}) n

(r): =% <z, —a <21 amrnueje (no reopevnu 4.3) u limz, = a,
ATl He BazKu

(m): im f(z,) = A jep je f(x,) & 6(8,A) 3a cBaKo n.>

Cayuaj: a = +oo. Taga je x € O(, a) ekBuBaenTHO ca § < x. 3a § = N 03HAYNMO

ca T, egeMeHT goMeHa (YHKHuje [ Takap Ja je UCTOBpeMeHO m n = 0 < X, H
f(zn) € O(e, A). Takas nocroju Ha ocuoBy (4). Ha oBaj HaumH cMO 3a CBakKo n

u3abpajiu T, U Tako (HGOPMUIPATH HU3 (T )neN 38 KOJU BAXKH
(B8): (Vn € N)(z,, € Dy~ {a}) un
(r): n < z,, a Tume je u (teopema 4.1) lim z,, = a.
aJu He BarKu

(m): lim f(x,) = A jep je f(x,) ¢ O(e, A) 3a cBako n.*

Cayuaj: a = —oo. Taga je * € O(6,a) ekBuBajentHo ca r < —0. 3a 0 = n

O3HAYMMO Ca T, eJeMeHT AoMmeHa (yHKnmje [ Takap Ja je MCTOBPEMEHO W T, <
—6=-nu f(z,) ¢ 6(6, A). Takas moctoju Ha ocuoBy (4). Ha oBaj Haunn cMo 3a
CBaKO N u3abpaau T, u Tako hOPMUIPAIN HU3 (T, )neN 32 KOJU BAYKH

(8): (Vn € N)(z, € Dy~ {a}) un

(r): z, < —n, a tume je u (reopema 4.1) lim z,, = a.
Al He BaXKd

(m): lim f(x,) = A jep je f(x,) ¢ O(e, A) 3a cBako 1.5

Osum cmo nokazanm ja he (IT) 6Gurn ucnymeno ako u camo axo je ucnymeno (I). O

3Buau reopemy 2.13 u nocaemumy 2.14.
4B1/1;11/1 Teopemy 2.13 u mocnenuty 2.14.
SBum Teopemy 2.13 n nocnemuiy 2.14.
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2. OcHOBHA CBOjCTBa TPAHUYHUX BpeAHOCTU (PyHKIHja

XajueoBa geduHUINja TpaHuYHe BpeIHOCTH (hyHKIHje omoryhaBa ma ce MHOra

CBOJCTBA Be3aHa 3a I'PDAHUYHE BPEJIHOCTH HU30BA MPEHEeCy Ha I'PDAHUYHE BPEIHOCTH

dyukIyja.

Teopema 10.5. (Anrebpa gumeca dynknmuja) Ako je :lclir(ll flz) = A€ Rwn
glglg(llg(a:) = B € R u ako cBaka wynsba J-OKOJIMHA Tayke @ CaApXMU eJeMeHTe CKyna
Dy Dy, oHpa je
(1) lim(af(z) + By(x)) = aA+ BB,
(2) T (f(@)- g(@)) = A- B u
1 1

3) ako je A # 0, onpa je lim —— = —.
(3) ako je A # je lm 5 = 4

Joka3. HumeHnma jJa cBaka IIyI/ba 0-OKOJHHA TAuKe @ CAAPKH eJeMEHTe CKyIa
Dy N Dy, no nemn 10.4, 31a4n 1a noctoju 6ap jegan Hu3 (Z,)pen 32 KOJU BaXKH
(a): (Vn e N)(z, € DyN Dy~ {a}) n
(6): limz,, = a.
Ako 3a Hu3 (z,)nen Baku (a) u (6) onga, u3 }EILIlllf(l') = Au lim g(z) = B creau

r—a
Ja BaxKd 0

(8): lim f(x,) = A u limg(z,) = B.
Ha ocnoBy Teopeme 4.9 ciemn
(1) lim(af(x,) + By(xn)) = alim f(x,) + flimg(z,) = aA + 5B;
(2) lim(f(2n) - g(xn)) = lim f(z,) - limg(z,) = A B;
(3) Ako je A # 0 1j. ako je lllm f(xy,) 7é10, OH,ZLalje f(z,) # 0 u 3a 70BOJBHO

fla)  limf(z,) A

Kaxko 0BO Bazku 3a cBaku HU3 (T, )neN 3a KOju je ucuymweno (a) u (6), 3ak/byuyjemo
a2 je

(1) lim(af (@) + By(e)) = ad + BB,

) T (f(2) - g(a)) = A+ B u

BEJIMKO N U Taja je lim

1 1
(3) ako je A # 0, onja je 3161_>n(11 (@) =7
U
Teopema 10.6. (1) Heka je lim f(z) = +oo.
Tr—a

(a) Ako je A > 0, oHga je glgllg()\f(x)) = 4-00;
(6) Ako je A < 0, oHga je ilg}t()\f(x)) = —00.
(2) Heka je :lvlir(ll f(z) = —o0.
(a) Ako je A > 0, oHga je :161_1)1611(/\f(x)) = —o0;
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(6) Ako je A < 0, onga je lim(A\f(x)) = +oo0.
Tr—a
Hoxka3. /lupektHo u3 aedpunumnuje 10.2 u gteme 4.13. ]

Teopema 10.7. Heka cBaka wynsba 0-OKONMHA Tadke a caapXxu enemente ckyna Dy
D, n neka je cpyHkumMja g orpaHmyeHa ofo3Ao NO3UTUMBHUM OpojeM y HEKOj Lymnsboj

OKOJIMHW Tauyke a, Tj. Heka nocTtoje M, K > 0, TakBu aa
Vo € Dy(x € O(M,a) = g(z) > K).

(1) Ako je lim f(z) = 400, onga je lim(f(x) - g(x)) = +o0;

T—ra Tr—a
(2) Ako je lim f(x) = —o0, onga je lim(f(x) - g(z)) = —oo n
T—a T—a
Hoxka3z. Ciuenn u3 pedununuje 10.2 u jgeme 4.14. O

Teopema 10.8. Heka cBaka wynsba 0-0KOJMHA Taydke a caapXxu enemeHTe ckyna Dy
D

g-
(1) Ako je cyHKUMja g OrpaHMYeHA OJ03[0 Y HEKOJ LUYMN/bO] OKOJIMHU Ta4dKe a U
h_{ﬂ f(x) = +o0, oHpa je h_r)n(f(x) + g(x)) = +o0;

(2) ko je dpyHKUMja g OrpaHMHYeHa OFO3r0 y HEKOj LUYM/bOj OKOJMHM Tayke a 1

lim f(z) = —o0, oHaa je ilg}l(f(a:) +g(x)) = -0

T—a

Jokas. (1) Cnenu u3 nedununuje 10.2 u geme 4.15;
(2) Crenu u3 gedununuje 10.2 u upsor jena geme 4.14;

(3) Cnenu u3 Teopeme 10.6 u mpBOr jea OBe TeOpeMe KaJ| ce MPUMEHH Ha

lim((/(2)) - (~g(2))). 0

1
Teopema 10.9. lim |f(x)| = +00 ako n camo ako lim —— = 0.
Tr—a

e (@)

Hoxka3z. Cuiean u3 jpedpununmje 10.2 u reopeme 4.10.

Cutesiehe Tpu Teopeme roBope 0 CMEHHU IIPOMEHJBUBE y JINMECY.

Teopema 10.10. Heka je lim g(z) = b n Heka je 3a Heko M > 0 ncnyreHo
Tr—a
(V) (€ O(M, a) = g(x) £ ).

Ako noctoju lim f(g(z)), onga noctoju lim f(x) n Baxm

T—a x—b
lim f(z) = lim f(g(x)).

Hoxka3z. IIpso youumo ja u3 yciaosa ja je g(x) # b 3a ceako z € O(M, a) crenu na
3a cBako = € O(M, a) nocroju g(z). Hakme, O(M,a) C D,.
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Heka je ¢ > 0 6uno koje. ITo pedunumuju 10.2, u3 lim g(z) = b ciean jga 3a cBako
Tr—a

e > 0 mocroju 9; > 0 TakBO Ja BaxKn
(Vz € D,)(x € O(81,a) = g(z) € O(e, b)).
Heka je 6 > 0 rakBo j1a je
O(d,a) C O(d1,a) NO(M, a).
TakBo 0 nocroju: ako je a € R, onja ce 3a 0 Moxke nzabparu OUI0 KOjU HO3UTUBAH

6poj koju muje Behm ox min{d;, M}, a y cynpornom, ako nuje a € R, onga ce 3a §
MoKe n3abparu 6ui0 Koju 6poj Koju Huje Mamu o max{d;, M}. Baxu
(Vz)(x € O(d,a) = g(x) € O(e,b)).

3 unmeHuIe jga mocroju }:1511 f(g(x)), no nedpunnnmju, ciaean ga nocroju Hu3 (T, )penN
3a KOjU BayKW

(B8): (Vn e N)(z, € Doy \ {a}) u

(r): limz, = a.
U JIa 32 CBAKU TAKAB HU3 BAXKU U

(m): lim f o g(z,) = A.
Heka je (2),)nen HU3 32 KOjU BaxKn

(8’): (Yn € N)(2), € Dyog ~ {a}) n

(r’): limz), = a.
U3 limz!, = a caeau 1a MOCTOjU HEKO 1y TAKBO Ja je 3a CBAKO N > N HCIYHEHO

/
no+n-

z), € O(0,a). Heka je z,, = x
(B): (Vn € N)(z,, € Dyoy N O(6,a)) n

(r): limz, =a

Tana,

I3 (B), ¢ 063upom ja je (Vx € D,)(x € O(d,a) = g(x) € O(e,b)), 3axsbyuyjemo

na je 3a ceako = € O(d,a) ncnymeno g(x) # b. Jakie, Baxn
(Vn € N)(g(zn) € Dy~ {0}) (1)
U3 (B) u uumenune ga je Do, C D, caequ na 3a youenu Hu3 (,),cn BaxkKu
(B1): (Vn € N)(z,, € Dy~ {a}).
13 lim g(z) =bwu (B1) u (1) coean na je
r—a
limg(x,) = b. (2)
Ako ca y,, o3nauumo Hu3 g(,), ouga (1) u (2) mocrajy
(Vn € N)(yn € Dy~ {0}) (3)

limy, = b. (4)



2. OCHOBHA CBOJCTBA I'PAHIYHUX BPEJHOCTU ®YHKIINJA

13 lim f(g(z)) ligll) f(z)=Amwu (3) u (4) cneau na Baxku u

hmf(yn) = A (5)
C obsupom ga je y, = g(z,), Baxku
lim £(g(z)) = A. (6)

To, o necdbununuju umeca Husza (Teopema 2.13 n Hanomena 2.14), crenujaano 3HadH
na 3a ceako M > 0 moxke uahu ko trakBo ga je f(g(x,)) € O(M,A) kax rox je
n > ko. C o63IpoM Ha B3y Tp = T\,
O(M, A) kax rox je ng +n > ko. Hakie, 3a ceako M > 0, moctoju m (Ha mpumep,

3aKsbydyjemo na he paxurn f(g(;,,,,)) €

max{0, kg — ng}) TakBo ja je
flg(x7,)) € O(M, A) xau rox je n > my.

To, mo medununuju anmeca Husza (Teopema 2.13 n Hamomena 2.14), 3HaUn Ja BayKu

(m’): lim f(g(z;,)) = A.
aKJje, I0Ka3aJid CMO Ja aKo 3a HeKd Hu3 (I BaXKN

,Z[ ) A ( n)nE]N
(8”): (Vn € N)(2), € Dyog ~ {a}) n
(r’): limz), = a,

OHJIA MOPA JIa BayKW W BayKW
(&7): lim f(g(a7,)) = A.

To, y3 YMIbEHHUILY JIa CMO TPETXOHO NOKA3AJU JIa TTOCTOjU HU3 (I )peN 38 KOjU BasKu
(8’): (Vn € N)(x], € Dgog ~ {a}) u
(r’): lima), = a,

no XajHeoroj nedunnnuju, 3uaun ja je lim f(g(z)) = A. O
Tr—a

earccosz __
ITpumep 4. Heka cy f(r) = ———— u g(x) = cosz. Heka je a = 0. Ha ocuoBy
arccos x

reopeme 10.10 ce pauyname qumveca lim, ,; f(z) Moxke cBeCTH Ha MOKAa3UBAILE J1a, je

g(x) # 13a x # 0, na je lim, 0 g(x) = 1 u ma pauyname qumeca lim, .o f(g(z)) =

—— . YV BJIABJIA hewmo nokazaTtu 6am TO, 1a je lim, ,gcosx = cos0 =1
e’ —1

lim,_,o

u ja je lim,_ g = 1, omaxJie he jga caenn lim, o f(g(z)) =1

Teopema 10.11. Heka je lin})f(:c) = A, Heka je lim g(x) = b n Heka je 3a Heko M > 0
T—r Tr—a
ncnyrweHo g(x) # b 3a ceako x € D, N O(M,a). Ako cBaka Luyn/ba OKOJIMHA TayKe @

cagpxu enemente gomeHa yHkumje f o g, onga noctoju lim f(g(z)) n Baxn
r—a

lim f(g(x)) = A.

r—a
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Hoxka3. Ilo nedununuju 10.2, u3 lim g(x) = b ciean ga nocroje 01, > 0 TakBU Ja
Tr—a

BayK1
(Vz € D,)(x € O(81,a) = g(z) € O(e, b)).
Hexka je 0 > 0 takBo 71a je
O(d,a) C O(d1,a) NO(M, a).
TakBo ¢ moctoju: ako je a € R, onyma ce 3a § Moxke m3abparu OUJIO0 KOjU TTO3UTUBAH

6poj koju uuje Behu ox min{d;, M}, a y cynpornom ako uuje a € R, onga ce 3a §

MozKe u3abparu 6uno Koju 6poj Koju Huje Mamwu ox max{d;, M }. Baxu
(Vz € Dy)(z € O(6,a) = g(x) € O(e, b)).

/13 unibeHnIe 1a cBaka MIyIlba OKOJIMHA TaYKe a CAIpZKU eJeMeHTe JoMeHa byHKITje
f o g, xopucrehu nemy 10.4, 3aKk7BydyjemMo Ja MOCTOJU HU3 (T, )neN 32 KOJU BAsKH
(B): (Vn € N)(z,, € Dyog \ {a}) n
(r): limz, = a.
[Tpeocrano je Ja NOKazKeMo Jia 3a CBaKU TAKAB HU3 BAXKU U
(m): lim f o g(z,) = A.
Heka je (2], )pew HU3 32 KOjU BazKu
(8’): (Vn € N)(z), € Dyog ~ {a}) un
(r’): limz), = a.
U3 limz!, = a ciaeau jga nocroju HEKO Ny TAKBO Jia je 33 CBAKO 7T > Mg UCILYEEHO

/
no+n-*

(B): (Vn € N)(z, € Dspoy, N O(d,a)) n

(r): limz, =a

z, € O(d,a). Heka je x, = Tana,

13 (B), ¢ o6zupom na je (Vo € Dy)(x € O(d,a) = g(x) € O(e, b)), 3akpyuayjemo

Ja je 3a ceako = € O(d,a) ucnymeno g(x) # b. Jlakie, Baxu T,
(Vn € N)(g(zn) € Dy~ {b}) (1)
U3 (B) n unmennrne ga je Do, C D, caeau na 3a youenu Hu3 (,),en BaxkKn
(B1): (Vn € N)(z, € D, \ {a}).
13 lim g(z) =bwu (B1) u (1) coean na je
r—a
limg(x,) = b. (2)
Ako ca y,, o3nauumo Hu3 g(,), ouga (1) u (2) mocrajy
(Vn € N)(yn € Dy~ {b}) (3)

limy, = b. (4)
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13 lim f(z) = Au (3) u (4) creau na BaxKku u

z—b
hmf(yn) = A (5)
C obsupom ga je y, = g(z,), Baxku
lim £(g(z)) = A. (6)

To, o necdbununuju umeca Husza (Teopema 2.13 n Hanomena 2.14), crenujaano 3HadH
Ja 3a ceako M > 0 moxke nahu kg Takso ma je f(g(x,)) € O(M,A) xazx rox je

n > ko. C o63upoMm Ha Be3y T, = .

o> 3aKmydyjemo ga he sazkuru f(g(27,,,)) €

O(M, A) kax rox je ng +n > ko. Hakie, 3a ceako M > 0, moctoju m (Ha mpumep,

max{0, kg — ng}) TakBo ja je
flg(x)) € O(M, A) xax rox je n > mo.

To, mo pedbununuju sumeca Huza (Teopema 2.13 u Hamomena 2.14), 3HaUn Ja BayKu

(m7): lim f(g(z7,)) = A.
aKJe, MOKa3a/JM CMO Jia aKo 3a HeKd Hu3 () BaK1

ZL ) fH ( n)’nelN
(8’): (Vn € N)(z], € Dpog \ {a}) u
(r’): limz!, = a,

OHJIa MOpa /la BaXKU U BazKu
(m): lim f(g(z7,)) = A.

To, y3 YMIbEHHUILY J1a CMO TPETXOHO NOKA3AJN JIa TTOCTOjU HU3 (I )peN 38 KOjU BasKu
(8’): (Vn € N)(x], € Doy~ {a}) u
(r’): lima), = a,

o XajHeonoj jpedunnnuju, 3uaun ja je lim f(g(z)) = A. O
Tr—a

1
ITpumep 5. Heka cy f(x) = o g(x)=x—2. U3 ilgr(l] f(z) =+ocom :lvligg(x) =0,

no Teopemu 10.11 ciaenm na je 91}3% flg(x)) = 3135% m = 400.

Teopema 10.12. Heka 3a Heke 0, > 0 Baxu:
(i) O(6,a) € Dy;

(i) O(e,b) € Dy;

(ii)y g[O(5, a)] € O(c,b)).

Ako je linif(x) n lim g(x) = b, onga noctoju lim f(g(z)) n Baxn
r—r

lin f(g(z)) = limy £ ()
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Hoka3z. JIoBOJbHO je MOKa3aTh Jia Cy ucnymwenn ycaosu reopeme 10.11. 13 lim g(z) =
b cieam na moctoju Hu3 (T, )peN TaKaB Ja je o

(1) z, € Dy~ {a} u

(2) limx,, = a u Tazga je

(3) lim g(z,,) = b.

U3 (2) caequ na mocToju ng Takas jaa je T, € O(6, a) xam rog je n > ng. [omro
Baxu O(0,a) € D, u g[O(d,a)] C O(e, b)), Baxuhe g(z,) € O(e,b) kax rox je
n > ng. C ob3upom 1a je O(e,b) C Dy Baxkuhe 1a je g(z,) € Dy~ {b} xax rox je
n > ng. Taga je z, € Doy \ {a} xau rog je n > ng. To yupaso 3uaun (sema 10.4)
Jla je a Tadka HaromumjaaBama jgomena ¢pyuknuje f o g. Caga cy ucunymeHu ycjaoBu

reopeme 10.11, na nocroju lim f(g(x)) u Baxu lim f(g(x)) = linrll) f(z). O
T—a T—a z—>

Teopema 10.13. Heka je ¢ MOHOTOHA 1 HENPEKUAHA HAa HEKOM OTBOPEHOM WMHTEPBAJY
KOjU CafipXu Tauky a u Heka je b = g(a). Taga, nocroju HHII) f(z) ako n camo ako
z—
noctoju lim f(g(x)) n y cnyyajy kag nocroje, jeaHaku cy.
r—a

Hoxka3z. IIpernocrasumo jga lim f(g(x)) mocroju u g0KazKUMO Jia IOCTOjU lin}) f(x)
T—a xr—

U JIa Cy jeJIHaKH.
13 mocrojama lim f(g(x)), no Xajueooj aedbunuruju, ciegn Ja nocroju 6ap jeaan
uu3 (T,)neN 3am;(()lju BaxKu

(B): (Vn € N)(z,, € Dyog ~ {a}) un

(r): limz, = a.
Heka je (¢1,¢2) maTEpBAI KOjU CAQAPKKU TAYKY ¢ U HA KOME jeé g MOHOTOHA M Herpe-
kujgHa. U3 ¢ < a < co, Ha ocHOBY mnocJjeauie 4.2 3ak/bydyjeMo ja je ¢ < T, < Co
HCIYEHO MOYEBINN Ol HEKOT Ng. Taja 3a T/, = Xy, BaKH

(8”): (Vn € N)(z), € (c1,¢2) N Dyog ~{a}) n

(r’): limz!, =limz,4p, = a.
Jegnakocr y (r’) ciaeam ma ocuoBy nociemune 4.12. Uz z), € Dy, caean na je
g(x],) € Dy. Tlomrro je g monorona dbyukunja ma (c1,c2) ona je u ,,1-17 ua (c1, ¢a).
C ob63upom ja je g Ha (c1,¢2) ,,1-17 1 7a je 3a cBaKO n HCHYHEHO T, # a € (¢, ¢2),
ouhe 3a cBako n ucnymeno g(x,) # g(a), 1j. g(x),) # b. C o63upom na je ua (c1,C2)
dbyukHja g HEMpEeKUIHA U Ja je a € (¢, o) ouhie lim g(2)) = g(lim ) = g(a) = b.
Osnaunmo ca y, au3 g(x, ). Ilo ynpaBo mokasaHOM BazKu

(8”): (Vn e N)(y, € Dy~ {b}) n

(r”): limy, =b.
Jlakie, mokaszaam ¢Mo Ja ako 10cToju Hu3 (T, )pen 3a Koju Bazku (B) u (r), onja
noctoju Hu3 (Yn)new 32 Koju Bazku (B”) u (r”). I3 nocrojama ylclg(ll f(g(x)) cnenm
Jia TocToju HU3 (T, )new 3a KOju Bazku (B) u (T), ma 3aKJby9yjeMo Ja MOCTOjH HHU3
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(Yn)nen 3a koju Bazku (B”) u (r”). Tume je ucnymen npsu jeo Xajoeose jedunu-

nuje Koju Tpha MOKA3aTU aKo YKEeJUMO Ja TMOoKazKeMo ja mocroju lim f(x).
z—b

[TokazKuMO J1a 3a CBAKU HU3 (Y )neN 38 KOJU BAXKH
(8”): (Vn e N)(y, € Dy~ {b}) un
(r”): limy, = b,

MOpa J1a BaxKi U
(a): lim f(y,) = lim f(g(2)).

Heka je (Yn)nenw Ous10 KOju HE3 3a Koju Baxku (B”) u (r”). V3 unmenune 1a je g
MOHOTOHA U HEIPEKUHA CJIeJIH Jia Ce MHTepBaJl (C1,Cy) CJUKA Yy MHTEPBAJL.
Heka je (d1,ds) = g[(c1,¢2)]. Tama, u3 ¢; < a < ¢y 1 YUBEHUIIE J1a je § MOHOTOHA

u 1a je g(a) = b, ciequ ma je dy < b < dy, na, Ha OCHOBY TOCTeHIE 4.2 3AKIBY 1Y jeMO
na je di <y, < dy UCIYHEHO TMOYeBIN O/ HEKOT Ng. Tana 3a y,, = Ypin, BAKH

(8”): (Vn € N)(y,, € (di,d2) N Dy~ {b}) u

(r”’): limy,, = limy, 1, = b.
Jenmakocr y (r”’) caenn ma ocuoBy mocsemuie 4.12. Ha ocnoBy mocsemure 9.14

! menpexuana u Monorona ua (dy, ds). Osmaummo ca z) uuz g~ (y),).

clen 1a je g
U3 (8”°) caemu na je yl, € (di,ds) N Dy, a omarre ma je g~ (y),) € (c1,¢2) N Doy
To cnenmjanno 3naun ga je 7 € Dyo,. C 063upom 1a je ma (di,dz) dbyukmuja g
MOHOTOHA | JIa je 3a CBAKO N MCIyeHo Y, # b (1o je neo (B”?)), 6ulie 3a cBako n
wenymeno 2!l = g~ (4),) # g~ (b), 1j. o # a.

Haxie, Baxu ) € Do\ {a}.

1

C o63upom ga je na (dy,dy) dbyuxknuja ¢! menpekuaua u jga je b € (dq, dy) 6uhe

limz! =limg~*(y,) = ¢ *(limy,) = g7 *(b) = a.
YmpaBo ¢MO MOKa3aIu 14 3a HU3 (T)) )N BaKH
(B): (Vn € N)(2!) € Dyog ~ {a}) n
(r): limz! = a.
C 063upom Ja paauMo moj mpermnoctaBkoM ja moctoju lim f(g(z)), mo XajHeoBoj
Tr—a
JebuHuIKju, CcJIen Ja MOpa Jia BayKu
(a): lim £(g(af) = lim f(g(z).
Uz (m) uus 2! = g~ (y),) caenn qa je lim f(y),) = lim f(g(x)). Ha ocnosy nocsemure
r—a
4.12 zakspyuyjemo ga je lim f(y,) = lim f(ynin,) = lim f(y),) = lim f(g(z)). Hakue,
T—a
BaKN
(a7): lim f(y,) = lim f(g(z)).
[TomTo 0BO PE30HOBHE HE 3aBUCH O M300pa HU3A Y, YIPABO CMO MOKA3AIM JIa 32

cBaku HU3 (Y )nenN 3@ KOJU BayKu
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(87): (Vn € N)(yn € Dy~ {b}) u
(r”): limy, = b,

MOpa J1a BaxKi U
(a7): lim f(y,) = lim f(g(z)).

Tuwme je ucnymmen u Apyru ycaoB XajHeose gedununmje. 3aKkbydyjemMo aa ;lclgzl; f(zx)

nocroju u ga je lim f(z) = lim f(g(z)).
x—b T—a

[IpeTniocTaBUMO JIa TOCTOjU lin})f(x) u jokaxkumo jia nocroju lim f(g(z)) u ga je
r—r Tr—a

lin}) f(z) = lim f(g(x)). Osnauumo ca g; dyuxuuje ¢g~' u ca fi bynkmujy f o gi.
xr—r r—a

Cama je f(x) = f1 o ¢gi(x), ma u3 mocrojama lirr}7 f(x) sak/pydyjemo ga 1mocTOju
T—

lin% fi(g1(x)). Topex Tora, pyHKIMja g1 je HENPEKUJIHA ¥ MOHOTOHA HA WHTEPBAJLY

r—r

Koju cagpxku Tadky b. /leo mokasza Koju CMO WCHHCAIN KaJa CMO W3 MOCTOjarha

lim f(g(x)) nokazanu ma mocroju lim f(z) u ga je lim f(x) = lim f(g(x)) nonoBumo

T—a x—b z—b r—a

Memajyhu mecra Taukama a u b u craBmajyhm f; ymecro f m g1 ymecro g u jo-

OWIN CMO JIOKA3 JIa U3 MOCTOjarba linll) fi(g1(z)) cnemn na mocroju lim fi(z) u na je
N T—a

lim fi(x) = lin}7 fi(g1(z)). Nmajyhu y Buay kako cmo gedunucamu fi u gy, 3apaso

Tr—a T—r

CMO JIOOM/IM CMO JIOKa3 JIa U3 [OCTOjaba lirri f(x) cienm pa nocroju lim f(g(z)) n
r—r T—a

qa je lim f(z) = lim f(g(z)). -
z—b T—a
In(1 i
Ha NpIMeED, aKo Cy f(l') — w u g(:)j) _ Slzx —1m
n (sinx)
z

S o9 =

x
OHJIa HUCY UCIyHeHu ycaoBu Teopeme 10.13, jep g Huje medunucana y myJd, ma je
U3JIUIITHO pa3MaTpaibe Ja Ji je y Toj Tauku Henpekuaaa. C apyre ctpane u f u g cy

JeduHICaHe Y HEKO] MYIL/HOj OKOTUHK Tadke 0, 1 BazxKu liH(l) f(z) =1ulim, o g(z) =
T—r

) In(1 + )
0, ma ce moxke npumenuru teopema 10.12. Ciuvno, ako je f(x) = u, aKo je
x
1
g(x) = — u axo ce pauyHa
x
, o In(140)

z
He Mozke ce npumenuTu Teopema 10.13, jep +00 Huje peasau 6poj, 1a HUje y JIOMEHY

HujejHe PyHKIMje, aju ce MoxKe npuMenuTu teopema 10.12.
Teopema 10.11 je majommruja. Ha mpumep, 3a dyukuuje f u g rae je jgomen
dbyukuumje f ckyn panuonasHuX OpojeBa pasJInIuTUX 0 HyJse u 3a cBako € Q~\ {0}
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: In(1 + ) : . .

je f(r) = ———= u rae je jgomen dyHKIHUje g CKyll MpAIMOHAJHUX OpojeBa u 3a

cBako £ € R\ Q je g(x) = z — v/2 u Tpaxenn mumec je lir\n[f o g(x), He Mory ce
z—

npumenntn Teopeme 10.13 u 10.12, moxke ce npumenuTu camo Teopema 10.11.

Teopema 10.14. Heka noctoju wynsba YKOAMHA Ta4Ke @ CaAp>KaHa y JOMeHUMA (DyH-
kumja f n g u Heka 3a ceako x n3 Te okonuHe Baxn f(z) < g(x). Ako noctoje lim f(x)
Tr—a

n lim g(z), oHga
T—a

(1) Vs lim f(z) = +oo cnegu lim g(z) = +o0;
Tr—a r—a
(2) Vs lim g(z) = —oo cnegn lim f(z) = —o0;
r—a Tr—a
(3) Axo cy lim f(z) n lim g(z) peantu 6pojesu, onga je lim f(z) < lim g(z).
r—a T—a T—a T—a

Hoxa3. /Iupektno u3 teopeme 4.1 u Xajueose jiepununuje rpanuie pyHKIAje.

Teopema 10.15. Heka noctoju wynsba yKOAMHA Ta4ke @ CaAp>KaHa y AOMeHUMA (DyH-

kumja f, g n h n Heka 3a cBako x u3 Te okonuHe Baxn f(x) < g(z) < h(x). Ako noctoje

n KoHayHu cy u jegHakm lim f(z) m lim A(x), oHga nocTtoju n koHayaH je lim g(x) u
Tr—a Tr—a Tr—a

BaXu

lim f(z) = lim g(z).

T—a r—a

Hoka3z. I13 ynmennre /1a je HeKa IIyIJba YKOJIUHA TadKe @ CcaJpzKaHa Y JOMeHIMa
dbynknuja f, g u h cienn ga je a Tauka HaroMmaaBama cKynosa Dy, Dy u Dy, u na
3a CBAaKM HU3 (T )nen €TeMeHaTa cKyma [y KOjU TeKH Ka ¢ BayKM Jla 3a JTOBOJHHO
BEJINKO N CBAKH 4IaH TOI' HU3a Hpunaja cBakoM ox ckynosa Dy, Dy u Dy. Heka je
(Zn)neN HE3 3a KOJU BazKu

(8): (Vn e N)(z, € D, ~{a}) n

(r): limz, =a
V3 yumeHuIe ja nocroje, jga cy KoHadnu cy u jeaaku lim f(x) u lim h(zx)

T—a

T—a
1 3a CBaKH TaKaB HHU3 MOpPa Ja BazKH H

(m): lim f(x,) = A.

[Tpumenom Teopeme 4.3 na Hu3oBe f(x,,), g(r,) u h(z,), 3akmydayjemo ma je

lim f(z) = liin g(z).

T—a
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3. Tabjauuuu JgumMmecu
sin x

Teopema 10.16. lim =1.

z—=0 T
Hokaz. 3a 0 < z < § ymyrpammocT Tpoyria umuja cy Temena (0,0), (1,0) u
(cosz,sinz) je cajpkana u Kpy2KHOM ucedky (Kpyra ca nearpom y (0,0), mosympe-
unnKa 1) Koju oarosapa kpaliem Jiyky umje cy Kpajie Tauke (1,0) u (cosz,sinz), a
Taj KPYKHU HCEYaK je cajprkan y tpoyray guja cy temena (0,0), (1,0) u (1,tgx),
11a je HOBPIIMHA TPBOI' TPOYIJIA Makba O] HOBPIIMHE KPYXKHOT UCeYKa, KOja je ouer

Marba O/l IoBpIInHe Hajeher Tpoyriia, Tj.

simx _x _tgw
2 2 2
i . sin i

3 mpre mejennakoctu caequ ga 3a 0 < x < 5 Baxmu < 1, a w3 gpyre Hejen-

x

. 1 sin
HakocTn ciaeau ga 3a 0 < x < 7 Baxkm 1 < . .
cosr x
sin x
Hake, 3a 0 <z < 7 Baxkn cosx < < L
x
. : o sin(—x) :
Axko je =% < x <0, onga je 0 < —z < 7, na je cos(—x) < — < 1, a Tume je
—sinzx )
cosT < < 1. Bakmydyjemo 1a
—x
sinx
3a 0 < |z| < 7 Baxku cosz < < L

T

C ob3upom j1a je cosx HempekujaHa (pyHKIHja, BaxKuhe liH(l] cosx = cos0 = 1. Ilo
T—

Teopemnu 10.15 crean n1a je

. sinz
tiy = =1
O
. 1 x . ]' x

Teopema 10.17. lim (1+—)*= lim (1+ )" =e.

r——+00 €T T——00 T
Hokaz. /IupektHo u3 gedunuimje jumMeca GpyHKIHje U Teopeme H.5. 0
Teopema 10.18. liH(l](l +a)r =e.

T—

In(1

Teopema 10.19. lim u = 1.

z—0 €T
Hoxka3z. C o63upom ja je Inx Henpeknana dyukiuja (Teopema 9.16), Baxkn

lim In(1 + x)% = Inlim(1 + x)%.
z—0 z—0
Baro je
In(1
lim In(1 +2) = lim In(1 + x)% =Inlim(1 + I)% =Ine=1.
x—0 €x x—0 x—0
O
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3. TABJINYHU JINUMECHU

r—1
Teopema 10.20. lim — - = 1.
z—0 xT
In(1
Hoka3z. 7KemuMo ja mpuMeHIMO lirrcl)M = 1. Heka je g(t) = In(1 + ).
z— x

dynknuja g je MoOHOTOHA W HempekuaHa y tauku 0 u Baxku ¢(0) = 0, ma MoKeMo

upumenuru reopemy 10.13. Ako je g(t) = z, 1j. In(14+¢) = x, onua je e* — 1 = t.

Baro je
et —1 t , 1 1 1
lim =lim — = lim = =-=1.
250 T 0 In(1+¢) 0 In(1+1¢) y In(14+¢) 1
t tl—r}é t
[IpBa jemnaxoct caeau mo Teopemu 10.13, Tpeha mo Teopemu 10.5. 0
*—1 1 @—1
Teopema 10.21. lim r e lim % = .
x—1 1 — 1 x—0 €x
1 a_q aln(l+z) _ 1 In(1
g LED 2L e oL )
7—0 x z—0 o - ln(l + J}) x
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4. JIEBU 11 JECHU JINUMEC

4. JleBu u mecHU JIMMeEC

Hedununmuja 10.22. Heka je 3a ceako 0 > 0 ckyn (a — 4, a) N Dy HenpasaH n Heka je
g pectpukumja dpyrkumje f Ha ckyn (—oo,a)NDy. Ako nocrtoju ilg}lg(x) OHf1a 3a Hbera
KaXxeMo fAa je sumec pyHkumje f kag = Texm 6pojy a ca nese cTtpaHe n obenexxaBamo
raca lim f(z).

z—a—0

Hedunnnmja 10.23. Heka je 3a ceako d > 0 ckyn (a,a+6) N Dy HenpasaH u Heka je

g pectpukumja dpyHkumje f Ha ckyn (a, +00)NDy. Ako noctoju lim g(x), onga 3a rera
T—a

KaXXeMo Aa je nuMec yHkumje f Kap T Texu bpojy a ca gecHe cTpaHe u obenexxaBamo

ra ca xggriof(x).

Teopema 10.24. lim f(x) noctoju ako n camo ako noctoje lim f(z) m lim f(x)
T—a z—a—0 z—a+0

n jegHakm cy. Taga je lim f(z) = lim f(z) = lim f(x).
r—a z—a+0 z—ra+0

79



5. BE3A UBMETDLY HEIIPEKN/THOCTU ®YHKIINJE 11 JINMMECA

5. Besza nu3mely Henpekumuoctu dbyHKIHUje u JIuMeca
Teopema 10.25. Ako je f HenpeknaHa y Tayku @ N aKo
(V6 >0)3x € Df)(z #aAx € (a—6,a+9)),

onga lim f(z) noctojun n Baxn lim f(x) = f(a).
T—ra r—a
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[TOTJTABJBE 11
NzBoa dbyHKIHjE

1. U3Boa dyHKNHje: gedpuHUIMja 1 OCHOBHA CBOjCTBA

Hedunumuja 11.1. Ako je f geduHucana y HeKoj 0-OKOJIMHN TaykKe @ U aKo NOCTOju
o fla+t) = f(a)
1 KOHa4aH je lim
t—0 t
cyHkumnje [y Taukm a n obenexasamo ra ca f’(a), a 3a dyHkumnjy f kaxemo ga je

, OHZA 32 HEeroBy BPEAHOCT KaXXeMO [a je NpBu N3BOj

andpeperunjabunna y tadkn a. Ako je f pudepeHumjabunna y cBakoj Tadkm ckyna A,

oHAa Kaxemo fa je [ gudpepenuymjabunna Ha ckyny A.

Teopema 11.2. Ako je byHkLmnja grdpepeHumnjabusiHa y HEKOj Ta4KK, OHAA je HENPeKNAHA

y TOj TauKw.

Teopema 11.3. Ako cy f n g audepeHumnjabunHe y Taukm a, Taga:

(1) fg je andbepenunjabunna y taukn a v Baxn (fg) (a) = f'(a)g(a)+ f(a)g'(a).
(2) f + g je andpeperunjabunna y taukm a n Baxn (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).

o N | 1Y fla)
(3) Ako je f'(a) # 0, onga je ? andbepeHumnjabunna n Baxkn (?)(a) = _fQ(a)'

ITocaemuiia 11.4. Ako cy f n g gudpepenuymnjabunre y Tadkm a n o, f € R, taga:

(1) af + Bg je pndbepeHumnjabunna y Tauknm a 1 BaXu
(af + B9)'(a) = af'(a) + By (a).

(2) Ako je ¢'(a) # 0, onga je S andepeHynjabunta n Baxn
g

(z>' F(@)g(@) ~ fla)g/(a)

9

Teopema 11.5. Ako je g aucbepeHunjabunHa y Taukm a n ako je f andepeHuynjabunHa

y Taukn g(a), oHpa je n f o g andpepenunjabunHa y Tauko a u Baxn

(feg)(a)= f(g(a)) - g'(a).
Teopema 11.6. Heka f uma uHeep3 un Heka je f(a) = b. Ako je f gudepenunjabunna
y Taukn a n ako je f'(a) # 0, onpa je f~! gudpepenunjabunna y Tauku b n Baxn

(') = (@)
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2. M3BOJ ®YHKIIMNJE: I''TOBAJTHA CBOJCTBA

Jledununumjom m3B0a CMO HEKHM TadKaMa JoMeHa (GyHKIHje [ 10omennim HeKe
peastHe Opojese:
a— f'(a).

Ha Taj maunn je komcrpymcana dyHknuja Kojy hemo obenexkasaru ca [/ u unju

flz+1)

JIOMEeH je CKyI cBHX & € Dy 3a Koje IOCTOJH W KOHA4YaH je JHMeC lir% —
t—

Taxsa dyHkIuja MOXKe ajau HEe MOpa UMATU U3BOJ| Y HEKOj TAYKHU CBOI' JIOMEHA.

Hedunuumuja 11.7. Ako noctoju nssog dyHkumje f'y Ta4km a, oHfa 3a Hera Kakemo
pa je apyrm ussog dyHkunje [y Taukm a u obenexasamo ra ca f”(a). Cnnuno ce
AecuHnixe n-T n3Bog yHkumje fy Tadkm a:

14 9(a@) = (f) (@)

Teopema 11.8. Tabauma u3Boga

(1) Ako je f(z) = ¢, onga je f'(x) = 0.

a—1

(2)

(3) ) i

(4) Ako je f(z) =Inx, onga je f'(z) = e

(5) Axo je f(z) =sinz, oHga je f'(x) = cosx

(6) Ao je f(x) = cosz, onga je f'(z) = —1311195

(7) Ao je f(x) = tax, onga je f'(x) = — -

(6) Ao je f(x) = ctg, omaa e /() = —— ;-

. B : o1

1(z) iKo J.e f(z) : arcsinz, oHpa J.e f/(:p) ) —\/1_71562
(10) Ako J-e f(z) = arccosz, OHp,a-Je f(x) —ﬁ.
(11) Ako je f(x) = arctgr, onga je f'(z) = et
(12) Ako je f(x) = arcctgz, onga je f'(x) = —ﬁ.

2. NU3Boa ¢dpyHkmuje: riaodbaiHa CBOjCTBA

O mocebHOT MHTEpEca je n3ydaBarme GYHKINja 9Mji JOMEH je YHUja WHTepBaJIa
KOju MMajy Helpa3aH WHTEPUop.
Ha pame, ako He HarjiacuMo gpyradnje, JoMeH (OYHKIje je yHUja MHTEP-

BaJIa KOjU MMAajy HeIpa3aH WHTEPUuop.
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2. M3BOJ ®YHKIIMNJE: I''TOBAJTHA CBOJCTBA

Teopema 11.9. PepmaoBa Teopema
Ako f uma nokanHnm eKCTPeMyM Yy YHYTPaLLIH0j Ta4yKy AOMEHA G 1 aKO Y TOj TayKu

Ma NpBY U3BOJ, OHAA J& OH jefHaK Hynu.

Hoxka3z. IlpernocraBumo jga f y a uma jgokagsau MakcumyM. [lo nedununuju J1o-

KaJIHOT MaKCUMyMa, cJieJu jaa mocroju o > 0 TakBo ja je
(Vx € (a—d,a+9))(x #a= f(x) < f(a)).

Tana je 3a 0 < |t| < 0 nucnymeno f(a+t)— f(a) < 0, na je, no Tpehem memy reopeme

10.14, ncmymeno
e+t - S

t—+0 t

<0. (1)
Taxobhe je, no rpehem jiesty Teopeme 10.14, uciymeno

i flatt) — f(a)

t——0 t

> 0. 2)

fla+1) = f(a)
t

. Ilo Teo-

U3 aumwenune ga nocroju f'(a) caean ga nocroju lir%
t—

pemu 10.24 je

13 (1) u (3) cnenm ja je f'(a) <0, au3 (2) u (3) caeqn na je f'(a) > 0. daxie,
f'(a) =0,

CimaHO ce nocryna y ciay4ajy jga f y a JOCTUZKE JIOKAJIHU MUHUMYM. ([l

Teopema 11.10. PosoBa Teopema
Heka je f HenpukugHa Ha [a, b] n gudeperymjabunna Ha (a,b). Ako je f(a) = f(b),

oHAa nocToju Tayka ¢ € (a,b), Takea ga je f'(c) = 0.

Hoxka3z. Ilocroje aBe moryhnocru:
Leayuaj: (Vo € [a,0])(f(z) = f(a)).
Tana je f koncrantha Ha (a,b), ma je WEH U3BOJ, y CBAKO] Tauku maTepBasa (a,b)

jeTHAK HYJIA.

2.cayuaj: —(Vx € [a,b])(f(x) = f(a)).
Hexa je M = max f[a,b] n meka je m = min f[a,b]." Hbuxosa ersucrennuja cieau
u3 japyre Bajepmurrpacose Teopeme (teopema 9.11)

Ako je f(x) > f(a) 3a nexo x € (a,b), onga je M > f(a), na ce gocruze y rauku
pasmmauroj o a u b. Ako je f(z) < f(a) 3a neko x € (a,b), onga je m > f(a), na ce

JIOCTHZKE Y TAYKU PA3JTUIuTOj O a u b. Y ¢BaKOM C/aydajy, nocroju Tauka ¢ € (a,b)

'fla.b] = {f(2)|z € [a,0]}
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2. M3BOJ ®YHKIIMNJE: I''TOBAJTHA CBOJCTBA

y K0joj f mMma jokagan ekcrpemyM. Ilo @epmaoBoj TeopeMu, y TOj TAUKH je IIPBU

n3Box byHKIHje f jeTHAK HYJIH. 0

Teopema 11.11. KomiunjeBa Teopema
Heka cy f u g Henpukunge Ha [a, b] n gudpeperuyujabunne Ha (a,b). Ako je ¢'(z) # 0
3a cBako r € (a,b), oHga nocToju Tauka ¢ € (a,b), Takea ga je

f() = fla) _ f'(¢)

g(b) —g(a)  g'(c)
Hoxka3z. Ako 6u 6uno g(b) — g(a) = 0, ouma 6u nmo PooBoj Teopemu 3a HEKO ¢ €
(a,b) 6uno ¢'(c) = 0, mrTo je y cynporHOCTH ca ycaoBuMa Teopeme. [locMarpajmo
bynxmjy

M) = f(@) - fla) %@(w) ~ gla).

Ha ocuoBy nocienune 9.5, u3 nHenpexkujgnoctu dbyuknuja f u g Ha [a, b] 3ak/byayjemo
Ja je h menpekuana dynknuja ua |a,b]. Ha ocHoBy mociaemune 11.4, u3 gudepen-
nujabunoctu dbyukuuja f u g Ha (a,b) 3akmydyjemo jga je h audepeniujabuina
dbyuknmja va (a,b). C ob3upom fa je y3 To ucnymeno u aa je h(b) = 0 = h(a), mo

PosioBoj Teopemu caean na je h'(c) = 0 3a weko ¢ € (a,b). Onarne caean goka3

Teopeme jep je h'(z) = f'(x) — %g'(m). O

Teopema 11.12. JIarpan>koBa Teopema
Aka je h HenpukugHa Ha [a,b] n gudeperymjabunna Ha (a,b), oHga nocTojm Tayka

c € (a,b), TakBa pa je
h(b) — h(a)
b—a

= h'(c).

Hoxkas. Cieau aupektno u3 Komujese teopeme npumermene Ha f = h u g(z) =
x. U

Teopema 11.13. Ako je f'(z) > 0 3a cBako = € (a,b), onga je f pactyha Ha (a,b).

Hoka3z. JIoB/bHO je MOKa3aTH Jia 3a CBaKo T, Ty € (a,b) uz x1 < xo cienn f(x;) <
f(x2).

13 nudepennujabunnocrn dbyuxnuje f na (a,b), mo reopemu 11.2, cienn menpexu -
noct dbyuxkmuje [ wa (a,b). axne, na [r1,2s] je [ menpekmaua n wa (21, 22) je
f nudepennujadbunna. Onarie, npumeyjyhu Jlarpan:xoBy Teopemy, 3aK/byqyjemMo

JIa TIOCTOjU HEKO ¢ € (X1, Ty) TAKBO 1A je

f(xQ) — f(x1> _ f/(C).
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2. M3BOJ ®YHKIIMNJE: I''TOBAJTHA CBOJCTBA

C o63upom sa je, no yciaoBy teopeme, f'(¢c) > 0 u ga je x5 > x1, 3aKJBydyjeMo
na je f(z2) — f(x1) > 0. Kako 0BO pe3oHOBambe He 3aBHCH OJ M300pa Tavaka Ty U

To, 3aKJbYUYjEMO Ja 3a CBAKO T U Ty 3a Koje je a < r1 < Xy < b mopa Outu un
f(z1) < f(x2), Tj. na je f pacryha na (a,b). O
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