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1 Xta va	a znati

1. Ako je lim
n→∞

an = 0, onda va�i: an ∼ sin an ∼ tan an ∼ arcsin an ∼ arctan an ∼ ean − 1 ∼ ln (1 + an),

(1 + an)
λ ∼ 1 + λan, (1 + an)

1
an ∼ e , gde va�i an ∼ bn (n→∞) ⇐⇒ lim

n→∞

an
bn

= 1. Tako�e, koristi�emo qesto

i slede�e: an ≥ 0, bn ≥ 0, an ∼ bn (n → ∞), onda va�i da je i lim
n→∞

n√an = lim
n→∞

n
√
bn. Va�no je napomenuti

da pomenuta asimptotika va�i ako an i bn nisu identiqki jednaki 0.

lim
n→∞

n√
n = 1, lim

n→∞
n√
a = 1, gde je a > 0.

2. (Stirlingova formula) n! ∼ nne−n
√
2nπ, kad n→∞.

3. (Dvostruki faktorijel parnih brojeva) (2n + 2)!! = 2 · 4 · 6 · 8 · ... · (2n − 2) · 2n · (2n + 2). Lako se poka�e da
va�i (2n+ 2)!! = 2n+1(n+ 1)!.

4. (Dvostruki faktorijel neparnih brojeva) (2n+ 1)!! = 1 · 3 · 5 · 7 · ... · (2n− 3) · (2n− 1) · (2n+ 1).

5. (2n−1)!!
(2n)!! ∼

1√
nπ
, kad n→∞. (Pera ka�e da je dokazao na predava�ima, xto znaqi idite na predava�a).

6.
(
a
n

)
=a·(a−1)·(a−2)·...·(a−(n−1))

n! .

7.
(
1/2
n

)
=(−1)n−1 (2n−3)!!

(2n)!! , za n ≥ 2 (Lako se poka�e. Ko ne ume da poka�e nek do�e na konsultacije.).

8.
(−1/2

n

)
=(−1)n (2n−1)!!

(2n)!! , za n ≥ 1 (Lako se poka�e. Ko ne ume da poka�e nek do�e na konsultacije.).

9.
(−1
n

)
=(−1)n (Lako se poka�e. Ko ne ume da poka�e nek do�e na konsultacije.).

2 Neka tvr�e�a koja va	a znati

1. (Test divergencije) Ako je lim
n→∞

an 6= 0, onda red
∞∑
n=0

an divergira.

2. (Prvi poredbeni kriterijum) Ako je 0 ≤ an ≤ bn , tada va�i: ako red
∞∑
n=0

an divergira, onda divergira i

red
∞∑
n=0

bn , a ako red
∞∑
n=0

bn konvergira, onda konvergira i red
∞∑
n=0

an.

3. (Drugi poredbeni kriterijum) Ako je an ≥ 0 i bn ≥ 0 i ako je an ∼ bn (n → ∞) onda va�i: red
∞∑
n=0

an

konvergira ⇐⇒ red
∞∑
n=0

bn konvergira.

4. (Uopxteni harmonijski red) Red oblikaH(p) =
∞∑
n=0

1
np zovemo uopxtenim harmonijskim redom. Va�i slede�e

tvr�e�e: H(p) konvergira ⇐⇒ p > 1.

5. (Geometrijski red) Red oblika G(x) =
∞∑
n=0

xn zovemo geometrijskim redom i �egova suma je 1
1−x za |x| < 1.

6. (Integralni kriterijum) Ako je f(x) monotono opadaju�a i neprekidna funkcija na intervalu [k,∞) i ako

je lim
n→∞

f(x) = 0 tada va�i: red
∞∑
n=k

an konvergira ⇐⇒
∞∫
k

f(x)dx konvergira.
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7. (Dalamberov kriterijum) Ako je an ≥ 0 i lim
n→∞

an+1

an
= L onda va�i: ako je L > 1 , onda opxti qlan ne te�i

ka nuli pa red
∞∑
n=0

an divergira, a ako je L < 1 onda red
∞∑
n=0

an konvergira.

8. (Koxijev koreni kriterijum) Ako je an ≥ 0 i lim
n→∞

n√an = L onda va�i: ako je L > 1 , onda opxti qlan ne

te�i ka nuli pa red
∞∑
n=0

an divergira, a ako je L < 1 onda red
∞∑
n=0

an konvergira.

9. (Rabeov kriterijum) Ako je an ≥ 0 i lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= λ , tada va�i: ako je λ > 1 onda red

∞∑
n=0

an

konvergira, a ako je λ < 1 onda red
∞∑
n=0

an divergira. Rabeov kriterijum je korisno koristiti kada je L = 1

kod Dalamberovog ili Koxijevog kriterijuma.

10. Ka�emo da red
∞∑
n=0

an apsolutno konvergira ako konvergira red
∞∑
n=0
|an|. Va�i slede�e tvr�e�e: Ako red

∞∑
n=0

an apsolutno konvergira, tada on konvergira i obiqno. Ka�emo jox i da red
∞∑
n=0

an uslovno konvergira

ako on konvergira obiqno, ali ne konvergira apsolutno.

11. (Lajbnicov kriterijum) Ako je niz an monotono opadaju�i i ako je lim
n→∞

an = 0 , onda konvergira red
∞∑
n=0

(−1)nan

3 Stepeni redovi

1. Red oblika
∞∑
n=0

anx
n se naziva stepenim redom, gde je an proizvo	an niz i �egova suma se oznaqava sa S(x),

tj S(x) =
∞∑
n=0

anx
n.

2. Domen stepenog reda je uvek interval I koji je simetriqan u odnosu na x = 0. Domen mo�e imati jedan od
slede�ih oblika: I = (−∞,+∞), I = (−R,R), I = [−R,R), I = (−R,R], I = [−R,R]. Broj R ≥ 0 se naziva
polupreqnik konvergencije stepenog reda. Polupreqnik konvergencije mo�emo izraqunati na dva naqina:

R = lim
n→∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ ili R = lim
n→∞

1
n
√
| an |

.

3. Ako je R polupreqnik konvergencije stepenog reda, onda va�i da stepeni red apsolutno konvergira za
| x | < R, a divergira za | x | > R. Za x = R ili x = −R moramo posebno ispitati konvergenciju nekom od
metoda koje su ra�ene ranije.

4. Stepeni red mo�emo diferencirati i integraliti qlan po qlan, odnosno mo�emo "u�i" znakom izvoda ili

integrala pod sumu uvek kad je | x | < R, u zapisu: (
∞∑
n=0

anx
n)′ =

∞∑
n=0

an(x
n)′ =

∞∑
n=0

nanx
n−1 i

∫ ∞∑
n=0

anx
ndx =

∞∑
n=0

an
∫
xndx =

∞∑
n=0

an
xn+1

n+1 + C i ovi stepeni redovi imaju isti polupreqnik konvergencije R kao i

polazni stepeni red, s tim da im domen ne mora biti isti!

5. Maklorenov red neke funkcije f koja je beskonaqno puta diferencijabilna u okolini taqke x = 0 je stepeni

red oblika M(x) =
∞∑
n=0

f(n)(0)
n! xn i va�i lim

n→∞

f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn = 0, gde je θ ∈ (0, 1), za svako x ∈ (−R,R), a R je

polupreqnik konvergencije datog reda.

6. Neki va�ni primeri Maklorenovih redova funkcija (koje treba nauqiti napamet, a to se uqi kroz ve�bu,
a ne dan pred ispit-kolokvijum)

(a) ex =
∞∑
n=0

xn

n! , R = +∞, tj domen je I = (−∞,+∞)

(b) sinx =
∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+1)! , R = +∞, tj domen je I = (−∞,+∞)

(c) cosx =
∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)! , R = +∞, tj domen je I = (−∞,+∞)

(d) ln (1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 xn

n , R = 1, a domen je I = (−1, 1]

(e) (1 + x)a =
∞∑
n=1

(
a
n

)
xn, R = 1, a domen zavisi od taqke a ∈ R.
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