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CKpuITa - paJiHa Bep3uja

Yy KOHCTAHTHO] A0PaIH



Heo 1

OxkoJinHe



ITOTVIABJBE 1

OkoJnue

Hedunumnuja 1.1. V ypeheHom ckyny peanHux 6pojeBa OTBOPEHU WHTEPBaAN Cy WH-
TepBann obnuka (3a Heke a,b € R un a < b):

(_007 +OO), (—OO,CL), (CL, +OO) n (a7b)v
JOK Cy 3aTBOPEHMN MHTepBaan obnuka

(—00, +00), (—00,al, [a, +00) n [a,b).

OcuM BUX TOCTOje jOIT U HHTEPBAJIN KOJH HECY HH OTBODEHH, HU 3aTBOpeHu. To

€y TA9HO WHTEPBAJIH 00JIHKA
la,b) u (a,0].

Hamomena: —oo n 400 HuCyY peaaau 6pojeBu. Mu nx oBjie KOpHCTHMO Kao 03-
HaKe HAKO IOCTOje 00JIaCTH MaTeMaTHKe ¥ KOJUMA je 3TOJHO HOCMATPATH MPOIIHDEH
cky1 peannnx 6pojesa RU{—o00, +oo} rue ce ypehenom ckyiy peaanux 6pojeBa cMo
JIOAjy JIBa eJeMEeHTa H TO TaKO 13 je —o0 < x < +00 3a CBaKu peajan 6poj x. Y
TOM caydajy ckyll R U {—o0, oo} osnauasamo ca R 1 mocMarpamo caMo ypeheme
Ha BeMy, jep omepanuje cabupama U MHOXKEHha He MOXKEMO TPOAYZKHTH TaKo J1a
3a/pIKe ,,Jerna’ cBOjcTBa Ha KOja MO HaBHKIH y ckymy R ! Tpeba paszamkoBaTn
O3HaKy 100 07 03HaKe 0O, jep MocToje obJacTH MaTeMaTHKe y KOjHMa ce Pajaf ca
R U {00}, nakie ca peanunum 6pojeBuMa KojuMa ce He J0/ajy JBe Tadke, Beh camo

jeaHa Tadka.

Yumennna 1.2. KoHa4yaH npecek OTBOPEHUX MHTEPBANa je Wan OTBOPEH MHTEPBaN Uan
npasaH ckyn. [lpecek 3aTBOpeHUX MHTepBana je WM 3aTBOPEH WHTEPBaN WKW Npa3aH
CKym.

a je ycinoB ,,KOHa4aH HEONXOJaH V IIPBOj O OCODHHA, MOKa3yje MpUMeD HH-

1 1
repasa I, = [ 1 — — 2+ > 3a KOjy je Ipecek ﬂ I, =[1,2].
n n

nelN

Ha pHMEp, ¥ CKyIy penaHux 6pojeBa ako je 0 < x, ouna je x < 2z. Axo 6uCMO XTenH Ja TO
Baykil ¥ ¥ IPOIIEPEHOM CKYILY peiaHux Opojesa, oHna 6 Mopado 6utu +oo < 2(+o0). Cnuvno je
ca ocobuHOM Ja cBaku = = 0 uMa uHBep3 2 luga je (95’1)*1 =z kao u ga n3 0 < n <z cnegun
0 <z ! <n ! Hra 6u 6uno (+o0) ! u (—co) 1?7 IMomto je 0 < n < +0O HCHYIHEHO 33, CBAKH
npupoian 6poj n, ouga 6u creauno ga je 0 < (+oo) ! < n~! menymeno 3a ceako n, Ha GHCMO
MOpaJH A2 HMaMO OeCKOHAYHO MAaJy BEIMYHHY, HO3UTHBAH OpOj MamHu Of, CBUX ,,CTAHIApIHHX
MO3UTURHUX peasHuX 6pojena.
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Hedununmnuja 1.3. Heka je a € R. 3a oTBOpeHW WHTEpBaN KOjU CafpXWu Tauyky a
KaXkeMo fAa je okonmHa Tauke a. Ako je M > 0, onga 3a unvtepean (a — M,a + M)

KaxkeMo ga je M-okonmHa Tayke a.

Ako je M > 0, onga 3a uHTepsan (—oo, — M) kaxemo fa je M-okosmHa Tayke —oo,

a 3a unTepBan (M, +00) kaxemo aa je M-okonmHa Tauke -+ 0oo.

Ako je a € {—00,+oo} UR, onpa 3a M-okonuHy Tauke a n3 Koje je usbadeHa cama

Tayka @, KaXkemo ja je wynsba M-okonnHa Taudke a.

Haxkste, mymba M-0KoJIMHA Tadke —0O ¢ He pas3iukyje of M-okKojuHe Tauke —oo.
Camano, mymba M-oKognHA TauKe 400 ce He pa3iuKyje o1 M-oko/uHe Taduke +00.
3a 6ui0 Koju peasnun 6poj a, meHa myivba M-okonuna je ckyn (a— M, a+ M)~ {a}.
M-okomuny tauke a € R U {—oco, oo} hemo osnatasaru ca O(M,a). Llymsy M-
okosmHy Tadke a € R U {—o00,+0o} hemo osmagaBaru ca O(M,a). akie, ako
je a € R, ouna je z € O(J,a) exBusasentso ca 0 < |z —a| < 8, a z € O(4,a) je
eKBUBAJIEHTHO ca |x —a| < 0 . AKo je a = —00, onja je ¥ € O(0,a) eKBUBATEHTHO Ca
x € 6(6, a)ucaxr < —4. Camgno, ako je a = +00, ouja je x € O(J, a) eKBUBAIEHTHO
cax € 6(6,&) mcad <.

Hedunumnuja 1.4. Tauka a je:

(1) yHyTpawra Tauka ckyna A, ako je cagpxaHa y A 3ajefHO ca HEKOM CBOjoM

O-OKOSIMHOM

(2) je Tauka HaromusiaBarba cKyna A, ako y CBaKoj LyNJboj 6-okonuHu bpoja a nma

eneMeHata ckyna A.






Ieo 2

HuszoBu



ITOTJIABJBE 2
HuzoBu: nedunnunmmja

Hedbunnnmja 2.1. 3a npecnukasatbe koMme je gomeH Ny, N uam N~ {1,2,3,...k}
(3a Heko k € N) kaxemo fa je Hu3.

YMeCTo 13 KayKeMo J1a je KOJOMEH YOUeHOT HI3a je CKYI MaTpuIia (CKYI BEKTODA,
ckyn (pYHKIHja, CKYII PeaJHux OpojeBa, CKYIl MPUPOIHUX OpojeBa, CKYI KOMILIEK-
cHux 6pojesa ...), demhe KaXKeMo Ja je y MHTamy HU3 MATpPHIA (BeKTopa, QyHKIH]ja,
peanHux 6pojeBa, IPUPOAHUX OPOjeBa, KOMILIEKCHUX 6pojeBa ...). 3a HH3 peajHux
OpojeBa decTo KaykeMo Ja je peasan Hu3. lako je yobuuajeno na 3a (QyKHKIHje
KopucTuMo o3Hake [, g, h, F', G, H, fi, f>..., peanne Hu30Be demhe o3HAYABAMO Ca
a, b, ¢, d, x, y u ymecro a(n) MUIIEMO Gp,. 3a ¢; KayKEMO /& je IIPBU WIaH HU3a, 38
(2 KayKeMO J1a je APYrH 9iaH HE3a UTA. Kajga 3a NpoOMeH/BHBY N 3a/1aMO G, OHJIA

KayKeMo /13, je @, ONIITH 4wiaH Hu3a. YyMecro a @ IN — A nuimemo (ay, )new Wik camo

HABOUMO OIIIITH WIAH (.
Y HacTaBKyY TEKCTa KaJ| KaykKeMo ,,HH3 , MUCJAUMO Ha DeaJiaH HU3, OCUM aKO JIPy-

ravdnje He HaIJTaCHMO.

Axo je ap, au3 ca gomenom N~ {1,2,3,... k}, onga je ca b, = a1 nedununcan
Huz ca gomenom IN. C o063upoM Ha Ty Be3y, JOBOJ/BHO je M3YyYaBATH HU30BE Ca,
noMenoM N. VY HACTaBKY TEKCTa KaJ KaxkeMo ,,HH3”, aKo JIpyraduje He KayKeMo,

MHCIAMO Ha HHU3 KoMme je momen IN.

Hedbunnnmja 2.2. 3a Hu3 (a,),en KaxkeMo fa je pacTyfin ako a,, < a,y1 BaXu 3a
ceako n € IN. Ako a, < a, 1 Baxn 3a ceako n € IN, oHga Kaxemo fAa je HU3 (an)nen
Heonagajyfin n KOpUCTUMO O3HaKy a, . CAWYHO, aKO a, > a,;1 BaXKW 3a CBaKO
n € IN, oHga kaxeMo fa je HU3 (a,)nen Onagajyhin, a ako @, = (1 BaXMN 32 CBaKO
n € IN, oHga KaxeMo aa je HU3 (ay,)nen Heonagajyfin n kopuctuMo osHaky a, \,. Hus

J€ MOHOTOH YKONMKO je HepacTyhn nam je Heonagajyhu. Hus je cTporo MOHOTOH YKONMKO

je pactyhun nnn je onagajyhun.

Ounriie o, cBaku pacTulin HU3 je yjenHo u Heomagajyhiu u cBaku onasajyhun

HH3 je yjeaHno u Hepacryhu.

IIpumep 1. Heka cy a, =2n— 1, b, = (—1)"n u ¢, = max{10 — n,2n — 1}. Tazna
je ap < Qpy1 €KBUBAJEHTHO ca 2n— 1 < 2n+ 1, a tume u ca 0 < 2. Jlakie, 3a cBaKn

HpUPOJaH 6POj N je UCIYHEHO Gy, < Gni1, 1A je Hu3 (ay)nen pacTylin.



Ba Hu3 (b, )peN BaKM /13 je CBaKU HEIAPaH YiaH HEraTHBAH U CBAKHU IIAPaH 4IaH
no3utuBaH, na b,,1 < b, He Baxku 3a cBakW Henapan n u b,y > b, He Baxu 3a
ceaku 1mapad n. Jakne (b, )nen Huje HE Heonanajyhu vHu Hepacryliu.

Kako je n > 4 pememe nejegnadune 2n—1 2> 10—n y ckyny npupojinux 6pojesa,
TO je 3a n 2> 4 HcnymeHo 1a je ¢, = 2n— 1, a3an < 3 je ¢, = 10 — n. Baxn
=9 c=8ucs=7mnajeci 2co=2csncy <5< <oy < ..., Jakie, Huje
HCIYEEHO ¢, < Cpy1 3a cBako n € IN (Huje ucnymeno ¢ < ¢ HE ¢y < C3), Ma HEA3
uuje pacryhu. Amu je ¢, < ¢,y1 UCIYEEHO 32 cBako n > 4, na 6u #u3 6uo pacryhn
JIa TO ,,He KBapH HEKOJuKO npBux 4ianosa’. To je cymTuHCKa pasjnka u3Mehy
H130Ba (by)nen U (Co)nen. AKO HE3Y (Ch)nen O0AIMMO KOHAYHO MHOIO 4IAHOBA,
oH lie mocraru pacryhu, nok Hu3 (b,)necn Hehe mocrarn Hu pacryhn Hu onajajyhu
OCHM aKO He 016armuMo 6ECKOHAYHO MHOTO EheIOBHX WIAHOBA (KOHKDETHO, WU Ja
obAIMO CBe TTapHe WK 13 0J0aluMO CBe HelapHe) 3a HU30Be Kao mTo je (¢,)nen

YBOJIIMO HOBY JeDUHHUIH]Y.

Hedbunnnuja 2.3. 3a Hus (r,).en Kaxemo fa je (ctporo) pactyhin 3a goBosbHO Be-

Ko 1 mam ga je (cTporo) pactyhin noueBLn of HEKOr Ny aKo NOCToju npupogaH 6poj

No TaKaB fa X, < Ty BaXW 32 CBaKO N = ny. CANMYHO ce AebuHMwwy NOJMOBU HM3a
Heonaaajyher 3a JOBO/LHO BenUKo 1, (CTporo) onagajyfier HU3a 3a JOBOBHO BEMO 1 1

HepaCTyher HW3a 3a JOBOJbHO BEAWNKO 7.

YouInTeHo, ako 3a Hu3 (Ty)neN BaXKH HEKa OCOOHMHA 3& CBE CEM E€BEHTYaJIHO KO-
HAYHO MHOTO NPUPOIHEUX GpojeBa 7, OHJI3 KaXKeMO Ja HU3 (Tp)neN UMa TY OCOOUHY

3a JOBOJLHO BCJIHKO 71 HJIHM IIOYEBIIIHN O HEKOI' 1g.

Hedbunumnuja 2.4. Ako je m < a, UCNyH€eHO 3a CBe MpupoaHe OpojeBe n, OHAa

KaXkeMo Aa je Hu3 (a,)neN OrpaHuyeH 0fo3a0 6pojem m nam fa je orpaHu4eH ca jo-

tbe CTpaHe bpojem m. Kaxemo aa je HU3 (a,),eN OrpaHUYeH OfO3[0 WAW [a je OrpaHu-

YEH Ca [IOHb€e CTpaHe aKo je OrpaHuYeH 0fo3f0 Hekum bpojem. CnaudHo, ako je a, < M
WCMYHEHO 33 CBe NpUpoAHe bpojeBe 7, OHAA 33 HN3 (Gy )neN KAXKEMO Aa je OrpaHuyeH

of03ro 6pojem M wnnw pa je orpaHu4deH ca ropre cTpaHe b6pojem M. Kaxemo pa je HU3

(@n)neN OFpaHMYeH OJO3rO WM Aa je OrpaHUYeH Ca ropkbe CTpaHe aKo je OrpaHnyeH

0[l03r0 HEKOM bpojem.
Ako noctojn K € (0, +o0) Takso ga je —K < a, < K ncnyrweHo 3a CBe npupogHe
6pojee 1, OHAA 3a HU3 (G, )neN KAXKEMO Aa je orpaHude bpojem K. Kaxemo pa je

HU3 (), )peN OFPAHUYEH AKO je OrpaHuMyeH HeKuM bpojem.

OunrieiHO je j1a je HU3 OrpaHMYeH aKO W CaMO aKO je OTaHH4YeH Ca JOHme U
ropme crpane. Axo mocroje m u M takBu ma je m < a, u a, < M um ako 3a K
u3abepemo max{|m|,|M|}, onna he Baxkurn —K < a, < K u o6pHyTO, aKO BayKu
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—K < a, < K nako3amu M nzabepemo pegom 6pojese —K u K, onja he Baxkurn
m<a, " a, <M.
Y aeduHUNTjE OrpaHUYEHOT (Ca JOHE, €A TOPEHe) CTPaHe CMO CBY/, YMECTO < H >

MOIJIH CTABUTH < M 2 U JA00Wan 6HCMO €KBUBAJICHTHY J1ehUHHITH]Y.

JIema 2.5. Ako je HU3 Heonagajyhun 3a JOBOJBHO BEAMKO 7, OHAA j€ OrpaHnYeH 080340.

AKo je HU3 HepacTyhmn 32 JOBO/LHO BENMKO 7, OHAA J& OrPaHU4YeH OAO3ro.

Caa hemo Ha mpuMepy HEKOJIMKO HH30Ba WJIYCTPOBATH Pa3HA CBOjCTBA HH30BA.
n+ (=1)” ) 2n(—1)"
— by =n—n°, ¢, = ———
n n+1
o Teopeme 2.21, Kaa cmoMeHeMO HU30BE d,,b,,C,,d, 1 Y, MHCIAMO HA

— n -
To ¢y aus3oBH a, = d, =n'""V"uy, = sinn.
2 .

YIpaBO HaBeJeHe HI30Be.

-1 3 2 5
[TocmaTpajMo Hajupe HU3 @, = m Baxun a1 =0, a0, = -, a3 = —, ay = —,
n 2 3 4
BT SO SN (U (11O ([ (1]
as — 5 Qe — 6’ a0 — 107 ain — Tk aio0 — 100° aior — 101 a1000 = 1000 "

AKO ce OBH 4WIAHOBH 3AlUILY YV JACHHAMAJTHOM OOJHKY HJIH aKO C€ HAIpTajy Ha
OpOjeBHOj OCH JIAKO ce NMPHUMETH Ja ce rpymnuiry oko 6poja 1. /lakie MHTYHTHBHO
je jacHO 1a ce WIAHOBH HHU33 HEOTPAHWYIEHO NpuOamkapajy opojy 1. Camdno je
HHTYHTHBHO jacHO Ja Hu3 b, = n—n? HeorpaHIYeHo Olla/1a U Ja 61 Herosn wWiaHOBHI

jeJIMHO MOLJIH Ja e IPYIHILY OKO —00, Kaja 6iucMo Ha peasiHe GpojeBe j1ojaiu — oo
(=D)"2n

n+1
npubInzKaBajy HUTH HEOIDAHUYCHO PACTY WJIM HEOI'DAHUYCHO OIaJajy jep ce mpaHu

1 Jla 3a HA3 ¢, = He 1ocToju 6poj KOMe ¢e CBH YIAHOBH HEOIDAHHYEHO
LIAHOBH TPYIHINY OKO Opoja 2, a HemapHH oko Opoja —2. 3a mapHe OpojeBe N je
d, = n ¥ MHTYUTUBHO j€ jaCHO je Ja NapHu WIaHOBH HH33 (d,),eN Texke Ka +0o.
3a memapue 6pojese n je d, = % U WHTYUTHBHO je jacHO Jla ce HelapHHU YIAHOBU
133 (d,)nen Tpynumy oko 0. Yupaso y ToMm ,,uHTYUTHBHOM” je npobsem. IIpsu
npobJieM je y TOMe MITO IIOCTOjeé HU30BH KO/, KOJUX HHUje TaKO JIAKO UMATH HHTYHIU]Y

qemy Texke. Ha npumep, Hu3oBn

e i ! sinn
n — n Y, =
n+ 1 Y

33/1a]y 3HATHO KOMILTMKOBAHUJH 33JaTaK UHTYHUIUJH 110 TUTAKY /I3 JU Ce TPYIANLY

OKO HEeKOT Opoja WM HeOIDAHHYEHO PACTy WJIH HEOTPAHIMYEHO OMaJajy WIH He IO-
croju enement ckyna R U {—o0, 00} 0ko Kora ce cBu WwiaHOBH rpynumy. Ipyru
npobJieM je y TOMe HITO HHTYHIUja MOXKE Ja MOIPelIH, 11a je HoTpeOHO HApPaBUTH
HpeuU3Hy JeUHININ]Y OHOTA IITO je HPUMEDY HE33, (), )peN HHTYHUTHBHO JACHO U IITO
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ra u3aBaja o Hu30Ba (0, )neN, (Cn)nen 1 (dy)nen. JeHO pe3oHoBame 61 MOLIO 6UTH
ciuenehe: |, HeorpaHu4eHo” y HHTYUIUjH J1a C€ HA3 (U, )neN HEOIDAHHYIEHO IIPUOIH-
JKaBa Ka, | MOXKeMO 13, OIIPaIBAMO THME IITO Ma, KOJTHKO MAJIO PacTOjame n3abepeMo,
MoxkeMo Hahu wiaH Hu3a (G, )neN HA PACTOjarby 0J Tauke | MameM o1 n3abpaHor.

Ta ce ynIbeHHIA MOXKe HCKA3aTH U HA caenelin HadnH:

3a cBako M > 0 nocroju n takBo 1a je |a, — 1| < M wuin, eKBUBAJEHTHO, /& Ce 3a

ceako M > 0 moxe nahu n takso ja je a, € (1 — M, 1+ M).

OBaj yciaoB je oumnieaHo HOTpebaH, aln HEje TO0BO/baH jep W 3a cBako M > 0
moxkemo Halm n TakaB ja je a, € (% - M, % + M); KOHKpeTHO, 3a n = 2 TO BaxKu
jep je as = %, a HU3 Gy, 110 HAIIO] MHTYUIU]H, HE TEXKH Ka % Beh ka 1, Tj. oko 6Gpoja

1 ce TpymuIIe 6eCKOHAYHO MHOTO FbHX, JOK Ce OKO Opoja 2 me rpymmmy, Bell je canmo

2
je/laH 4iaH HU3a jeJHaK % Cramano, 3a cBako M > 0 moxkemo Hahm n Takap 1a je
a, € (% —M, %JrM) jepje as = % ZKesnmo 1 OnuImeMo Ja ce 4WIaHOBH HE33, (4 )neN
cBe Buie npubankaBajy 6pojy 1 u ja ux mMa 6eCKOHAYHO MHOIO, HE CaMO jeldaH
(kao y caydajy wiaHa ap u 6poja %) WU KOHAYHO MHOTO BHuX. OHO HITO Pa3IuKyje
o6pojese % u % o1 6poja 1 kaja je y nuTamy HEOIDAHHICHO HPUOINKABAE WIAHOBA
HE33 (An)neN HEKOM 6pojy je, uamehy ocranor dumeHnna jaa 3a csako M > 0y
uareppagany (1 — M, 1 + M) uma 6eCKOHAYHO MHOTO WIaHOBA HU3A (Gp)neN JOK Y
(3—M,3+M)u (32— M, 32+ M) rema 6eCKOHATHO MHOTO 1/1aHOBA HE3A (G )neN.
[Ira Buire, 3a 6m10 kKoje a = 1 mocroju veko M > 0 (na npunvep M = Lg”) TaKBO
na ce y uarepBany (a — M, a + M) Hana3n HajBHIle KOHAYHO MHOIO WIAHOBA HHU3A

(@n)nen. 3aTO HOIPaB/HaMO YCJIOB Ha ciejielin HauuH:

3a cBako M > 0 nocroju 6eCKOHAIHO MHOrO OpojeBa 1 TakBHX Ja je |a, — 1| < M
WIH, €KBHBAJEHTHO, 1 ce V ¢Bakoj M-okonunu Tadyke | Ha/a3un 6€CKOHATHO MHOTO

9JIAHOBA HU3A (U )neN-

OBaj yciioB je norpebaH, aau Huje noBo/baH. Hbume cMO HeTUMUATHO OLUCAJH ,, TOMH-
Jlame” WIaHOBa HHU3a OKO Opoja 1, aau ce HucMo 06e36e uan 1a je 6poj 1 jequnu ca
TOM OCOOUHOM, IITO Y CJAYYA]Y HU3A (U )neN OUUIVIETHO BAXKH. 33 PA3JIUKY OJ HU3a
(@n)neN ¥ KOME Ce YIaHOBH HU3a ,,TOMIIAJY” OKO jejiHe TauKe, HU3 (Cn)neN UMA JIBE
TakBe Ta4dke. Y cBakoj M-okonumHu Tadke —2 Hajaa3u 6€CKOHAYHO MHOTO WIAHOBA
HE33 (Cp)pen M Y CBaKOj M-oKoJnHE Tauke 2 HaJa3d GECKOHAYHO MHOIO YJIAHOBA
HE33 (Cp)neN, @ 38 HE3 (Cy)peN HE MHCJIMMO JIa T€XKH 6POjy —2, HUTH MHCJIHMO I3
rexkn 6pojy 2. Curyanmja je jour ropa Kajia ce nocMmarpa Hu3 (Y, )nen. 113 ocobuna
CHHYCA CJIeJH /13 Kako roj uzabepemo 6poj r € |—1,1|, y cBakoj M-okonunan 6poja
7 uMa GECKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (Yn)nen. OBa HHTYHIHjA ,, HALOMEIJIABAHA

3acayKuje 1a ce popMasinzyje.
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Hedunumuja 2.6. Heka je a € R. Kaxemo pga je a Tauka HaromunaBarba HU3a

(Zn)nen aKo ce 'y cBakoj M-okonnHM Tadke ¢ Hanasm 6eCKOHAYHO MHOMO 4J1IaHOBA HK3a

($n)n€N-

Bpoj 1 je jeauHa Tauka HATOMUIABAMEA HU3A (Un)neN. 38 PA3IHUKY O TOrA, HA3

(Cn)nen MMa JBE TauKe HArOMUIJIaBHamWa. 1o cy —2 u 2.

JIema 2.7. (1) Ako je Hus (x,)ncn Heonagajyhin 3a JOBOJBHO BENKO 1, & MY j€ Tauyka
HaromMunaeara n b < a, oHAa b He Moxe BUTKU Tayka HaromMuaaBara HKU3a (Xy )neN.
(2) Ako je Hu3 () e HepacTyhin 3a JOBO/LHO BENNKO 1, G MY j€ Ta4Ka HaroMunaBarba

u b > a, oHga b He MOXe BUTM Tayka HaroMUNaeara HU3a (T, )nenN.

Hoxkas. (1) Hexa je M = %% Tana cy M-oxonune rataka a u b IuCjyHKTHe.
Heka je ng muaumym ckyna {n|z, € (a — M,a + M)}. C ob3upom na je Hu3
(xn)ne]N Heonagajyhu 3a cBako n > ng, Baxuhe T, = Tpn,. OBO, y3 YHBEHYIY 12
je Tny € (a— M,a+ M), na je b < a u na cy M-okonune Tadaka a u b JucjyHTHE
(rj. b < b+ M = a— M < a), 3a nocjaeauiy jaje aa 3a CBako n > ng WiaH
T, HEe MOXKe 6utn y M-okonuan tadke b. lakime y M-okonnan Tadke b je HajBuIle
KOHAYHO MHOI'O Ta9aka HU3a (T, )neN, 18 b He MOXKe OUTH TauKa HArOMUIABAA HU3a,

(Zn)nen. Jdpyru geo jgeme ce CIMYHO JI0KA3Yje. O]

JupekTHa HOCJeUIA HpeTXo/iHe JeMe je caenehe TBpheme.

Teopema 2.8. MoHoToH (32 BOBOJBHO BE/IMKO 71) HU3 HE MOXE UMaTW BULLE Of jefHe

TavyKe HaromMmmnaBaka.

Hoxka3z. CsobhemeM Ha KOHTPaUKIH]y NeMO IOKa3aTh /3 MOHOTOH HH3 (X, ),eN HE
MOKE MMATH BHIIE O] je/IHe TAUKa HATOMIJIABAMKA. 3aTO, MPETIOCTABAMO 13 Cy C U
d Tauke HArOMUIABAA HU3A (Tn)neN U J1a je ¢ > d. Ako je Hu3 Heonasajyhu, oHna
o geny (1) meme 2.7 3a a = cu b = d, cieau na d HEje TauKa HATOMIJIABAHA, IITO

jé y IpoTBpeYjy ca MPeTIOCTaBKOM Jia €y U € U d Tadke HArOMHUJIABAIbA.

Ako je uuz mHepactyliu, onjga o geay (2) jgeme 2.7 3a a = d u b = ¢, ciaenn jga
C HUje TadKa HarOMIWIaBamba, ITO je V MPOTBPEYjY ca MPEeTHOCTABKOM JIa CY U C U
d Tauke HaromMmiaBama. Jlakie, IPETIOCTaBKA Jia HU3 UMa BHUIIE O jeJHE TadKe

HaroMujIaBamba je HeOP/KUBA. U]

Bparumo ce Ha HEH30Be u3 puMepa. Jlak/e, Tadke HArOMUIABAKbA HA3A (Cy)neN
cy TauHo 6pojesun —2 u 2, 10K je |—1, 1] ckyn radaka HaroMuiaBamba HE3 (Y )neN.
3a pas/muKy o1 BbHX, HU3 (Gy)neN UMa TATHO jeJHY TAYKy HaroMmiaBama 1. Moxkemo
3aKJ/bYYHTH JIa je VCJIOB /3 HU3 MMa CAMO JeJHY TadKy HArOMH/IABamba IOTpebaH /13
6UCMO PEKJIH J1a HU3 TeXKU TOj TAYKH HaroMuiasama. ako npumep HE30Ba (@, )neN,
(Ch)neN B (Yn)neN CYPepUILe Ja je Taj YCIOB JO0BOJbAH, KaJla ¥V aHAIU3Y IIpobIeMa
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VKJBYIuMO HU3 (d,)peN BEIUMO J1a TO HUje JoBo/bHO. Hamme, ako je n Henapan 6poj,
nakie obsmka 2k — 1 3a mexo k € N, onna je d,, = dop_q = qu Heka je M > 0.
YeaoB dog—y € (—M, M) je ekBuUBaJIEHTAH YCJIOBY qu < M, a Tume n ﬁ + % < k.
Kako mociemy Heje THAKOCT 33,70BO/baBa OECKOHATHO MHOTO IPHUPOJTHEX Opojesa k,
a 3a cBaku Takap 6poj je dox—1 € (—M, M), 3ak/bydyjeMo Jia HOCTOjH GECKOHATHO
MHOro 4ianoBa HU33 (d,)nen KOju ¢y y M-okosnnu tauke 0. Kako To Baxku 3a
cako M > 0, 3ak/byayjemo ja je 0 Tauka Haromunabama Hu3a (d,).en. Huje Te-
IIKO MIPUMETHTH JIa 33 CBaKHU JIPYTH peasiai 6poj a noctoju meropa M-oKoanHa Koja
CaJIpXKK HajBUINE KOHAYHO MHOIO WiaHOBA HU3A (d,)nen. dakie, Hu3 (d,)pen UM
TATHO je/IHY TAYKy HATOMIJIABAMA U TO je HyJa, ajdu He Moykemo pehn ma Hu3 Te-
JKH HYJIM KaJ] Ha [MaMeTH MMaMo Jia ce HapHU 4IaHOBH HH3a yjasbaBajy oi 6poja 0.
Jlakje, onmucaadm cMO KaKO TAYHO JIa PA3/JUKYjeMO HH30BE Kao IITO je (dn)neN O
HH30Ba Kao IITO CY (Cp)neN B (Yn)neN, AJIH JOUI HHCMO ONUCAJH KAKO TA4HO I3
Pa3JIMKYjeMO HH30B€ Kao IITO j& (U )nen O HH30BA Kao 1TO je (d,)nen. TakBy
CUTYAIUjy MOXKEMO IOINPaBUTH THMe ImTo hemo pehn jia ce BaH cBake M-okojnHe
6poja | HaTa3H HajBHIIEe KOHATHO MHOTO WIAHOBA HE32 ((y,)pen.. OBakba (opMy.Ta-
1{ja ¥ MOTIIYHOCTH OIHMCYje HHTYUTHBHY NPEJICTABY KA/ HEKH HU3 TEXKH Ka HEKOM
6pojy u HU3 (U )neN PA3/Baja OJl HU30BA KAO HITO €Y (Cp)neNs (Un)neN, (dn)nen 1
(bn)nG]N-

Hedbunnnmja 2.9. Kaxemo ga Hu3 (1, ).cn TeXM 6pojy a € R unm ga koHeeprupa ka
a € R, ako ce BaH cBake M-okonnHe 6poja a HanasW HajBULLIE KOHAYHO MHOFO YJ1aHOBA

HU3a (X,)nen. Kaxemo u ga je 6poj a AUMMeC Wan rpaHnuLa AW FPaHUYHA BPEAHOCT

HU3a (T,)nenw W NUwemo limz, = a. Y Tom cayyajy kaxemo aa je Hu3 (T,)nen

KOHBEPreHTaH. 3a HU3 KOjU HWje KOHBEPreHTaH, KaXkeMo Ja je [UBEpPreHTaH.

Hamomena 2.10. EksuBaneHTn gedpuHuynje lima, = a cy:

e 3a ceako M > 0 noctoju ny TakBo fa je a, € G(M, a) Kag rog je n > no,
e 3a ceako M > 0 noctoju ny Takeo ga je a, € (a — M,a + M) kag rog je
n > ng,

e 3a ceako M > 0 mocToju ng Takeo ga je |a, — a| < M kag rog je n > ng.

Horamuja 1. Ocum o3Hake lim a,, = @, KOpucTe ce jOII O3HAKE:
e a, —a,
e lim a,=a,

n——+oo

e a, — a, n— +toon
e G, — «

n—+00

Hapasno, taza hie y cakoj M-okomuse Gpoja 1 GuTH GECKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HH33 (an)nen.
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IIpumep 2. (1) Bpoj a je rpanuna HE3a KOME je CBAKHU WIaH jeHAK 6pOjy a, Tj.
lima = a. 3ancra, Kako je 3a CBAKO N HCIYEEHO T, = @, OHJA C€ Y CBAKO]

M -okonuau 6poja a HaJa3e CBU WIAHOBH HEU33 (Tn)nen, Ha je limx, = a.
(2) lim% — 0. To caemu u3 dumennne ja 3a csako M > 0, HocToju’ HIPHPOIAH

6poj ng > ﬁ (no Mozke 6uTn 6u0 Koju mpupogan 6poj selin o7 [ﬁ]) Axko
1

je v, = -, onga je 0 < x, < M mCmymeHo 3a CBaKO 1 > ng, la Cy BaH
M okonune tauke (0 caMO HEKH OJ {T1, T2, X3, ..., Tpn,}. JlAKIE, 33 CBAKY
M-okonuny tauke () Baxku Jia je BaH b€ HAjBHUINE KOHAYHO MHOIO 4JIaHOBA
HE33 (T, )neN, WTO 110 AeduHumjr 3Ha4n 12 je limx, = 0.

(3) lim(a+ %) = q. CIM9HO KA0 MAJIONpE, U3 YHHEHUNE 18 3a cBako M > 0
OCTOjU IPHPOJAH Gpoj Ny > 7, 3aK/byIyjeMo 1a |z, — a| < M kaz rox je

n > ng, mro no gedununujun (Hanomena 2.10) 3Hadn ga je limz, = a.

Huje remko dopmyucaru cBojctBo koje he uuzose (b, )nen u (b))nenw T1€ je

b, = —b, 3a cBako n € N, pasauxoBaTu o1 HU30BA (G )neN, (Cn)neN, (dn)neN H

(yn)nG]N-

Hedbuunnmja 2.11. Kaxemo ga je +00 rpaHnya Hu3a (X, ),en MM a je oo aumec
HU3a (T, )neN WAM A3 X, TeXM Ka +oo n nuwemo limx, = +00 ako ce BaH CBake
K-okonuHe Tayke 00 HaNa3mM HajBULLIE KOHAYHO MHOTO YNaHOBa HM3a (T, )nen.

KaxeMo fa je —oo rpaHuua Hu3a (T, )new WAKM A je —00 AUMEC HU3A (Xp)neN WK
Ja T, TeXW Ka —o0 U nuwemo lim x,, = —00 ako ce BaH cBake K -OKOMMHE Tauke — o0
Ha/Ia31 HajBULLIE KOHAYHO MHOMO Y4aHOBa HM3a (T, )nen. Y CAyHajy Kafa je x, TeXn Ka

+00 NAN T, TEXN Ka —00 KaXeMOo Aa HU3 (T,)ncn OApeheHo guseprupa.

Hamomena 2.12. EkBuBaneHT geduHuynje limz,, = +oo je:

e 3a ceako M > 0 noctoju ny TakeBo Aa je a, € G(M, +00) Kag rog je n > ng,
e 3a ceako M > 0 mocTojn ng Takeo ga je a, € O(M, +0o) Kag rog je n > ng,
e 3a ceako K € R noctoju ng TakBo ga je x, € (K, +00) Kag rog je n > ng, Tj.
e 3a ceako K € R noctoju ng Takeo fa je x, > K kag rog je n > nyg.

CnnyHo, ekBuBaneHT gecbunnymje limx, = —oo je:

e 3a ceako M > 0 noctoju ngy Takeo fa je a, € G(M, —00) Kag rog je n > ng,
e 3a ceako M > 0 noctoju ng Takeo ga je a, € O(M,—o0) Kag rog je n > ng,
e 3aceako K € R noctojn ny Takeo ga je x, € (—oo, K) kag rog je n > ng, Tj.
e 3a ceako K € R noctoju ng Takeo fa je x, < K kag rog je n > nyg.

ITpumep 3. (1) limn = +oo. Heka je x,, = n. 3a caxo K mocroju® npupojian

6poj ng > K (ng moxke 6urtu 6mio koju npupogan 6poj sehu ox [K]). Taza

2 A pXEMEIOBO CBOjCTBO
3 A pXEMEIOBO CBOjCTBO
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3a CBaKO N > ng Baxu K < x,, mro no nebununuju (Hanomena 2.12) snaqu
na je limx, = 4o0.

(2) lim(a — n) = —oo. CaAu4HO KAO y MPETXOTHOM TPUMEPY, TO CJAETH U3
YUBCHATE J1a 33 cBako K mocroju mpupojgan 6poj ng > a — K. Tana,
aKO O3HAYMMO Ca T, HU3 @ — N, 3 CBAKO N > Ny BaXH T, < K, mro 1o
nedbununuju (Hanomena 2.12) 3naqdn ga je limx, = —oo.

(3) lim(a + 1 — n) = —co. Heka je K 6o koju peanan 6poj u Heka je ng >
la+1—K]|. Akojen > ng, tamajen >a+1— K, najea+1—n < K, mro
yv3a++—n<a+l—nmjeat:—n<K,1j. z, < K. Saxmyayjemo

na je limx, = —oo.
Caesieha Teopema objeumyje medunniyje 2.9 u 2.11.

Teopema 2.13. Heka je A € {—o0, +oo} UR. Taga je limx,, = A ako n camo ako ce

BaH CBaKe OKOMMHe Tadyke A Hanasu HajBuLLe KOHAYHO MHOMO Y1aHOBA HU3A (X )neN.
Jpyradnje 3anucana nperxoHa TeOpeMa, [JIach:

ITocnemuua 2.14. Heka je A € {—o0, +oo}UR. Taga je limx,, = A ako n camo ako
(V8 > 0)(Ing)(Vn > no)(zn, € O3, A)).

Yumwenuna 2.15. 113 gedununyja 2.6, 2.9 u 2.11 qupekTHO caeu:

e 13 a € R Huje Tauka HArOMHUJIABaKA HU3A (T, )peN KO U CAMO aKO HOCTOjH
M-okonmHa Tauke @ KOja CaJpyKd HajBHUINEe KOHAYHO MHOTO 9IaHOBA HU3A
(Tn)nen;

e 13 a € R Huje rpanuna Hu3a (X, )neN KO B CAMO aKO HocTOju M-oKoinHa
TA4Ke ¢ BaH KOje II0CTOju OECKOHATHO MHOI'O WIAHOBA HU3A (Tp)neN;

e /i3 00 HHUje IpaHuna Hu3a (Tn)neN AKO U camo ako nocroju M € R rakso
na je Ban unTepnasia (M, +00) mocroju 6eCKOHAYHO MHOTO “WIAHOBA HHU3A
(xn)nG]N;

e /3 —OO HUje I'PAHUNA HHU33 (T,),eN aKO U camo ako nocroju M € R takso

1@ je BaH umHTepBasia (—oo, M) mocroju 6eCKOHAYHO MHOIO WIAHOBA HU3a

($n)n€N-

Yumennna 2.16. AKo je HU3 orpaHU4eH OA03ro, OHAA My +00 He MOXKe OUTK rpaHnLa.

CAnYHO, aKo je HN3 OrpaHnyeH OA03A0, OHAA My —OO He MoXe OUTK rpaHuua.

OBa qumbeHHIA CJIed JUPEKTHO U3 JAedHHUNNja OTPAHIYEHOT OJI03T0 HHU3A Tj.
IPETXO/HE YHEEeHUIE. AKO je HH3 OrpaHmveH 0710310, onaa nocroju M € R rakas
73 je cBaku 4iaH Hu3a y mHTepBaay (—oo, M). Tana je Ban mareppasa (M, +00)
HeCKOHATHO MHOTO YIAHOBA HU3a (3aIIBABO CBH ), T1a +00 HUje TpaHuIa Hu3a. CIHIHO

ce pe30HYje y cAyUajy HHU3a OrPAaHIIeHOT O/103710.
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Teopema 2.17. Hus He MOXe MMaTKN BULLE Of jefHE FpaHWYHE BPEJHOCTH.

Joxka3. IIpBo hemo nokaszaru jja HA3 HEe MOZKe UMaTH JiBe KOHa4He rpanune. Heka je
limz, =a€ Rubec R~ {a}. Uzabepuno M = L;b'. Tana cy M-okonune 6pojeBa
a u b nucjyakrae. [lo nedbununumju, ¢ o63upoM Ja je @ rpaHuna HHU3A (Ty)neN,
BaH meHe M-OKoJIMHE ce HAJIa3H HajBHIIe KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (T )neN,
oJlaKyie cjaean Jga ce 'y M-OoKoNmHE Tadke ¢ HAJHa3u OECKOHATHO MHOTO TIaHOBA
HE33 (Ty)nen. C 0063upom na cy M-okonune 6pojeBa a u b 1UCjyHKTHE, CBAKH WIaH
HU3a KOju ce Hajasm y M-okonumau Tadke a je BaH M-okonmae Tadke b, 1ma BaH
youene M-okosmHe Tauke b HOCTOju 6ECKOHAYHO MHOIO 9IAHOBA HU3A, (T )neN, LITO
1o jepHHATNN]H 3HAYN J1a b HEje TpaHuna HU3a (X, )peN. YIPABO CMO IIOKA3AIH /13

HHU3 HEe MO2Ke MMaTH JBe KOHadHe I'paHHYIHE BPEIHOCTH.

[Toka:kuMO caJ| Ja HU3 HE MOXKE MMATH jeJHY KOHAYHY M jeJHY OECKOHAYHY
rpanuny. Heka je limx, = a € R u neka je K = 1 + |a|. Taza cy l-okonuna
Tadke ¢ u uHTepBan (—o0o, —K) u (K, +oo) mucjyakrau. Kako je a rpanuna Huza
(Zn)nen, TO Ce BaH HbeHe 1-OKOJIMHE HAJA3H HajBHUIIEe KOHAYHO MHOIO WIAHOBA HU3A
(Zn)nen. Haxne narepsaiu (—oo, —K ) u (K, +00) cajp:ke HajBUIne KOHAYHO MHOTO
9JIAHOBA HU3A (Ty, )neN, 11a Ce BAH CBAKOI OJ lbUX HaJ1a3u GECKOHAYHO MHOIO 1IAHOBA
HU3a, IMITO 0 JedhUHANK]H 3HAYN 13 HEje Hu lim x,, = —oo #u lim x,, = +o00.

Jenunu mpeoctao caydaj je ja je mcroBpemeno oOyiae limx, = —oo u limz, =
+oo. Taza 6u 3a ceako K € R u Ban uarepBata (—oo, —K + 1) u Ban mHTEpBaJIa
(K —1,400) 6uio HajBUIIE KOHATHO MHOTO WIAHOBA HU3A (T, )neN, IITO O 3HAYUIO
1 HU3 (T, )peN UMa CAMO KOHAIHO MHOIO WIAHOBA, Tj. JIa HMa CaMO KOHAYHO MHOTO
npupoaaux opojeBa. Konrpaaunkimjal

VIpaBo cMO MOKa3aJIH Jia HU3 HE MOYKE UMATH BUIIE OJ] je/lHe TDAHHIIE. [l

Hedbununmnuja 2.18. Kaxemo ga Hu3 a,, HeogpeheHO ANBEpPrnpa ako He KOHBeprupa un

aKo He guBeprupa ogpeheHo.

HuzoBu (Cp)nen B (Yn)new Heonpeheno museprupajy. He mory muBepruparu

onpeheno jep cy orpanmuenn. Illto ce Huza (Cp)nenw THUE, aKo u3abepemo M = %,

OHZa ce y cBakoM o mHTepBata [y = (—2— 3, -2+ 3)ul, = (2— 3,2+ 1) Hanasu

6ECKOHAYHO MHOI'O WIAHOBA HU3A (Cp)nen. C JIpyre crpane, Kako roj J1a n3abepemo
1
27
3ajeIHIYKIX eJeMeHaTa ca 0ap jemuuM ox marepsana I, n I,. Axko je J NI = (),

6poj ¢ € R merosa M-okonuna 3a M = =, 1j. uarepan J = (¢ — %,C + %) HEMA
OH/Ia OHHX OECKOHAYHO MHOIO WIAHAOBA HHU3a (C,)neN KOjU ce Hajaze y [ Mopajy
ouTH BaH J, 1a HUje UCIYIEHO Ja ce BaH cBake M-okonuue 6poja ¢ HaIa3W CaMo
KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (Cp)nen. Jlakie y ToM ciaydajy 6poj ¢ He Moxe 6urn
IPAHKANA HA33 (Cy)nen. CAMTHO Baxky u y caydajy kaga je J N I = (. Takne, an3
(Cn)nenN HEje KOHBEPI€HTAH.
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Canano Hu3 (Y, )nenw HUje KoHBeprenran. OrpaHHYeH je jep 3a CBaKH DeasaH
6poj x Baxku |sinx| < 1, a Tume je 3a cBaku IPUPOJAH 6poj N UCHYEEHO |y, < 1.
Haxie (Yn)nen HE MOXKE Jia quBeprupa ojapeheHo.

Heka je r € [—1,1]. Bpoj r ne moxe 6utn rpanuna HE3a (Yn)nen. 1O cienn

u3 caegeher pesonosama. Ako je r — 1 mzabepumo M — 1. Tanma cy M-okomuna

2
6poja —1 u M-okosimna 6poja r = 1 qucjyHkTHe, 11a ¢ ob3upom 1a M -okonna 6poja
—1 caapyku GECKOHAYHO MHOI'O WIAHOBA HU3A (Y, )neN, 32K/bydyjeMo ja ce Ban M-
oKosinHe 6poja 1 Haaa3u 6€CKOHAYHO MHOI'O 4IAHOBA HU3A (Y, )neN, & THUME H JI& T
He MOZKe OUTH rpanuna Hu3a (Yn)new. Ako je r = 1 mzabepuvo M = 5°. Taga cy
M-okonuna 6poja 1 u M-okonunna 6poja r IUCjYHKTHE, 11a ¢ 063upoM j1a M-okoanna
6poja 1 caaprku 6eCKOHAYHO MHOIO WIAHOBA HU3& (U )nelN, 32K/BYIYJEMO J1a Ce BaH
M-okonune 6poja r Haja3zum GECKOHAYHO MHOI'O WIAHOBA HHU33 (Yn)neN, & THME H
2 T He MOXKe OMTH IpaHuna Hu3a (Yn)nen. Jlakiae (Yn,)nen HEUje KOHBEPIEHTAH.
C obzupom ja cvo Beh mokazanm um Ja He guBeprupa oapeheHo, 3ak/bydyjeMo 13
nuBeprupa "Heoapeheno.

Ono mwTo je ,,cMeTano” HU30BUMA (Cp)neN U (Yn)neN A HMajy TDAHUILY j& YnEbe-
HHUIA JIa ©Majy BHUIIE OJ1 je/iHe Tavuke HaroMmiaBama. 1o je uckas ciejehe Teopeme,
KOjV JIOKa3yjeMO Pe30HYjVhH CJIMYIHO Kao IITO CMO PE30HOBAIH KaJia CMO ITOKa3a/Iu

1 HU30BH (Cp)neN B (Yn)neN HEMAJY TDAHHILY.

Teopema 2.19. AKO je HU3 KOHBEpPreHTaH, OHJa OH MMa Ta4yHO je4HY TayKy HaroMuaa-
Bakba U TO je HeroBa rpaHmua. Ako je HU3 oapeheHo fnBepreHTaH, OHAA OH HeMa Ta4aka

HaromMmmnaBaka.

Hoxkaz. Pazmorpumo npso ciay4aj limz, = a € R. [lo nedunuuju, Ban ceake M-
OKOJINHE Ta4Ke ¢ C€ HAJIA3H HajBHIIEe KOHAYHO MHOIO WIAHOBA HU3A (IT))neN, 1A e
y cBako] M-OKOJIMHI Taduke ¢ ce Hajua3un OeCKOHAYHO MHOIO 9IAHOBA HH33 (T )neN.
Hakue, a jecre Tauka HaroMuiaBama. Heka je b € R~ {a} n neka je M = L;b'. TaIA
cy M-okosinHe Tadaka ¢ u b JIUCJYHKTHE U HOIITO jé ¢ TPAHUINA HU3A (T )neN, OHIA
ce BaH meHe M-OKOJmHe, 33 CBAKO, 4 THME H 3a youeHo M, HaJla3u HajBHIIE KOHAIHO
MHOI'O 4JIaHOBa HU3A (X )neN, IITO 3HAYU /& Ce y youeHoj M-okoauHH Tadke b He
MOK€ HAJIA3UTH 6ECKOHATHO MHOT'O WIAHOBA HU33 (T )neN, 118 b HE MOXKe OMTH TauKa,
HArOMUIABAMA HU3A (L) )neN. YIIPABO CMO IIOKA3aJIH1 J1a aKo je limx, = a € R, onja

je @ jenuHa TauKa HArOMUIJIABaa HHU33 (T )neN-

Heka je ¢ € R. Ako je limz, = 400, onna, no nedununmju, 3a ceako M € R
BaH (M,+00) ce Hama3W HajBHIE KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (Tp)nen, Ha he
to Baxxutn u 38 M = ¢+ 1. Tanma je y l-okosuHH Ta4dke ¢ HajBUIIEC KOHAYHO
MHOTO 4IaHOBA HU3A (Tp)neN, A MYy ¢ HHje Tadka HaroMuiaBama. CIUIHO, aKO
je limx, = —oo, onma ce Ban (—oo,c — 1) ce Haa3u HajBUIIE KOHAYHO MHOIO
WIAHOBA HU3A (T, )neN, Ha Ne y 1-okonuHu Tauke ¢ GUTH HAJBUIIE KOHAYHO MHOTO
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9JIaHOBA HU3A (), )neN, OJAKIIE CJIEJIN J1a ¢ HUje TauKa HArOMUJIaBakha HU3a, (L), )neN.
V1paBo cMO HOKa3aJ/lu Ja Huje/1al peasiad 6poj ¢ He MozKe OUTH TadKa HArOMIIABaHa

o/ipeheno JUBEPreHTHOr HU3A. U

Konrpanosumuja nperxognor Tephema je ciaeiaeha mocaeanna

ITocaenuma 2.20. Ako HM3 MMa Bulle Of jeAHe TauykKe HaroMuiaBarba OHAA Hema
nnmec.

ITokazanu cMO 73 aKO HH3 KOHBEPTHPA, OH/Ia HMa, TAIHO jeHY TAIKY HATOMILIa-
Bama. [la o6pHYTO, HE MODA J1a BaXKH 1I0Ka3yje upumep Hu3a (d, )nen. OH HMa Ta9HO
jesHy TauKy HaroMmmiaBama, To je 6poj 0. Mebhyrum (d,).en HUje KOHBEpreHTaH,
jep ce MapHH WIAHOBH ,,yja/baBajy’ on Opoja 0, ma Ban cBake M-okojuHe Tadke
0 nMa H6eCKOHAYHO MHOIO WIAHOBA HU3a, T€ je/IMHA TAYKa HATOMIIABAMA HE MOKEe
6urn rpannna Huza (d,).en. Taxobe, Hujeman apyru peajan 6poj He MOXKe OGUTH
rpanuna Huza (d,)neN, jep 6u oHga, 1o Teopemu 2.19, Taj 6poj 6o jeauHA TAIKa
HaroMujaaBama, 1a 6poj 0 He 6u 61O TavKa HArOMHIJIABAMA, IITO je V HPOTUBPEY]Y C
YHEEHUIOM 713 je 0 Tauka HaroMumiasamwa. OHO mTo ,,cMmera’ Hu3y (dn)nen 1a Oyie
KOHBEDPIeHTaH, je IITO, HAKO HEeIlapHU WIAHOBH Texke Ka (), mapHH Texke Ka +00, a

tume je Hus (dp)neny Heorpannden. O Tome ropopu cieneha Teopema.

Teopema 2.21. (1) KoHBepreHTaH HU3 je OrpaHUYeH.
(2) Ako Hekmn nHTepBan cagpXu HECKOHAYHO MHOrO YNAaHOBA HWU3a, OHAA HU3 Y TOM
VHTEPBaJly MMa TayKy HaroMUIaBarba.
(3) OrpaHuueH HU3 nma 6ap jegHy Tauky HaroMunaBatba.
(4) Ako je HU3 OrpaHMYeH U Ma Ta4yHO jeAHY TauKy HaroMuiaBarba, OHAA j& KOH-

BEPreéHTaH WU rpaHnilia My je Ta Ta4kKa HaromMmmnaBakba.

Hokas. 1. Hexka je limx, = a € R. Heka je M > 0 6mwio xoju 6poj. 13 nedunn-
yje JUMeca HHU3a Caeau Ja ce BaH uHrepBata (a — M,a + M) Hanasm HajBuiie
KOHAYHO MHOI'O WIAHOBA HU3A (X, )nen. AKO Ban mHTepBasia (a — M,a + M) nema
9JIAHOBA HU3a, OHJA je Hu3 orpanuyen 6pojem K = max{|a — M|, |a + M|}. TIper-
HOCTABUMO J1a BaH uaTepBaJia (a— M, a-+ M) uma wianoBa Huza (T, )nen. Heka cy To
Tnys Trgs Tngy - - - » T, . Hera je K = max{|a—M]|, [a+M|,|Zn, |, |Tng|s |Tngls - - - s [Tny | }-

Tana je —K < x, < K, mrro je tpebaio J10Ka3aTH.

2. Hexka unrepBan |m, M| caap:xu 6eCKOHAIHO MHOIO WIAHOBA HU3A (T )neN.
[Ipeoznaunmo tauke m u M: meka je K1 = m u Ly = M. Jlakne y unrepBajy
| K1, L1] ce Hana3n 66CKOHAIHO MHOIO 4IaHOBA HU3a U 1y KuHa uaTepBaa Ky, L] je
M —m. Hexkaje M, = % Tauka M je cpenuinre uarepBana [Ky, L1]. Bap jenan
o, uaTepBasia [K1, My| u [My, L] canpxu 6€CKOHAIHO MHOIO WIAHOBA HU3A jep je
BUX0Ba yHEja uHTepBat K1, L1]. Ako je ro [K1, M|, osnaunmo ca Ky neBy rpanuily
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uHTEepBaJja u ca Ly JecHy rpaHuily mHTepBaJa, Tj. Heka je Ky = Ky u Ly = M.

Y cynporHoM, Heka je Ky = My u Ly = Ly. Y cBakom ciayu4ajy, uarepsani Ky, Lo

caJIpKH GECKOHATHO MHOTO WIAHOBA HI3a U JLy’KHHA TOI HHTEpBaia je 2 5. Axo

cMo HacTas/bajyhn oBaj nocrynak dopMupasn uarepsan K, L,| koju cagpxu 6ec-

M-—m
2n

crpyumemo uaTepBat (K 1, Lni1] Koju cajpxxu 6€CKOHAYHO MHOIO 4JIaHOBA HU3a

1 KOME je NYy2KHIHA ]2”,;7‘. Konkperno, neka je M, = %

KOHaYHO MHOI'O 4/1aHOBa HH3a H KOME je AY2KHHa , OHJa Ha CJHNYaH Ha49MH KOH-

. bap jenan ox unrep-
Basia | K, M,| u [M,, L,| canpxxu 66CKOHAIHO MHOTO WJIAHOBA HH3A, jeP jé HUXOBa
vHuja uarepBai [K,, L,| koju caap:ku 66CKOHAIHO MHOIO WIAHOBA HU3a. AKO je TO
|K,, M,|, nexa je K, 11 = K, u L,,1 = M,. Y cyuporaom, Heka je K,,1 = M, n
Lyy1 = Ly, Y cBakoMm ciyuajy, uarepBan (K, 1, Lpi1| canpkn 6eCKOHAIHO MHOIO
WIAHOBA HU3a U AyILIo je Kpahu ox uarepsana [K,, L,| (M, je cpeuinre narepBaia

(K, Ly]). Haxne, nyxuna unrepsaia (K1, Lnii1] je 2=5. Hacrasmajyiin nocry-

MaK, MOXKe ce KOHCTpyHucaTH OecKOHAaYHA HU3 YMETHYTHX HHTEpPBaJa KOJH CaJpiKe

OECKOHAYHO MHOI'O 4JIaHOBa HHU3a. Baxku

Ki<K<K3< - <SKy < Sl << la< o<y n
Ly — K, = 4=m

2n

Ckyn A = {K,|n € N} je orpanuuen o103ro 6110 KOjUM €JeMEHTOM CKyla B =
{Ln|n € N} u 06pHyTO, CKyl B je orpanu4en 0703/10 OGUI0 KOJHM €JI€MEHTOM CKYIIa
A. Crnenu ga ckyn A uma cympemyM, ckynl B uma nadumMyM u ga je sup A < inf B.

Basxku u Buime ox Tora.
BacBakon € Nje K, <supA<Linf B L,.

OpaTae ciaequ 13 je 3a CBaKO N UCILYHBEHO

0<infB—supA<L,— K, =2%m

Bakmyuyjemo? 1a je inf B = sup A. Oszmaummo Taj 6poj ca @ U IOKAaKHMO Jia je
TO TaYKa HArOMUJIaBarha HU33 (Tn)nen. Hajupe npumernmo ga je K, < a < Ly,.
Heka je ¢ 6mi1o koju peasian nmosutuBan 6poj. Heka je n npupogan 6poj Takas jia je
. M-
2" > m Taﬂa Je 2nm
1a Ky, Ly,| canpxu 6eckoHAYHO MHOTO 9IaHOBA HU3A (T )nen, TO fie u (a — €, a +¢)

< s,amame je n [Ky, L,] C (a—¢,a+¢). Cobzupom

cajipXKaTH OECKOHAYHO MHOI'O WIAHOBA HU3A (T )peN. YIPABO CMO MOKA3AJIM, 13 Ma
Kako uzabpann € > 0 y £-OKOJMHU TadKe ¢ MMa OECKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3a

(Zn)nen, mTo, 10 HebUHANMjH, 3HAYH 13 jeé ¢ TauKa HArOMUIaBamba HU3a (T )neN.

3. Heka je (r,)nen orpannden 6pojem K. Ha ocHoBy nena 2 osor rephema,

3aKJ/bydyjemMo Ja vy uarepBany |—K, K| Hu3 uMa Tauky HaroMujiaBarba.

4 Apxumenos npuHImAI
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4. Heka je (r,)nen orpannden 6pojem K u Heka My je @ jejuHa Tadyka HAro-
MuiaBama. I3 gesna 2. oBe Teopeme ciaequ jia HU3 (T, )nen v uHTEpBaLY |— K, K|
HMa TayKy HaroMmiapamba. Kako je a jejnHa Tadka HArOMHJIABAHEA HHU33 (T )neN,
sak/byayjemo 1a je a € |[—K, K|. Heka je M > 0. CsohemeMm Ha KOHTPaUKIH]Y,
nokaszaliemo j1a ce Ban M-0OKOJIMHE TauKe ¢ HAJIA3K HAajBUIIE KOHATHO MHOTO 4JIaHOBA,
U3 (T, )nen Onakie he caenuru ga je limx, = a. lakie, IpeTIocraBka Kojy
obapaMo je jia ce BaH HeKe M-0OKoJIMHE TadkKe ¢ Haaa3u HeCKOHAYHO MHOTO WIAHOBA
HE33 (T),)neN. DE3 yMamema OIIITOCTH MOXKEMO Hpernocraputu jaa je (a — M, a +
M) C (=K, K), jep ako Huje HCIIYE-eH Taj ycjoB, MoxkeMo 3amenutu M ca M; =
%min{M, K —a,a+ K} u tana lhie 6utn ucnymeHo

(1) (CL - M17a+ Ml) g (_K7K)

(2) (a— My,a+ M) C (a— M,a+ M), na cy cBE 4IAHOBH HH3a KOjH Cy BaH
(a—M,a+ M) yjenuo u Bau (a — My, a+ M,). Hakne, Bau (a — My, a+ M)
ce HaJla3u 6ECKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A.

(3) (a — My,a + M) canpxu 6eCKOHATHO MHOIO WIAHOBa HHU3a jep je M-

OKOJIHHa Ta4dKe Hal'OMHJlaBalba «.

Hakne, Baxxn —K <a— M <a+ M < K, a tume u
|-K,K|=[-K,a— M|U(a— M,a+ M)U [a+ M, K|.

Kaxko cy cBu wianoBu uu3a y uarepsaiay |—K, K| (jep K orpanu4asa HEU3) U
Kako BaH mHTepBata (a — M, a + M) nma 6eCKOHAYHO MHOTO 4IaHOBa HEU3a (TO je

® 3aK/BYUyjeMO Ja ce y 6ap jeHOM 0/ HHTepBaJa

HPETIOCTABKA, T0/] KOJOM DaJIuMO),
[—K,a — M| u [a + M, K| nHanasu 6eCKOHAYHO MHOTO WiaHOBa Hu3a. [lo memy 2
oBor tBphema ciequ na cy v [—K,a— M|U[a+ M, K| Hana3u Taduka HAroMA/IaBabha,
Hu3a. OHA je OYHUIVIeHO PA3IUIUTA O TaUKe @, IITO je V HPOTHBPEU]y Ca yCJIOBOM
tBphema Ja je a jequHa Tadka HarOMUIaBama (T, ).en. Jlakje, IPeTIocTaBKa, J1a
nocroju M-oKoJiMHA TadKe @ BaH Koje ce Hajla3h OeCKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU34
je HeoJpPyKHBAa, 11a BayKH HeHa Heranuja: Ban cBake M-okojinHe Tadke @ je HajBUIIE
KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3a (Tn)neN. 1O, 110 jedHHANMjH, 3HAYHN /1A je @ PAHUIQ

HE33 (Tn )neN. O

Teopema 2.22. MoHOTOH (33 BOBOSBHO BEIMKO 1) U OFPAHUYEH HU3 je KOHBEPreHTaH.

Hoxkas. Heka je (r,,)nen MOHOTOH 1 orpann4ied Hu3. [1o reopemu 2.8 HU3 (T )neN, €
003upOM J1a je MOHOTOH, HMa HajBHUIIE jeHY Ta4Ky HaroMmiaBama. C 063upom jia je
orpaHmudes, 1o jeay (3) reopeme 2.21, Hu3 (T, )nen UMa 6AD jeIHY TAUKY HATOMEIA-
Bamba. 3aK/byqyjeMo Ja HU3 (X, )neN HMa TAYHO jeJHY TadKy HaroMmmiasama. Caj,

1o Jeny (4) teopeme 2.21, ciaeau na je Hu3 (X, )neN KOHBEPIEHTAH. O

Sy xumoTesa Kojy ¥KeIuMo Ja 060puMo ¢BODEHeM Ha KOHTPAJUKIL]Y
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Teopema 2.23. Ako je HU3 (T, )nen OTPaHNYeH 1 HepacTyhin nodeBwm of ng, oHAA je
limx,, = inf{x,|n = no}. Ako je HU3 (,),cN OrpaHuyeH u Heonagajyhu noyeswm og

no, oHga je limx, = sup{x,|n = ne}.

Hoxka3s. Heka je (r,)n,en HepacTylim modeBHIM O HEKOI 7y U HEKA je OrpaHHYEH
onozno. Tama je ckyn A = {xpln > no} orpanmden 070310, 11a UMa HH(UMYM.
Oznaunmo ra ca a. V3 gedunnnuje maduMyMa ciaegn 1a 3a CBAKO N = Ny BaXKH
ZTn = a. AKO je T,, = a 3a HEKO Ny = Ng, OHJA j&, ¢ 0O3UPOM Ja je HU3 (T, )neN
HepacTyhin moveBiu o1 ng U 713 3a CBAKO N > Ng BAXKU Ty > @, UCOYIHEHO Tp = @ 34
ceako n > ny. Taza je a rpanuna Hu3a (T,)neN jep ce v cBakoj M-okonunn 6poja a
HAJIa3e CBH CEM €BEHTYAJIHO IIPBUX 71 WIAHOBA HU3A (Tpn)neN. 3aTO IPETIIOCTABUMO
JIa HE 33 jJeJIHO N 2> Mo He BaxKu Tp, — a. Taja he, ¢ 063upoM j1a 3a CBakKoO n > nyg
BaXKH T, = @, 38 CBAKO N > Ng BAXKHUTH Ty > . Y3 YHBEHHNY 13 je (Tn)neN
Hepactyhin, 3a CBaKO n > ng BAXKUTU Tp, = Tpi1 > .

Axo 6u 3a HeKO € > () BaxKWJI0 Ja cy ¢Bu enemenTn ckyna A sehin o1 a + ¢, onma
6u a + ¢ 6mwna MuHOpaHTa cKyna A Belia on nHuMyMa, mTO je HemMoryhe jep je 1mo
nedbununyju, naduMyM HajBeha MHHOpaHTA, I1a 3aK/bYy4yjeMo J1a 3a cBako £ > 0,
nocroju ejemMenT ckyna A y unrepsany |a,a + ¢). Heka je to x,,. Baxn x,, > a.
Harme, 3a €1 = x,, — a mocToju esement ckyna A y uarepsany |a,a + £1) jep 6u y
CYIIPOTHOM a | £; 6uia MuHOpaHTa cKymna a Beha ox naduMyMmyMma. Heka je TO X,,.
Baxkut T, > Tp, > a. [IpuMeTuMo Ja cy Taja u Tp, U Tn, Y UHTEPBANY |a,a + €).
Hame, 3a €9 = T, — @ MOCTOjJU €JIEMEHT CKyla A y mHTEpBaNy |a,a + &) jep 6u
y CYIPOTHOM @ + €2 6mia MUHOpaHTa ckyna a Beha on madumymyma.. Heka je To
Tng. BaXKH T, > Tnp, > Tp, > a. llpuMernMo Ja €y Tafga M Xp, U Tp, 0 Tpe Y
uHTepBaY |a,a + €). Ha oBaj Haumu ce Gupa HU3 €IeMEHATA Xy, > Tp, > Tpg >
<o >, >+ >a cKyna A Koju ¢y y uHTepBaty [a,a +¢€). YIpaBo CMO MOKa3a/IH
713 Y [IPOU3BOJbHOj E-OKOJIMHE TAYKe ¢ KM 6ECKOHATHO MHOTO WIAHOBA HU3A (L) )neN,
a My je a Tadka HaroMmiaBama. 1lo tepemu 2.22, Hu3 je KonBeprenran. Kako je
KOHBEPI'eHTOM HH3Y jeJHHa TadKa HATOMUIJIABAMA VjETHO U I'DAHUIA, 3aK/bYyTYjeMO
na je limx, = a = inf{x,|n = no}.

CamdHO ce moKasyje @ ako je Hu3 (T )nen Heonajajyhu modeBHIn O HEKOT 7

U KO je OrPaHHYeH OJ0310, OHJIA MY je sup{xz,|n > ng} rpanuna. O
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ITOI'VIABJBE 3

Iloguus

Y Be3um ca TadkaMa HarOMIJIaBamba je MojaM HMOJHU3a KOoju yBoguMmo ciemehom

JebUHATTIjOM.

Hedbuunmmja 3.1. Heka je (ng)ren cTporo pactyfin Huz3 npupogHux 6pojesa n Heka
je (n)new HM3 peanHux 6pojea (MM HU3 MATPMLA, HU3 KOMMJIEKCHUX BpojeBa, HU3
cyHkupja...). Taga je Hu3 (yx)rew oapeheH ca

Yk = Tn,, 32 cBako k € IN

NoAHN3 HM3a (Tn )neN.

Horamuja 2. Ymecto ga nuwemo ,,y; — Tp,, 3a cBako k& € IN” un kaxemo pga je
(Yk) ke NOAHWU3 HU3A (X, )nen, Hewhe Kaxemo fa je (X, JkeN NOBHU3 HN3A (T )nenN W
HABOAMMO CaMO OMLWITU YaH Ty, .

Ha npumep, ako u3abepemo na je ng — 2k, onma 100HjaMo Ja je a,, — Ao — %

—1 n
MOJHHU3 HHU3A @, = % Yeurhe numemMo aq, — % YMECTO (g = % Takobe

nobujaMo 1a je by, = 2n—4n? noanns Huza b, — n—n?, 1aje cap = AN roaHu3 HE3A

2n+1
2n(—1)"

T je dop, = 2n momHU3 HEU3A d, = ntY" u aa je Yon = 0 moanus3 HEU3a

Cp —

Yo = sin™F. Ako mzabepemo npyru pacryhnm mms npupopxmx O6pojesa, pobuhemo

apyradmje moganzose. Ha mpumep, ako m3abepemo n1a je ng = 2k — 1, orma hemo

— —1n"
21=2 ONHU3 HA3A (), — nt(=1)

—— na je by, = 6n — 2 — 4n?

1-2n _ 2n(=1)" ;
., HOJHH3 HHU33 C, — — ——, 13 Je

JIOOUTH /13 j€ Qop_1 =

HOMHU3 HE33 b, — n — n?, 1a je o1 —
— n . —

dop_1 = Tl_l nomam3 mm3a d, — nV" 1 ga je yon—1 — (—1)""' momHns Huza

_ o PT
Yn — SID?.

Cramaro, ako m3abepemo 1a je ng — 4k — 1, onma hemo mobutu 12 je Yan—1 = —1

nmw

MIOTHAS3 HA3A Yy, = Sin 5

Bupame Huza ni HUje yBEK HPABUIHO, KAO ¥ MPETXOJHUM MDUMEPHMA [JI€ CMO
OupaJiv mapHe Wk HerapHe Wind CBAKH YeTBPTH HOYEeBIIH o Tpeher, nako ce Hajder-
he 3a TakBuM m360pOM jaBiba noTpeba vy KoHKpeTHOM caydajy. Cama gedbununmja
He OTpaHM4YaBa W300D HU3a Nj HUKAKO JIPYTraduje OCUM YCJIOBOM Ja je N < Mgl
UCIYHeHO 3a cBako k € IN.
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Cnenehe tBpheme onncyje oqHOC MOTHA30BA, TAUaKa HATOMIIABAKA U I'DAHUIE

HEeKOI' HHU3a.

Teopema 3.2. (1) Peanan 6poj a je Tauyka HaromMunaBarba HM3a aKo N CaMO aKO
NOCTOjW HETOB MOAHN3 KOJW KOHBEPrMpa Ka a.
(2) Hu3 nma rpaHuLy ako U Camo ako CBaKW HeroB MOAHW3 Ma rpaHnLly 1 Taja

j& rpaHnua HM3a jefiHAaKa rpaHnLyM 6KUNo KOr HEeroBor NOogHM3a.

Hoxkas. (1) Ilpso hemo mokazaru jga ako je ¢ € R Tadka mHaroMmiaBamba HH3A
(%n)nen, OHIA TOCTOJU MOTHES (%, )reN KOJH TEXKH Ka ¢. Pazmukyjemo nBa ciaydaja:
Cyuaj 1.1 TIoCTOJM BECKOHAYHO MHOT'O WJIAHOBA HU3A KOJU CY JEJIHAKU q.
Y oBoM caydajy 3a (Tn, )ken Oupamo 6ainr Te wiaHOBE KOjU Cy jeAHAKH 6DOjy a.
Konkperna koncrpyknuja 6u 6mia caeneha: Heka je A = {n € N|z, = a}.

Kopak 1: Ca ny o3naunmo min A.

Kopak k + 1: Ako cMo uzabpanan n1, N2, Na, - . . , Mg, OHIA OEPAMO Ja Ngy1 OyIe
min (A~ {ny,n2,n3, ..., Mg }).

Ha oBaj Haunn cmo m3abpaiau pacryhn HE3 npupogsux 6pojeBa (Ng)ren TaKaB
12 je 3a cako k € IN ncnymeno x,, — a, na he ce y cBakoj M-okonuau OuTH CBH

WIAHOBH HU3A (Tp, JkeN, IITO 110 meduHUNUjH 3Ha49H 14 je limx,, = a.

Cyuaj 1.2 HE NOCTOJM BECKOHAYHO MHOT'O UJIAHOBA HU3A KOJU CY JEJHAKH d.
[Tomro je a Tavka HANOMUIABAHEA HU3A (T, )neN, OHJIA Y EHEIOBOj 1-OKOJIHMHH HMa
6ECKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HH33 (Tp)neN, OJ KOJUX je HajBHUINE KOHAYHO MHOIO
jennako a. M3abepumo jelaH pasjmduT Ol ¢ U €A 71 O3HAYUMO OB HH/IEKC.

Ako cMo m3abpaJniu ng, OHJIA Nk OmpaMo Ha ciaeaehn Hadwn: Y %—OKOJII/IHI/I Ta4YKe
a uMa 6eCKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (X )neN (JED je ¢ TadKa HArOMUIABAA TOT
HH3a), O/ KOjUX je HajBHIle KOHAYHO MHOTO jeTHAKO a. Taja y T0j OKOJUHH MODa
6uTH U GECKOHAYHO MHOIO WIaHOBA HU3a YUjH HHJEKC je Behum ox np B Koju cy
pazaudautu of, a. V3abepumo jeaH TakaB M O3HAYAMO HETOB HHIEKC C& 10k 1.

Ha oBaj Hauun cmo dopmupasin pacryhin Hu3 npupogaux 6pojeBa (N )reN TaKaB

na je 3a ceako k € IN uenymeno x,, € (a— %, a+ i) Kako 3a cBako M > 0, nocroju

k > ﬁ, to fie ckyn 4ianoBa HU3A (Tp, )keN KOjU Cy BaH M-okomauHe Tadke o 6uTH
HOJCKYI CKYNA {Tp,, Tny, Lng, - - - Tn, t- JlaKiIe, BaH cBake M-OKoiuHe Tauke a je

HAJBHIIEe KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A (Ty, )keN, IITO 10 AehUHUNUH 3HAYN 14 je

limz,, = a.

[Mokaxumo Ja ako MOCTOjU HOTHUS (T, JkeN KOju Texu Ka a € R, oHzma je a
TAYKa HAOMUIABAA HU3A, (T )neN. VI3 neduHuNmje THMeca CIe/ j1a Ce BaH CBaKe
M-okonuHe Tadke @ HAJA3W HAJBUINE KOHAYHO MHOTO WIAHOBA MOMHU3A (Tn, )keN-
3aTo ce YHYTap OKOJIMHE HATA3H GECKOHATHO MHOTO WIAHOBA MOAHU3A (Tyn, )reN. C
003UpOM JIa je CBAKH 4WIaH MMOJHU3A, Vj€/IHO U WiaH HHU3a, 3aK/byIVjeMO JIa ¥ CBAKO]
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M-okonuau Tavyke @ uMa OGECKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HH3a, IITO 1O JIepUHUIHH

3HAYM /I3 je ¢ Ta9Ka HarOMUJIaBarmba HU33 (X, )neN.

(2) Axo ce Ban Heke M-okosmmHe tauke a € {—00, 400} U R Hamasu Hajsuire
KOHAQYHO MHOTO WIAHOBA HHU3a, OHJIA CE€ BaH T€ OKOJIMHE HAJA3H HAjBUIIE KOHAYHO
MHOTO 4JIAHOBA CBAKOT E€TOBOT NOJHM3A. 3aTo u3 limx, = a caenn limz,, = a 3a

CBAKH TOMHUS (T, )keN HU3A (X )neN-

[IpernocraBuMo j1a CBaKU HOJHA3 HU3A (Tn)neN BEMa rpanuny. Kako je cam Hus

(Tn)new cebu mopHEU3, caenn na Hu3 (Tn)neN UMa Ipanuiy. Ha OCHOBY mperxoiHo

Jgokazanor caenu limx,, = limx,,, 3a cBaku nogHu3 (X, )ken HU3A (T )neN- O
Ilocnenuma 3.3. (1) Ako NocTojn NOAHN3 KOjU HEMA rpaHMLY, OHAA HU HU3 HeMa
rpaHuLy.

(2) Ako nocToje ABa NOJHM3A Hunje Cy rPaHMLLE Pa3ANYNTE, OHAA HU3 HEMA FPaHULL.

Hoxkas. Tlocaeauna mupekTHo caenu u3 aea (2) reopeme 3.2, Jleo (1) oBe mocienn-
e je KOHTPAO3HIja HCKA3a, ,,aK0 HA3 UM IPAHHUILY, OHJA U CBAKH HerOB IIOIHE3
HMa I'DaHUIy”, JIOK je APYTH Je0 OBe MOCICIHNe KOHTPAIO3HIja HCKa3a, ,, aKO HH3

HMa T'DAHHUILY, OHJA CBAKH OB HOJHU3 UMa UCTY I'DAHHILY KAa0o B caM Hu3' . U
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ITOTVIABJBE 4

OcobuHe HU30BAa KOjU MMAajy I'PAHHUILY
Y HacTaBKY OMICYjeMO HeKe 0cOOWHe HIU30Ba KOjU MMajy TDaHUILY.

Teopema 4.1. Heka a, < b, Baxu 3a JOBOJbHO BEAWKO 7. lafa:
(1) Ako je lima, = 400, onga je limb,, = +o0;
(2) Ako je limb, = —o0, oHga je lima, = —oc;

(3) Ako cy (an)nen u (by)nen KOHBEPreHTHU, oHga je lim a, < limb,.

Hoxkasz. (1) Hekaje M > 0. I3 lima, = +00 10 nedpuHUNIjI 3aKBY 4YjeMO Ja MOCTOjH
HajBUINE KOHAYHO MHOIO 4IaHOBa HU3a (4, ).enN BaH mHTepBasa (M, +00). Hakie,
[IOCTOjH HEKH HpHpoJaH opoj kg Takas 1a je M < a,, Kag rog je n > ky. C 0b63upom
na je a, < b, HCIYEEHO 33 TOBOJFHO BEJIUKO N, IOCTOjU NpupogaH 6poj [y, Takas j1a
je a, < b, ucnymeno 3a cpako n > lp. Heka je ng = max{ko,lo}. Tama uz n > ng
cienm ga jeu n > ko un > lp, a tume u 13 je M < a, u ga je a, < b,, onakie
3aKJbYIYjEMO /13 33 CBAKO N > ng Baxku M < b,. lakie, mOCTOju HajBHIIE KOHATHO
MHOTO wiaHoBa Hu3a (b, )nen BaH mHTepBaia (M, +00). Kako oBo pe3oHoBame He

zapucH o1 u3bopa 6poja M, zaxspydyjemo ma je limb, = +oo.
Heo tephema nox (2) ce nokasyje caudHo Kao u jgeo nof (1).

(3) Heka je lima, = a u mexa je limb,, = b. Tlpernocrasumo ga je b < a. Heka je

M = %’. Tana cy M-okoynHe Tadaka o # b JUCJYHKTHE U BayKH

b—M<bt+M=a—M<at+ M.

13 nedununuje rpanune caenn jaa je san (b— M, b+ M) nma HajBUIIE KOHATHO MHOTO
yianoBa HEu33 (b, )nen. Heka je ko nHajselinm mHiekc 3a koju je b, BaH HHTEPBAJIA
(b— M,b+ M). Cnauuno, neka je ly HajBelin uHIEKC 3a KOjH je @, BaH HHTEPBAIA

(a — M,a+ M). Heka je ng = max{ng,lo}. Tana 3a cBako n > ng Baxn
b—M<b,<b+M=a—-—M<a,<a+ M,

OJIAKJIe CJIeIN J1a HEje UCIYEEHO a4, < b, 3a J0BO/BHO Beauko n. KoHTpa uKimja.

Jakse, mpernocTaBKa /13 je b < a je HeoapxKuBa, ma Mopa outu a < b. U

IMocnenuna 4.2. Heka je lima, =a € R

(1) Ako je b < a < ¢, oHga je b < @, < ¢ 3a JOBOJBHO BEJIMKO 7.
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(2) Ako je b < a,, < ¢ 3a BoBOSBHO BeMKO N, oHAa je b < a < ¢.

Hokas. (1) Hekaje M = imin{a—b,c—a}. Tanajeb<a—M <a+M <c. U3
nedbuHATNjE IPAHAIE, CJIEIH JI3 IIOCTOJH HEKO 7o TaKBO Jia BaxKu a, € (a— M, a+ M),
KaJ1 To11 je n > ng. akie, 3a n > ng he Bakntn b < a — M < a, <a+ M < c.
Opatiie 3ak/byayjemMo 1a je b < a, < ¢ 3a JOBOJbHO BEJIHKO N.

(2) Heka je b, =bwu ¢, = c. U3 b, < a, 3a J0BOJHHO BEIUKO N, 10 Teopemu 4.1,

caenn 1a je b < a. U3 a, < ¢, 3a 10BO/BHO BeIUKO N, 110 Teopemnu 4.1, cienn 1a je
a<c UJ

Teopema 4.3. (Teopema o npa moaunajia; Censud reopema): Heka je ncnyrbeno

(1) 3a poBO/LHO BENUMKO N BaXU a4, < by, < Cp;
(2) lima, = lime, € {+00,—c0} UR.

Tapa Baxuy u

(3) Huz (b, )nenw uma rpanuuy. Ako cy HU30BU (@y)nen M (Cp)neN KOHBEPreHTHMU,
oHpa je n Hu3 (b, )neN KOHBEPreHTaH;
(4) lima,, = limb,,.

Hoxka3z. Osnaunmo ca @ rpasuny Huza (an)nen. Heka je M > 0. U3 lima, = a
caeIn J1a IMocToju Ky TaKBO Ja 3a CBAKO 1 > ko BaXKu a, € 6(M ,a). Cauuno, u3
lime, = a cnenm ga mocroju ly TakBo ga 3a cBako n > ly Baxu ¢, € 6(M ,a).
YumeHnIa /13 33 J0BO/BHO BEJHKO N BaXKu 4, < b, < ¢, 3HAYH J1a IMOCTOJH 1My
TAKBO JIa 32 CBAKO N > Mg BaXH 4, < b, < ¢, Heka je ng = max{ko,lp, mo}. Tana
38 CBAKO M > Ng BayxKU U N > ko un > log 1 n > mg, Ha BaXKU U Ay, C, € G(M,a) u
a, < b, < ¢,, Ia 3aK/BYIYjEMO J1a 3a CBAKO 1 > Ng Baxku b, € 6(M, a). Jakne, 3a
cBako M > 0 ce moxke Halm n¢ TAKBO J1a 3a CBAKO N > Mg Baxu b, € 6(M , @), IITO
yrupaso 3Ha4u ja je limb, = a. Ako ¢y HU30BH (n)neN U (Cn)neN KOHBEPIEHTHH,

ouna je a € R, ma je u uu3 (b, )necN KOHBEPIEHTAH. O

Ha mu3oBuMa ce Mory yBecTH Heke ajrebapcke omnepaimje.

Axo 3a cBako n € IN Baxku ¢, = a, + b, ona 3a HU3 (¢, )neN KAZKEMO 13 je 30HuD

HI30BA (Ap)neN B (bn)neN B HHITEMO

(cn)nen = (an)nen + (bn)nen.

Camano, ako 3a cBako n € IN Baxu ¢, = a, - b,, oHna 32 HU3 (¢, )peN KAZKEMO 1A je

HPOU3BOJL, HA30BA (Gn )neN B (by)neN 1 IHITEMO

(Cn)new = (@n)nen * (bn)nen.
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Takobe, ako 3a Heku peajan 6poj a u cako n € N Baxu ¢, = « - a,, OHJa 33 HA3

(Cn)nen KazkeMo J1a je npoussoj 6poja o 1 HE3a ((y,)peN U MHIIEMO

(Cn)nG]N = Q- (an)nG]N-

Jlema 4.4. Baxwu lima,, = a € R ako un camo ako je limb,, = 0, rge je b, = a,, — a.

Cneuwjanto, lim(x,, + ¢) = ¢ ako n camo ako je limx,, = 0, 3a 6uno koje ¢ € R.

Hoka3z. Heka je M > 0. Tana je a — M < a, < a + M exBuBajientHo ca —M <
an —a < M, 1j. =M < b, < M. Jlaxie, a, je Ban M-okoJnHE TadKe ¢ aKO H CAMO
ako je b, Ban M-okomuue tauke 0. Omarie ciaequ na je Ban M-okojnHe Tadke a
HAjBHIIE KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HH3a (), aKO H CAMO aKO je BaH M-0KOJMHe Tadke
0 HajBHIIE KOHATHO MHOrO Tadaka Hm3a b,. Haxme, lima, = a € R ako u camo axo
je limb,, = 0.

Hpyru neo TBphema cieau U3 NpBOT aKO Ce CTaBU Ja je Gp, = XTp + C. [l

OBa JemMa yka3dyje Ha TO Jla je H3ydaBame OCOOMHA HU30BA KOJH TEXKe HYJIH OJ

moceOHOr HHTEepeca.
Hedunumnuja 4.5. 3a HU3 KaXKeMO Aa je HyNa HW3 aKo My je rpaHuLa Hyna.

Teopema 4.6. Ako cy (an)nen U (bn)new HyNa HU30BM 1 o peanaH 6poj, oHAa cy u

HU30BU - (An)neN W (Gn)neN + (bn)nen Hyna HU30BW.

Hoxkas. IIpso hemo mokaszaru na npoussoj 6poja « u Hyda Hu3a (a,)neN, Takohe
Hys1a Hu3. To je jacHo, ako je a = 0. 3aro mpernoctaBumo 1a je o = 0. Hexka je
M > 0. Ilokazahemo j1a ce Ban cBake M-oKojuHe HyJIe TOCTOjU HajBUIIE KOHATHO
MHOI'O WJIAHOBa HH33 & - (n)nen. C 0063upoMm ja je lima, = 0, To ce BaH cBake
K-okoyinHe Hy/ie Hajia3u HAJBUIIE KOHAYHO MHOI'O WIAHOBA HU3A (Gn)nen. 1O lie
Ba KUTH 1 338 K = IUMI JakJe, 33 HajBHIIE KOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HU3A ((p )neN HE
Baxkn —K < a, < K, 1j. M g, < M

o] ja]> & THME 1 —-M < a-a, < M. Yupao cM0

HOKa3a/IH /I Ce HajBHIIe KOHAYHO MHOI'O WIAHOBA HU3a « - (4, )neN HaIa3u Ban M-
okoaune Hyse. Iomrro namr goka3 He 3aBucu o1 u3bopa 6poja M > 0, 3ak/bydyjeMo

12 1o Baxku 3a csako M > 0. To, no nedununmju, 3Haun ja je lim{a - a,) = 0.

[Tokaxkumo Ja je 30mp ABa HyJa HH3a Takohe myna mu3. /[lakie, pajguMo Mo
IPeTHOCTaBKOM Ja Baxku lima, = limb, = 0. Ban cpake %—OKOJII/IHG TadKe HyJIe

ce HaJIa3W HajBUIIE KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HH30BA (n)nen B (bn)nen. lakie, 3a
M
2
a THMe 33 HajBUINEC KOHAYHO MHOIO WIAHOBA HH30BA (n)nen +

HajBUIIE KOHAYHO MHOI'O WIAHOBA HU30BA (U )neN U (by)nen HE BaXKH —% <a, <

M

w4 <p, <,

(bp)new 1e Baxkn —M < a, + b, < M. 3akmyayjemo ma je a3 (an)nen + (bn)nen

HyJIa HHU3. U]
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ITocnemuna 4.7. Ako ¢y (an)nen M (bn)nen HyNa HU30BU M o 1 [ peanHu bpojen,

oHga je m - (ap)nen + 5 (bu)nenw Hyna HuM3.

Joka3z. Ako ¢y (an)nen 1 (bn)nen Hysa HH30BH, OHJA Cy, npema Teopemu 4.6, u
a-(ap)nen 1 B+ (b, )nen HyIa HU30BH, a TaJja je, oner 1o reopemu 4.6, 1 BUXOB 361D

HyJ1a HHU3. U
Teopema 4.8. [lpon3Bog orpaHMYEHOr U HYJ1a HA3A je€ Hyna HU3.

Hokaz. Heka je —K < a, < K 3a cBako n € N u limb, = 0. Tazna je, mo Teo-
pemn 4.6, lim(Kb,) = 0 u lim(—Kb,,) = 0. Ilo reopemu 4.3, uz —Kb,, < a,b, < Kb,
caenu na je u lim(ay, - b,) = 0. O

Teopema 4.9. (Anrebpa sumeca Hu30Ba) AkO ¢y (G )nen, (Dn)new 0 (Cn)nen

KOHBEPreHTW HN30BW, Tafja je

(1) lim(aa, + pb,) = alima,, + B limb,;

(2) lim(a, - b,) = lima,, - lim b,;
. . 1 1
(3) Ako je limc, = 0 u 3a ceako n € IN Baxu ¢, = 0, oHga je lim — = — :
¢, lime,

Hoka3s. (2) Heka je lima, = a u limb,, = b. Heka ¢y x,, = a, —au y, = b, — b.

Tana cy, no jemu 4.4, HE30BA (Tn)neN U (Yn )nen HyJIa HEH30BH. Baxkn
an - by = (Xn, + a)(Yn +0) = Tpn - Yn + s - Y + by - T, + ab.

[To upBom siesty Teopenme 2.21, HU30BH (T )neN, (Gn)neN B (bn)nen Cy OrpaHndeHH, 11a
cy o Teopemu 4.8 HU30BH (L) neN - (Un)neN, (@n)neN: (Yn)neN 1 (bn)neN - (Tn ) nen HyI2
HH30BH, & IO TE€ODEMHI 4.6 je 128 (wn)nG]N : (yn)nG]N + (an)nG]N : (yn)nG]N + (bn)nG]N' ($n)n€]N

nysa Hu3. Ha kpajy, o jemu 4.4, je

lim(a, - b,) = a-b=lima, - limb,.

(1) Heka je lima, = a u limb, = b. Heka je ¢, = a u Heka je d, = . Tlo
JIPYIOM JIeJIY OBE TEOPEME CY Cy * 4 U d, - b, KoHBeprenTHn u Baxku lim(aa,) =
lim(c, - a,) = a - a n im(Bb,) = lim(d,, - b,) = 3 -b. Heka cy x, = ¢,-a, —a-an
Yn = dp - by — B+ b. Taga cy, no gemu 4.4, Hu30BH (Tn)neN T (Yn )neN Hyda HH30BH.

Baxku aa, + b, = xp+yn+(a-atF-b). o Teopemu 4.6 1 HE3 (Th)nenN + (Yn)nen

je HyJa HEU3, 1a je 1o Jjevn 4.4

lim(aay, + Bb,) =lim(z, + yp + (-a+5-0)) =a-a+ 0.

(3) Heka je ¢ = limc,. Bes ymamema onmrocTn IpeTnoctaBumMo Ja je ¢ > 0 (y
CYIIPOTHOM Pa3MaTpPajMo HU3 ¢, = —C, U ¢ = —¢).
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Ja 6ucmMo nmokaszajm Jja — TeKH Ka Opojy —, JIOBO/BHO je Ja IIOKazKeMo Jia je Hu3
c

1 1 1
<— — —>, Tj. < (c— cn)> HyJIa HU3 U IPHMEHUMO Jemy 4.4.
Cn C C-Cn

. . . &
Wz limc¢, = ¢ ciean ma mocToju ng TakasB 13 je ¢, HPUIAIa — -OKOJTHHH Ta9IKe C

. C 3¢ ) .2 1 2 )
(1j. = < ¢, < —) Kaxm 1o7 je n > ng. Tama je — < — < —, Kaj rof je n > ng
2 2 3¢ Cn c

2 1 2 ) . 1
o < < —, KaJ{ roj je n > ny. Oparie coenu 1a je HE3
3c c-c c

/(1 1 2
opojem max({ |n<no}u{—2}>.
c-cp c

1

C-Cp

OrpaHUYeH
T

ITo nemn 4.4 je ¢ — ¢, Hyna HE3, Ha je - (¢ —¢,) | mpousBoj, OrpaHUYEHOr

u HyJa HE3a. [lo Teopemu 4.8 je < (e— cn)> HyJ1a HO3, a 1o Jemu 4.4 je

1 1
lim — = —. L
Cn C

(2

Teopema 4.10. Ako je a, = 0 3a cBako n € IN, oHga Baxu

’

lim |a,| = +00 ako u camo ako lim — = 0.
ers

1
Hoxkas. TTokaxxumo npso na ako je lim |a,| = +oo, onga je lim — = 0.
T
HoBosbHO je j1a moKaxkeMo Jia ce 3a cBako M > 0, Ban M-okosimne taduke 0 Hajga3u

HajBHIIIE KOHAYHO MHOTO WwiaHoBa Hu3a —. Heka je M > 0 6m10 koje u 3a TakBo M,
122

1
Heka je K = —. U3 lim |a,| = 400, cienn jga 3a HajBUIIe KOHAYHO MHOI'O WJIAHOBA

HE33 (ap)neny He Baxkn K < la,|. To je ekBuBajenTHo TBphemy 1a 3a HajBuIlle

KOHAYHO MHOI'O IPUPOTHUX OpojeBa 1 HHje HCIIYHCHO ﬁ < e Tj. Jla 3a HajBUIIE
Gn

Op, Up,
Pe30HOBaE He 3aBHCH 0J1 n3bopa 6poja M, 3ak/bydyjeMo Jjia BaH cBake M-okosnHe

1
Ta4dKe HyJla UMa Ha)BHII€ KOHAYHO MHOI'O 1JaHOBa HHU3a | — , HITO 3Ha4HU Jla J€

Un nelN
1

lim — = 0.
ers

1
KOHAYHO MHOI'O 4JIaHOBA HHU33 <— e Baxxu —M < — < M. Kako naue
neclN

| . .
Heka je lim — = 0 uw K > 0. Taxa je HajBuime KOHATHO MHOI'O WJIAHOBA, HH34

1 1 ) . .
<— BaH —-0OKOJIHHE Ta4Ke O, IITO )€ €KBHUBaJICHTHO Ca THM Jla ]J€ Ha)BHIIC
(n nelN

KOHAIHO MHOTO WIaHOBa Hu3a (|a,|)nen Bal (K, +00), a Tume ga je lim |a,| = +oo.

O
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Jlema 4.11. (1) Hus (z,)nenw ¥Ma rpaHuuy ako n camo ako HU3 (T, 11 )neN UMa
rpaHuuy v Baxku limzx,, = limx,, q;
(2) Bpoj a je Tauka HaromunaBarba HWU3a (X, )pcN AKO M CAMO aKO je TayKa Haro-
MUNaBakba HN3a (T 1 )neNN.

Joxkas. Jequnn 4iaH HU3a (T,y1)neN KOJH HHje WIaH HU3A (T, )peN j€ T1. 3410
BaH M-OKOIHHE Ta4Ke ¢ MMa KOHAMHO MHOTO 9IAHOBA HU3A (T 11)neN AKO M CAMO
aKo BaH M-OKOMHHE TadKe ¢ MMa, KOHAMHO MHOTO WIAHOBA HU3A (Tp)neNy By M-
OKOJIMHHA Ta49Ke ¢ UMa OCCKOHATHO MHOTO 9IAHOBA HU3a (Tn 1 1)neN aKO I CAMO aKO Y
M-okonunn Tadke ¢ nMa GECKOHAMHO MHOTO WIAHOBA HH3a (Tn)neN, OJAKIE CIEIH

TBpheme. U

ITocaenuia 4.12. Heka je ng € IN 6uno koju.
(1) Huz (z,,)nen MMa rpaHuuy ako U Camo akKo HU3 (Tpiny)neN MMa rpaHuuy u
Baxu lim z, = lim x4 p,;
(2) Bpoj a je Tauka HaromunaBarba HWU3a (X, )pcN AKO M CAMO aKO je TayKa Haro-
MUNaBakba HN3a (T, 100 JneN-

Joka3z. /lupekrHa npumena jeme 4.11 ng nyra. U

JIema 4.13. a) Heka je limz,, = +oo. Taga
1) ako je a > 0, oHga je lim(a - x,) = +00;

2) ako je a < 0, onga je lim(a - x,) = —oo;
3) ako je a = 0, onga je lim(a - x,) = 0.

6) Heka je limx, = —oco. Taga
1) ako je a > 0, oHga je lim(a - x,) = —oc;

2) ako je a < 0, oHga je lim(a - x,) = +o0;
3) ako je a =0, oHga je lim(a - x,) = 0.

Hoxkas. Cayuajesu a.3) u 6.3) rpusujanno Baxke. [lokazahemo ga Baxku CJIydaj
1.2., a ocarin ce candnO 10Ka3yjy. Heka je M > 0. Ozmaunmo ca K 6poj —%. C
063upoM Ja je limx,, = +00, Ban uarepsaia (K, +00) Moxke OGUTH HajBHIIE KOHATHO
MHOIO WJIAHOBA HU3A (Tn)nenN, Tj. K < x,, HE BaXKu 3a HajBHIIE KOHAYHO MHOIO
WIaHOBa HH3a. Y3 To, K < X, BaXXH akKO H CaMO aKO BaXKH a4 - T, < —M. 3aro
HajBHIIC KOHAYHO MHOIO “WIAHOBA HH3a HE BaxKn a - X, < —M. Kako oBo Baxun 3a

ceako M > 0, sakspyayjemo ja je lim(a - x,) = —o0 O]

Jlema 4.14. Heka je a > 0 n a, = a 32 JOBOJbHO BENKO 7.
(1) Ako je limz, = +oo, oHga je
lim(a, - z,) = +o0.
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(2) Ako je limz,, = —oo, oHga je
lim(ay, - x,) = —o0.

Hoxkaz. Cnenn gupekTro u3 Teopeme 4.1 u jeme 4.13. U

JIema 4.15. (1) Heka je limx,, = +00, Heka je (a,)n,en OrpaHnyeH ogosgo. Taga je
lim(a, + x,) = +o0.

(2) Heka je limx, = —oo, Heka je (a,)nen OrpaHuyeH ogosro. Taga je
lim(ay, + x,) = —o0.

Hoka3z. Heka je K > 0 takaB 1a je —K < a, < K uncnymeno 3a cako n. U3
limx,, = +oo crequ ga Ban (2K, +00) uMa HajBUIIE KOHAYHO MHOI'O WIAHOBA HU3A
(Tn)nen. akme, 3a HEKO ng Baxku ga je 2K < x, Kajx rog je n > ng. Taga je
%xn < xp +a, ka1 107 je n > ng. [lo gemu 4.13 je lim %xn = +00, Ha je IO TeopeMu

4.1 lim(x,, + a,) = +oo. Jdpyru Jgeo ce caudHO HOKa3yje. U]
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[TOTJVIABJBE 5
Bpoj ¢

Jlema 5.1. BepynujeBa HejeaHakocT: Heka je a > —1 u n npupogaH 6poj. Taga
BaXM
(1+a)" > 1+ na.

Jokaz. MareMaTudkoM HHIYKITHjOM.
(%) 3an =1 mejennaxocr nocraje (1 +a)' > 1+ 1-a, mWro je OYALIEIHO TAYHO.
PETIOCTABUMO /I3 HEJeJHAKOCT BAXKH 38 N = k W IIOKAXKHUMO /I3 BaXKH 33
*%) II j k
n = k+ 1. Jakse, Halna nHJAYKTHBHA XHUIIOTE3a je Ja Baxu (1 + a)k > 1+ ka. Tana
I+ =0+ 0+a)>0+ka)Q+a) =14+ (k+Da+ka® =1+ (k+1)a

[IpBa HejeHAKOCT CJI€AM W3 WHAYKTHBHE XHIOTe3e, & JPyra U3 YHEeHUIE Ja je
ka? > 0.
13 (%) u (k) coenn Ja 3a CBAKO N BAXKH

(1+a)" > 1+ na.
U]

1 n 1 n+1

Teopema 5.2. Huzosn a,, = <1 + > nb, = <1 + > CY KOHBEPreHTHN 1 MMajy
n n

NCTY rpaHuLy.

okaz. ITokazahemo 1a 3a cBako n BaxKn
O < Ap, < anJrl < bn+1 < bn

Onazie iemo 3ak/byduTn Ja ¢y HA30BU (U )nen U (bn)nen MOHOTOHH M OFPaHUYEHH,
onakse he, o reopemu 2.22, cae uTH Jia ¢y KoHBeprenTHu. Hajumpe mpumerumo jia

cy a, u b, nosurusau. Ilpumemyjyhn BeprynujeBy HejemnakocT mo6mjamMo

s (i) (02) 02 ()

Hakne apy1 > a, Baxku 3a cBako n. Cumuno, npumemnyjvhiun BepuyiujeBy nejej-

HAKOCT 3aKJbYIYjeMO T je
1o\ nt 2 1
I+ ——7= z1l4+—=1+—,
< n(n + 2)) - n(n+ 2) n
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: 1 1 :
OJTaKJIe je T 3aro je

1 n+2<
| 1+ —
( +n<n+2>> n

@) ) g O )

n(n+2)

Hakne, 3a cBako n Baxu b,.; < b,. Kako je b, = a, - (1 + %), 3aK/bYy 1Y jeMO
1a je a, < b, 3a cBako n. [lakie, a, je Heomamajyhim Hu3, 003ro je OrpaHHIeH
(6mto KojuM wiaHOM HEU3A by, ), MOK je b,, Hepacryhu, orpannden 0103710 (6110 KOjUM
WIAHOM HE3A a4y, ) HU3. [lo Teopemu 2.22 carenu 12 ¢y (A )neN 1 (bn)neN KOHBEPTEHTHH

nuzoBu. Ilo Teopemu 4.9, cieqn na je

1
limb,, = lima, - lim <1 + —> = lima,,.
n

1 n
Hedunumnuja 5.3. [paHnyy Husa a, = <1 + —> 03Ha4aBaMo ca €.
n

Oznaka e mormde o uMeHa MareMarmdapa Ojaepa Koje ce OPUIHHAJIHO IIHIIe
Euler. Bpoj e je ocroBa mpupoHOr JIorapuTMa. 10 je mpampoHag ad 6poj, ma cxo-
JIHO TOMe€, HeMa KOHAYAaH JeMUMAJHH 3aIHC, OJAKJe H MOCTOjH HOoTpeba 13 My ce
nojean o3Haka. Ilomro je (an)nen Heomanajyhu uus u (by,)new HepacTyhu HEH3 1
[OLITO UMAjy HCTY TPAHUIY, BaXwn a, < lima, = e = limb, < b,. Onarre, 3a
n = 1 gobmjamo 2 < e < 4. Ba n = 2 gobujamo 2,25 < e < 3,375. 3a n = 5 m06u-
jamo 2,48832 < e < 2,985984. OuM moctynkoMm' ce 6poj e MOKe alpOKCHMHPATH
pou3BoJbHO 1006po. TakBum onenama ce jgobuja na cy 2, 71828 mpBHX HEKOJIHKO

JnenuMadia 6poja e.

1 -1
JIema 5.4. (1) lim <1 + —> =¢
—n
(2) Ako je limz,, = +oo, oHaa je lim (1 + iﬂ) —_
(3) Ako je limx,, = —oo, oHga je lim (1 + —n> —

1 n 1 n+1
Joka3z. Heka cy, kao y Teopemu 5.2, a, = <1 + —> u b, = <1 + —> .
n n

. LN L\ 1 .
(1) hm<1+_—n>hm<1+n_1> -hm<1+n_1>hman_1-(1+0)e,

(2) Hexka je y, = [n], Tj. yn je meo meo 6poja z,. Taga 3a ceako n € IN Baxu

Un L Tn < 14 Y.

HTocroje MuOrO 607m1 MOCTYIIHM 34 onpelyBame sennMana Gpoja e.
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Kako je limx,, = 400, To he 3a 10BO/bHO BeIUKO N OUTH T, > 1, 1a je (Yn)nen HHE3
HPHPOIHIX OPojeBa 3a JOBOJGHO BEJIMKO 1N U 33 CBAKO N BaXKH X, — | < ¥,, 114, IO
teopemnu 4.1, Baxkn limy,, = +o0.

W3 yeioBa y, < 1, < 1 4 ¥y, cilenn j1a BaxKn

1 1+yn 1 1 Tn 1 Yn 1
1+ 1— < |1+ — < (14— 1+—. 1
( 1+yn> ( 2+yn> ( xn> N ( %) ( %) @

Yn 1+yn
O3naanMO HE3 (1 + i) ca ¢,, a HU3 (1 + ﬁ) ca d,. Ilpumernmo ma 3a
T T

JIOBOJBHO BEJIUKO 1 BAXKHU Cp = Ay, U dp = A1y, . [lokaxkumo na je limc, = limd,, =

e. Heka je M > 0. Tana nocroju ko takBo na je a, € (e — M, e + M) kan rox je
n > kg. C ob3upom na je limy, = oo, mocroju ng, Takas ja je y, € (ko, +00)
KaJ1 TO7, je n > ng. akme, Kax rox je n > ng, Y, je mpupogan opoj sehn ox ko,
na je a,, € (e — M,e+ M). Yupaso cmo nokasauu aa je ¢, € (e — M,e + M)
u aa je d, € (e — M,e + M), xax je n > ngy (3ampaBo cMo mokazanu n1a je d, €
(e — M,e + M), kax je n > ng — 1, anm Kako je ng > ng — 1, Hall 3aK/bydaK
je ucnpaBan). lakie, Ban M-okonune 6poja e je HAJBUIIE KOHAYHO MHOT'O 9IAHOBA
HI30Ba (Cp )neN 1 (dn)nen. Kako oBo pesoHOBame He 3aBucH o1 n360pa 6poja M > 0,

3aK/byIyjeMo 1a je lime, = limd, = e. lakme Baxn

lime, = limd, = e. (2)

1
Baxu lim(2+ y,) = +oo (1ema 4.15), na je, mo Teopemu 4.10, lim <2 n > =0, a
Yn

o Teopemu 4.9 je lim (1 — ﬁ) = 1. 3aro je, mo Teopemu 4.9

I <1+ ! )Hyn (1 ! ) lim d, - 1 (1 ! ) I—e (3)
1m — = 11IM 4, - 1IN — — € — €.
14+ yn 24y, 24y,

CnmaamM pe3oHoBameM u3 limy, = +oo, kopucrehn jemy 4.15 u Teopemy 4.10,

3aKJ/byIyje Ja je lim (1 + y%) =1 u gaje

) L\ 1 ) ) 1
lim {1+ — l+— ) =lime,- lim{1+—) =e-1=e. (4)

13 jenmaxoctu (1), (3) u (4), no Teopemu 4.3, ciaeau 1a je
. 1\™
lim <1 + —> =€
Tn

(3) Hexka je z, = —x,. Tazga je lim z, = +oo. Ilo geay (2) oBe sene je

, 1\™ 1 \*"! 1
im |14+ — =lim {1+ 1+ —e-1=ce.
Tn Zn — 1 Zn — 1
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Teopema 5.5. Ako je lim |z,| = +00, oHga je lim (1 + i) "¢

—|T x

Joka3z. Heka je y, = (1 + ﬁ) ol u zp = <1+ |$1n|>| n|. o semu 5.4 je

limz, = y, = e, na je Ban cBake M-oKojnHe Tadke € HAjBHUIIE KOHATHO MHOIO

YIAHOBA HU30BA, (Yn )neN U (25 )nen. THME je HCIYEEHO H /13 je BaH cBake M-oko/im-
x

HE TadKe € HajBUIIe KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3a (1 + i) n, IITO YIIPaBO 3HAYN

L\™
/:Lajelim<1+> =e. U

Tn
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ITOI'V/IABJBE 6

OcCHOBHU JUMeCH HHU3a

,{ +oo, a>0
Jlema 6.1. limn® = { 1, a=0
[ 0, a<O.

Hokaz. Oznaanmo n® ca a,.
1. cay4daj: a = 0. Taza je a, = 1. VY cBakoj M-okoauau Tadke | cy CBH LIaHOBH
HU3& Oy, OJAKIe 10 neduHuImju caean 1a je lima, = 1.

1
a

2. cay4aj: o > 0. Heka je M > 0 u ng = [M=]. Tazna je
n>no::>n>Mé = M < n® = M < a,,
a, KaKo TO BayKu 3a ceako M > 0, 3akspy4yjemo 1a je lima, = +oo.

. . . "
3. cayuaj: a < 0. Taga je —a > 0w — = n~ %, ma je mo mperxomHoM, lim — =
Qp Qp,

1

+o0. Ilo Teopemn 4.10 je lima,, — lim - = 0. O

an

JIema 6.2. Heka je a > 0. Tana je lim /a = 1.

Hoxka3z. O3HauumMo /a ca a,.
1. cay4aj: a = 1. Tana je a, = 1. V cBakoj M-okoauau Tadke | cy CBH LIaHOBH

HU3& Oy, OJaKIe 110 nedbuHuImju cean 1a je lima, = 1.

2. cay4daj: a > 1. Tazma je 3a cBako n HCIymeHO /a > 1. 3a youeno n, Heka
jeh = a—1. Uz yJa > 1 ciean aa je h > 0. Baxu /a = h+ 1, na je, 1o

Bepnynujesoj HejeqnakocTH,

a=(1+h)"=>1+nh

Uz a > 14 nh cieqn na je h < %1 C obzmpom 1a je h > 0, Baxkuhe

1
0 e

N

h <

n

Hakme, 3a cBako n he BakuTu

_1
1< Va< o
n

a—1

Heka je x, = | n meka je y, = 1 + “

Baxu lim+ = 0 (1ema 6.1), ma je
lim((a — 1)=) = (e — 1)0 = 0 (reopema 4.9), a Tume je u (reopema 4.9) limy, = 1.

1
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Cana je x, < a, < y, u limz, = limy, = 1, na je no reopemu 4.3 (Teopema o
JBa mosmmnajua) u lima, = 1.

3. cayuaj: 0 < a < 1. OzHagummo ;10 ca b. Tama je b > 1, ma je 1mo mpeTxogHOM

lim Vb = 1. Taya je
1 1 1
lim v/a = lim — = =—-=1,
Ve lim =

[IpU 9eMy IIPBa jeTHAKOCT BayKu 10 m300py 6poja b, npyra mo teopemu 4.9, a Tpeha

0 u3padyHaTroM lim Vb=1. Ol

Jlema 6.3. lim /n = 1.

Hoxkas. Osmaaumo /n ca a,. Oznaanmo /n—1cah. 3an > 1jeun /n> 1, na
je h >0 n Baxu /n =1+ h, a Tuve n

n(1+h)”z<z>h’“1+nh+wh2+---+hn>1+—”(”_1)h2,

2 2
k=0

. ) n
HejajHakocT ciein U3 YHBEHUIE 713 je cBaKu o cabupaka ( i )hk MO3UTHBAH, 1A

36up Heka /Ba Huje Behnu ox 36upa cBux k + 1 cabupaka. Hejemnakoct
n(n —1)

2
5 h

n=1+
je eKBHBAJIEHTa Ca
2
h <=
n

C obzupom ja cmo Beh yrepamtm j1a je h > 0, 6uhe 0 < h < \/g . Jlakme, 3a ¢cBakKo
n > 1 Baxkn
1< V<l +vV2-ns.

HeKacyxnzlﬂynzlJr\/ﬁ-n_%. Taya je
limy, =1+ v2 - limn 2 =1 +v2-0= 1.
IIpBa jennakoct ciaenu u3 teopeme 4.9, a apyra no jemu 6.1.

Cana je x, < an, < Y, 32 JOBOBHO BeIUKO N (Taunuje 3a n > 1) u limx, =

limy, = 1, na je no reopemu 4.3 (Teopema o jBa nonunajna) u lima, = 1. O
.{ 400, a>1
, , | 1, a—1
Jlema 6.4. Heka je a > 0. Tazma lima”™ = {
10, la] <1
'( He nocToju, a < —1.
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Hokaz. Oznaqnmo a” ca a,.
1. cayuaj a = 1: Taga je a® = 1, ma je lima™ = 1.
2. cayuaj a > 1l: Oszmaummo a — 1 ca h. Tanma je h > 0 u, mo BepuynujeBoj
HejeTHAKOCTH,

a, =a"” = (1+h)" =1+ nh > nh.
Osnaanmo nh ca b,. C o63upom aa je limn = +oo (1ema 6.1 3a o = 1), 6uhe
limb,, = +oo (stema 4.13). To, y3 qumenuny j1a a, = b, 3a cBako n, mo reopemu 4.1,
naje 3a pe3yaratr ga je lima, = 4o00.

3. cayuaj 0 < a < 1: OzsHauumo glb ca b. tama je b > 1, ma je mo mpeTxomHOM

cayaajy limb"* = +oo. Tazga je, mo Teopemn 4.10, lim T 0. Jaxie,

lima" = lim — = 0.
ima lmb”

4. cay4daj a = 0: Tazna je a, = 0, na je lima, = 0.

5. cayuaj —1 < a < 0: Tazga je a, = (—1)"|a]”. Heka je b, = |a|*. Ilomro
je 0 < |a] < 1, onza, 1o mokazaHoOM LOX 3. ciaydajem, limb, = 0. Jakie, a, je
npou3spoj, opranudesor (—1 < (—1)" < 1) u myaa =wuza (b,), ma je u oH cam, 1O
Teopemu 4.8, HyJa HEA3.

6. cay4daj a = —1: Taga je as, = 1 u ag,—1 = —1, ma, mo nocaeguiy 3.3, He
mocroju lim a,,.

7. cayuaj a < —1: Tana je a, = (—1)"|a|”. Heka je b, = |a|™. Ilomro je 1 < |al,
OHJIa, IO JOKA3aHOM moj 1. ciaydajem, limb, = +oo. Ilo Teopemu 3.2 je lim by, =
lim by,,_1 = limb,,. Taza je limag,, = lim(1-by,) = +o0o u limag,_1 = im(—1-by,_1),

na je, mo jemu 4.13, lim ay,_1 = —oo. Ilo mocaequmu 3.3, He moctoju lim a,,. L]

[0

JIlema 6.5. lim£:03aa>1HaER.
an

[0

n
Jokaz. O3naauMo — ca Gy.
a

1. cay4daj o < 0: Tazga je a, = n*(a™1)". Ilo semu 6.1 je n® KoHBepreHTaH HHU3,
na je orpanmuen. Ilo jemu 6.4 je lim{a™!)" = 0, ma je a, npoussoj Hyjla HH3A 1

orpaamieHor Hu3a. [lo teopemu 4.8 je lima, = 0.
2. cay4daj o > 0: Tazga je

Goyr  (n+1D%" 1 (n+1

an, neqnrt! a n

)Oé

Hexa je x,, = 2t Taza je limz, = lim(1 + 1) = 1. Hexa je M = as — 1. Tlomro
jea>1mn i > 0, sazxkuhe M > 0. U3 limx,, = 1 caenu ga moctoju ng Takas Ja je
1—M < x, <14+ M kanroxjen > ng. Ogarie y3 dumbeHANY 14 je T, — 1+% =1
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3a cBako n, caenn (nocaeuna 4.2 neo 1) na he saxuru 1 < x, < 1 + M xaz roj je

n > ng, Tj.
1 .
1< ”T“ < @a KaJI TOJ je n > ng, & THME U
(”T“)a < @ KaJI TO7, je n > ng.

3ak/bydyjemMo Ja 3a n > ng BaXKH

Gyl 1 n+1

=—

U, a n

) < 1.
3an > n, BAXKHA py > A > Gpyl,

OJIAKJIe 3aKJbYIYjeMO JIBE CTBAPH:
e (Cpaku wiaH HH3a je 0/03r0 orpanuye 6pojeM K = max{ai,ds,. .., Uy, };
e Hus (a,)nen je onanajyhu 3a 10BOJbHO BETHKO 7.

C obzmpom 13 je a, = 0, sakmyuyjemo 1a 0 < a, < K Baxkm 3a CBaKO N
1j. Ja je Hu3 (Gn)nen orpanmder. Ilo reopemu 2.22, 3ak/bydyjemMo 1a je (an)nen
KoHBeprenran. O3Haunmo ca A meroBy rpanumy. 113

1 n+1

an+1:_'(
a n

)“ain,

cjaenn

1 1\“ 1
A=lima,;; = — - lim <n+ > lima, = —A.
a n a

IIpBa jennakoct cienn u3 jeme 4.11, apyra u3 teopeme 4.9. C ob3upom 1a je a > 1,

JEJMHO pellemhe jeTHAInHe

je A=0. [akie Baxu

122

JIema 6.6. lima—' =03aa>0.
n!

n
Hoxkaz. Oznadnmo — € ap.

n!
1. cay4daj 0 < a < 1: Tama je lima™ = 0 wm je lima” = 1, na je a” orpanndes.
M3 n < n!, mo reopemu 4.1, cienn ga je limn! = 400, a no Teopemn 4.10 crean 1a
je % Hy1a Hu3. [Jakie, <5 je IponsBoj OrpaHHYeHOr 1 Hy/la HE3a 1 je, 0 TeopeMu

4.8, U OH caM HyJIa HHU3.

2. cayuaj 1 < a: Bawm “2 = 45 Heka je ng = [1]. Tazna je 3a n > ng
a a
Qp, n+1
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Hakne, #u3 (a,)nen je onagajyhu 3a 10BO/BHO BEJUKO N W OTPAHUYEH 070310 (J1ema

2.5). Tomro je 0 < a,, HU3 je orpanudeH u 0103/10. 110 Teopemu 2.22 3aKIBYIyjeMO
An+1 a

12 je (an)new KoHBeprenran uu3. Heka je A = lima,. 13 = caenn
Qp, n+1
a . . a .
(pt1 = ?an, a tume n A =lima,;; = lim N lima,, = 0.

n!
JIema 6.7. lim— — 0.
nn

n!
Hokas. O3naquMo — ca a,. 3a CBAKO N Baxku

n
anH( n >n 1
o \vt) @

1 1 1
Baxkn lim — 1w — — < 5, 1 je 1m0 upBoM Jesty nocaeaune 4.2,
(1+31) e 2
n 1 1
e ~n S 5 < 1, 3a 10BOJBHO BeJIUKO n.
an, (1 + ﬁ) 2

Hakme, #u3 (an)nen je onagajyhu 3a J0BOBHO BEJUKO N W OTPAHUYEH 070310 (J1ema

2.5). Tomro je 0 < a,, HU3 je orpanudeH u 0103/10. 110 Teopemu 2.22 3aKIBYIYjeMO

T
. ) ) a n
12 je (an)nen KouBeprenran Hu3. Heka je A = lima,,. 13 ntl < n 1) caenn
an, n

1 T
an+1-<1+—> = Gy, & THME H
n
. . " .
A-ellman+1-11m<1+—> = lima, = A.
n

: : . . ..onl
Jenuno pememe oze jeanadune je A = 0, na sakmbydyjemo ja je lim — = 0. U]
n
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ITOI'VIABJBE 7

Yaaxkemwe JiuMeca 'y apryMeHT (pyHKIje

Y 0BOM morJIaB/by fiemo BHIETH /12 32 HeKe (hYHKIUje [ U HEKe HU30BE (X, )neN BAKH
lim f(z,) = f(limz,).

Y TOj cATyanmju ce Kaxke ,,Ja je JHUMec yIIao y arymeHT ¢ynkmnumje”’. Tako, Ha
npumep, ako je f(x) = y/x m ako Baxu lim f(x,) = f(limx,), 1j. lim\/z, =
VIim z,,, KazkeMo ,, 1 je amuMec ymao o koper” . Tephema koja heMo oBe JoKa3arn
he ce HajBUIIe KOPUCTUTH y U3yYaBamy HempeKmTHOCTH dYHKNHja. ¥ geay 3.10.5
(Besa usmely mempexupnocru GyHKIUje u jgumeca) fieMo HOKa3ardu Ja TO HHje

CJIYIajHO.

Teopema 7.1. Heka je (x,),cn KOHBEPreHTaH HU3.

(1) Heka je k npupopan 6poj sefin og 1. Taga je lim(z,)* = (lima,)*.

(2) Heka je k npupogaHn 6poj Befin og 1 u Heka je (7,)nen Takae ga je +/limx,
AecbuHucan v fa je 3a cBakm npupogaH 6poj n peduHucan /r,. Taga je
lim /7, — /T 1,

(3) Heka je g paunonanan 6poj Befin og 1 n Heka je (2, ),en Takae ga je (limx,)?
peduHUCaH n fa je 3a CBaKu npupogaH 6poj n pedunucan (r,)?. Taga je
lim(x,)? = (limz,)%.

Hoxkasz. (1) pumemyjyhiu apyru geo teopeme 4.9 3a a, = b, = x, gobujamo na je

limz?2 = (limx,)2

[Ipumemyjyhu apyru neo teopeme 4.9 3a a, — 22 u b, = 1,
nobujamo ga je lim(x,)* = (limx,)?. Hacrasmpajyhn osaj nmocrynax jom k — 2 myra,

nobujano fa je lim(x,)* = (limx,)*.

k

(2) Kopucruhemo qumennny ga 3a 0 < v < 1 Baxku u” < u, a tuMe u u < /u

k

m Ja je 3a u > 1 Baxkm u” > u, a THMe B /u < U Ka0 U HEJeTHAKOCT TPOYIJIA

o+ w| < o] + |wl.

Pasmorpumo npso ciaydaj limx, = 0. O3naguMo ca a rpaHuny HE33 (T, )pen. 110
Teopeyu 4.9, u3 limz, = a ~ 0 caean ga je lim *» — 1 = 0. Osnpaanmo 7= — 1 ca yy,.
13
Tj. U3
T,
_|yn| < E —1< |yn|
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cJIeIa 12 je
Tn
F=lyal < 2 < 11 gl (1)
W3 gumennne 1a je limy, = 0, mo npBoMm geny nociaenune 4.2, caenn na je —1 <

Yn < 1 3a 10BOJBHO BeTHKO n. Jlakie, 3a JOBOJHAHO BEJIHKO 71 BAXKH
0<1—|yo] K11+ |ynl (2)

To mame moBIAYM 1A je 3a J0BOJBHO Benmko 1 (3a 0 < w < 1 Baxku u < /u u 3a
u > 1 Baxn /u < u)

L—ynl S V1=l 1w 14|yl <14 |yl (3)

13 nejennaxoctu (1) u (3) crenn

Y a—— [Ln Y um—
1_|yn|< 1_|yn|< Eg 1+|yn|<1+|yn|a

1a je 3a JIOBOJHHO BEJTHKO 71
Va(l = gal) € Van < Va(l +[gal)  axoje a>01j. (4)
VAl linl) < Vi < Va(l = lyal)  axo je a < 0. (5)
ITo teopemu 4.9 3 limy,, = 0, caenn 1a je
lim v/a(1 = Jyal) = lim v/a(l + yal) = va.

Onarie, no teopemu 4.3 npuMemeHy Ha HejenHakocT (4), ako je a > 0 wim Ha

uejegaakoct (5), ako je a < 0, BazKu
lim /7, = va = v/lim z,,.

Axo je limz,, = 0, orza 3a M > 0 mocToju mpupoman 6poj ng Takas 1a je |z, < M*,
KaJi roJl je n > ng. 3aro0, 3a CBAKO N > Ng BaxKu |,/T,| < M. Kako oBo pe3onoBame
He 3aBHCH o7 n3bopa 6poja M, 3ak/bydyjeMo jia ce BaH cBako M-oKoJiMHe HaJIa3n

HAJBHIIE KOHATHO MHOTO WIAHOBA HU3A& /T,. Haxse lim \/x, =0 = /limz,

(3) Ako je ¢ = 7 € Q, onna je no nokazanom oy (1) u (2)

limad =lim /27 = /lim2? = +/(limz,)™ = (lim ,,)?

lim 2y,

Teopema 7.2. Ako je x,, KoHBeprenTaH Hu3 n 0 < a = 1, onga je lima™ = a

Hokaz. Pazmorpumo npBo ciay4aj kaz je limz, = 0 uw a = e. Heka je M 6mio
Koju mosuTHBaH peanan 6poj. Hexa je M; = min{3, M}. U3 0 < M; < 1 cuean
73 je 7 1Ml > 1+ M;

(1+ M) > 1In1 (jep je dyukumja Inx
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pactyha), a Tume u
In(1 — My) < —In(1 + My). (1)
Heka je My = In(1 + My). Tana je My > 0. U3 limx, = 0 caean jga mocroju ng
TaKBO Jia je ¥, v Ms-okomman taduke 0 Kaj roj je n > ng. Jlakie, 3a TakBo n je
—My <z, < My, 1j. —In(1+ M) < x, <In(l + M;y). Onasie u u3 HejeHAKOCTH
(1) cneau na je
In(l — M) <z, < In(1 + My). (2)

C obzupom ja je dyuknuja e pacryha, u3 Hejeqnakocru (2) caenu 1a je
1— M, <e™ <14 M.
Onpajte, ¢ ob3mpom 1a je 0 < My < M, cnenm 3a CBako n > ng BaxKH
1—M<e™ <1+ M. (3)

C ob3upom jga HejemHakocT (3) Baxku HezaBuchHo oj usbopa 6poja M > 0, To, mo

nedbIHATH)H, 3Ha9n 13 je lime™ = 1.

Pazmorpumo caj cayaaj kajga ¢y a u A = limx, 6mro Koju peanan 6pojeBu y3
yeaop 0 < a = 1. Taga je

Tn a}\ . amn—A _ a}\ . 6(mn—>\)lna.

Osnagmmo ca y, a3 (x,—A) Ina. C ob63upom na je limx, = A u ga je In a koncranta,

u3 Teopeme 4.9 cienn 1a je y, Hysaa Hu3. [lo mperxonno gpoka3zaHoM je Tafg lim eV = 1.

Hakme, BaxKn

A

. 6(mn—>\) lna)

lima™ = lim(a
Teopema 7.3. Ako je limx, = a > 0, onga je limInz, = In(limx,,).

Heka je limz, = 1 u mexka M > 0. VegoB —M < Inz, < M je ekBuBaJIeHTaH
yeaoBy e M <z, < eM. Ako xemmmo ja m3 yeaosa 1 — K < z, < 1+ K cremn
e™™M < 5. < eM MoOpa OuTn eML1—-Kul+ K <eM 3aro je JTOBOJBHO T4

je K =1—eM, M3 limz, = 1 caean 1a 0OCTOju Ny TAKBO Ja je 2, v K-oKoamH:

M M

opoja 1, kax rox je n > ng. Taga he 3a n > ng 6utn e < 2z, < e¥, a Tume

un—M <Inz, < M. Jake, 3a ceako M > 0 mocroju HajBUIe KOHATHO MHOIO
wiaHOBa HEU3a In z, Ban M-okosmue 6poja 0, ma 3ax/pydyjemo ma je limln z, = 0.

Lp,

Tn -
Baxu Inx, = In(a-—) =Ina +In—. C ob3upom ja je lim *» = 1, no nperxonno
a

nokKasanoM saxku limIn 22 = 0, a rume u limIn z,, = limIn(a-—) = Ina+limIn — =
a
Ina. Yopaso cmo nokazanu ja je limInx, = In(limx,,). O]

Teopema 7.4. Ako je limx, = a € (0,1) U (1,+00) n limy, = A € R, onga je

lim z,% = a’.
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Jlokas.

Jn zy lim(yr-1n 2r,)

lim l,nyn — lim e¥" —¢ lim yy, -lim In 2,

lim yp-In lim 2,

— e — e )limyn.

= (limx,

IIpBa jemrakoCT ciieny U3 YumBEHATE 13 ¢y hyHKIHje € u In x jeqHa 1pyroj nHBep3He
u jemnaxoctn In(AP) = Bln A, apyra je mpmmena Teopeme 7.2, Tpeha je mpuMena
Teopeme 4.9, deTBpTa je MpuMeHa TeopeMe 7.3, a MOCaeIHa MTOHOBO CJIe/ I U3 9HH-
jennme ma cy dbymknmje e u Inx jenma apyroj mmsepsHe u jemmakoctn In(AP) =
BlnA. U

IMocnenuna 7.5. Ako je limx, =a > 0u X € R, onga je lim(x,)* = (limx,)*.

Hoxka3z. Ilpumenom teopeme 7.4 3a ¥y, = A, 7100Hja ce TpaykeHa jeTHAKOCT. U

Teopema 7.6. Baxn
(1) Heka je a > 1
(a) w3 limz,, = +oo cnegu lima™ = +o0.
(6) w3 limx,, = —oo cnegm lima™ = 0.
(2) Hekaje 0 <a < 1
(a) w3 limx,, = 400 cnegu lima™ = 0.

(6) w3 limx,, = —oo cnegm lima™ = +o0.

Hoxka3s. 1a) Heka je y, = [x,] u 2, = a”. U3 neme 4.15 caeqn ga lim(x,—1) = +o0,
& U3 9UBEeHANE 13 je T, — | < y, u Teopeme 4.1 coaenn 1a je limy, = +o0. 1o nemn
6.4 je lim z, = +o0o. Heka je K > 0. Tana nocroju ko rakas 1a je z, € (K, +00),
Kaj rox je n > ko, U3 limy, = +oo ciaenn ga nocroju ng takas 1a je y, € (ko, +00),
KaJ1 To11 je n > ng. Hakne, kag rog je n > ng, ouhe y, > ko, omakie cienn ja lie
ourn z,, € (K,+00). Hakme, 3a 6uio xoje K > 0 Baxku jga hie ce Ban (K, +00)
Halli HajBHIIE KOHAYHO MHOIO WIAHOBA HH3a ¢, mTO 1o JeduHUIEjH 3HAYH /12 je
lima’ = +o00. U3 ¥y, = |x,] ciequ na je y, < x,, na je a’" < a™. Io teopemu 4.1
caean ga je lima™ = 0.

16) lima™ = lim

lim a¢™ = 0.

—Tn __

—. o mperxozxuoM je lima

—dn

400, na je mo teopemu 4.10

1

2a) u 26) ce g06mjajy npumerom 1a) u 16) Ha — yMeCTO @ U MPUMEHOM TEOpEMe
a

4.10. U]
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