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2 SADR�AJ [0



Glava 1

Redovi

Neka je an neki niz realnih brojeva. Brojevni red je beskonaqna suma qlanova
tog niza u oznaci

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + . . .+ an + . . . (1.1)

Za niz an ka�emo da je opxti qlan reda. Sa

sn = a1 + a2 + . . .+ an,

oznaqavamo n−tu parcijalnu sumu reda (1.1). Ka�emo da red (1.1) konvergira
ako postoji konaqan lim

n→∞
sn, a u suprotnom ka�emo da divergira.

Primer 1.1. Po definiciji ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

n.

Parcijalna suma reda je sn = 1 + 2 + . . . + n =
n(n+ 1)

2
, kao suma prvih n

prirodnih brojeva, xto bi trebalo da je poznato iz sred�e xkole, pa je lim
n→∞

sn =

lim
n→∞

n(n+ 1)

2
= +∞. Dakle, zak	uqujemo da red divergira.

Primer 1.2. Po definiciji ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=0

qn, q ∈ R.

sn = q0 + q1 + q2 + . . .+ qn = 1 + q + q2 + . . .+ qn =
1− qn+1

1− q
, za q 6= 1, xto je

suma prvih n qlanova geometrijskog niza (sred�a xkola). Odatle je

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

1− qn+1

1− q
= lim

n→∞

( 1

1− q
− qn+1

1− q

)
=


1

1−q za |q| < 1;

+∞ za q > 1;
ne postoji za q 6 −1.

,

jer je

lim
n→∞

qn+1 =


0 za |q| < 1;
+∞ za q > 1;
ne postoji za q 6 −1.
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Za q = 1 imamo
∞∑
n=0

qn =
∞∑
n=0

1, pa je sn = 1 + 1 + . . . + 1 = n, odakle je lim
n→∞

sn =

lim
n→∞

n = +∞, xto znaqi da red divergira. Dakle, red konvergira ako i samo

ako je |q| < 1. Navedimo osnovni kriterijum divergencije reda, takozvani test
divergencije.

Tvr�e�e 1.1. Ako niz an ne te�i nuli, onda red
∞∑
n=1

an divergira.

Napomena! Konvergencija reda ne zavisi od prvih konaqno mnogo qlanova
reda, jer konvergencija niza sn ne zavisi od prvih konaqno mnogo qlanova niza,
pa zato mo�emo da ispitujemo konvergencije redova oblika

∞∑
n=2

an,

∞∑
n=4

an,
∞∑

n=10101

an ...

1 Redovi sa pozitivnim qlanovima

Red sa pozitivnim qlanovima je svaki red
∞∑
n=1

an kod koga je an > 0. Za

ispitiva�e ovakvih redova postoje razni kriterijumi koje �emo ubudu�e kori-
stiti.

Tvr�e�e 1.2. (Prvi poredbeni kriterijum) Neka su dati redovi
∞∑
n=1

an i
∞∑
n=1

bn

i neka je an 6 bn poqevxi od nekog n0 ∈ N. Tada, ako red
∞∑
n=1

bn konvergira, onda

i red
∞∑
n=1

an konvergira, a ako red
∞∑
n=1

an divergira, onda i red
∞∑
n=1

bn divergira.

Podsetimo se sada jedne definicije iz Matematike 1.

Definicija 1.1. Neka su an i bn nizovi koji nisu identiqki jednaki nuli.
Ka�emo da su an i bn asimptotski ekvivalentni u oznaci an ∼ bn ako je

lim
n→∞

an
bn

= 1.

Iz definicije se vidi da ako je an ∼ bn, onda mora biti i lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn,

pod pretpostavkom da limesi ili postoje ili odre�eno divergiraju (ka +∞ ili
−∞).

Znamo da je lim
x→0

sinx

x
= 1, pa zbog Hajneove teoreme graniqne vrednosti va�i

lim
n→∞

sin an
an

= 1, za svaki niz an takav da je lim
n→∞

an = 0 i an 6= 0. Odatle sledi
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da je sin an ∼ an. Na primer: sin
1

n
∼ 1

n
, sin

5

(n+ 1)2
∼ 5

(n+ 1)2
itd. Motivisani

ovim primerom mo�emo dati sve ostale (koje se najqex�e koriste) asipmtotske
relacije kad god je lim

n→∞
an = 0 :

1. sin an ∼ an,

2. cos an ∼ 1− a2n
2
,

3. ean ∼ 1 + an,

4. (1 + an)
λ ∼ 1 + λan,

5. ln(1 + an) ∼ an,

6. (1 + an)
1
an ∼ e,

7. tg(an) ∼ an,

8. arctg(an) ∼ an.

Isto tako va�na asimptotska relacija je vezana za polinom

akn
k + ak−1n

k−1 + · · ·+ a1n+ a0 ∼ akn
k, gde je ak 6= 0.

Qesto �emo u ispitva�u konvergencije redova koristiti slede�a dva tvr�e�a.

Tvr�e�e 1.3. Ako je an ∼ bn i cn ∼ dn, onda je:

1. an + cn ∼ bn + dn,

2. ancn ∼ bndn,

3.
an
cn
∼ bn
dn
.

Tvr�e�e 1.4. Ako je an ∼ bn, onda je n
√
an ∼ n

√
bn, gde su an i bn pozitivni

nizovi. Tako�e va�i i (an)
1
p ∼ (bn)

1
p , za p ∈ R i p 6= 0.

Ne va�i, me�utim, ako je an ∼ bn da je onda ann ∼ bnn. To mo�emo videti na

primeru an = 1 +
1

n
, bn = 1. Oqigledno je an ∼ bn, ali a

n
n ∼ e, jer je lim

n→∞
ann = e,

pa ne mo�e biti ann ∼ bnn, jer je bnn = 1. Veoma va�na �e nam biti asimptotska
relacija koja je poznata pod nazivom Stirlingova formula

n! ∼ nne−n
√
2πn.

Tvr�e�e 1.5. (Drugi poredbeni kriterijum) Ako je an ∼ bn, tada redovi
∞∑
n=1

an

i
∞∑
n=1

bn istovremeno konvergiraju ili divergiraju.
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Tvr�e�e 1.6. (Dalamberov kriterijum) Neka je dat red
∞∑
n=1

an i neka je

lim
n→∞

an+1

an
= L.

Tada za L < 1 red konvergira, a za L > 1 opxti qlan reda ne te�i nuli, pa red
divergira.

Tvr�e�e 1.7. (Koxijev koreni kriterijum) Neka je dat red
∞∑
n=1

an i neka je

lim
n→∞

n
√
an = L.

Tada za L < 1 red konvergira, a za L > 1 opxti qlan reda ne te�i nuli, pa red
divergira.

Tvr�e�e 1.8. (Rabeov kriterijum) Neka je dat red
∞∑
n=1

an i neka je

lim
n→∞

n
(
1− an+1

an

)
= L.

Tada za L > 1 red konvergira, a za L < 1 red divergira.

Primetimo da kod Dalamberovog i Koxijevog kriterijuma, sluqaj L = 1 ne
daje informaciju o konvergenciji reda. Zato, kada je L = 1 kod Dalamberovog
kriterijuma, po�e	no je probati sa Rabeovim kriterijumom. Ako nam ni on
ne da informaciju o konvergenciji reda, onda moramo da se dovijamo na drugi
naqin.

Tvr�e�e 1.9. (Koxijev integralni kriterijum) Neka je f(x) neprekidna, nene-
gativna i opadaju�a realna funkcija za x > k, k ∈ N i neka je an = f(n), za n >

k. Tada red
∞∑
n=k

an konvergira ako i samo ako konvergira nesvojstveni integral

+∞∫
k

f(x)dx.

Iskoristimo prethodni kriterijum da doka�emo slede�e bitno

Tvr�e�e 1.10. Red H(p) =
∞∑
n=1

1

np
, p ∈ R zove se uopxteni harmonijski red.

H(p) konvergira ako i samo ako je p > 1.



§1.] Redovi sa pozitivnim qlanovima 7

Dokaz: Neka je prvo p < 0. Tada je an =
1

np
= n−p, −p > 0, pa je lim

n→∞
an = +∞,

xto znaqi da red divergira jer opxti qlan ne te�i nuli. Sliqno, za p = 0
dobijamo da je an = 1, pa je i lim

n→∞
an = 1 6= 0, odnosno red divergira. Neka

je sada p > 0. Posmatrajmo funkciju f(x) =
1

xp
. Ona je neprekidna za x > 1,

nenegativna je i va�i f ′(x) =
−p
n1+p

< 0, za x > 1, xto znaqi da je funkcija

opadaju�a za x > 1. Mo�emo sada upotrebiti integralni kriterijum na nax
red, jer je oqigledno an = f(n), za n > 1. Za p ∈ (0, 1) imamo

+∞∫
1

1

xp
dx =

x1−p

1− p

∣∣∣∣∣
+∞

1

=
+∞
1− p

− 1

1− p
= +∞,

jer je 1− p > 0, pa je (+∞)1−p = +∞ i red divergira. Za p > 1 imamo

+∞∫
1

1

xp
dx =

x1−p

1− p

∣∣∣∣∣
+∞

1

=
0

1− p
− 1

1− p
=

1

p− 1
,

jer je 1− p < 0, pa je (+∞)1−p = 0 i red konvergira. Konaqno, za p = 1 imamo

+∞∫
1

1

x
dx = ln(x)

∣∣∣∣∣
+∞

1

= ln(+∞)− ln(1) = +∞− 0 = +∞,

xto znaqi da red divergira. Time je tvr�e�e dokazano. �

Napomenimo da je oznake poput (+∞)1−p = +∞ podrazumevaju odgovaju�e
graniqne vrednosti.

Definicija 1.2. Neka je n ∈ N. Dvostruki faktorijel parnog broja je

(2n)!! = 2n · (2n− 2) · (2n− 4) · . . . · 4 · 2,

a dvostruki faktorijel neparnog broja je

(2n− 1)!! = (2n− 1) · (2n− 3) · (2n− 5) · . . . · 3 · 1.

Dakle, kod dvostrukog faktorijela nekog broja mno�imo unazad sa korakom dva.

Poka�imo sada jednu osobinu dvostrukog faktorijela parnog broja.

(2n)!! = 2n · (2n− 2) · (2n− 4) · . . . · 4 · 2
= 2(n) · 2(n− 1) · 2(n− 2) · . . . · 2(2) · 2(1)
= 2n(n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 2 · 1) = 2nn!.

Za svaki broj n ∈ N va�i da je

(2n)!!(2n− 1)!! = (2n)!,
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jer je (2n)! proizvod svih brojeva od 1 do 2n, (2n)!! proizvod svih parnih od 2
do 2n, a (2n − 1)!! proizvod svih neparnih od 1 do (2n − 1), pa kad se pomno�e
daju proizvod svih od 1 do 2n.

Nije loxe znati slede�u asimptotsku relaciju

(2n− 1)!!

(2n)!!
∼ 1√

nπ
. (1.2)

Doka�imo ovo:

(2n− 1)!!

(2n)!!
=

(2n− 1)!!

(2n)!!

(2n)!!

(2n)!!
=

(2n)!

[(2n)!!]2
=

(2n)!

[2nn!]2
=

(2n)!

22n[n!]2
∼ (2n)2ne−2n

√
2π2n

22n[nne−n
√
2πn]2

=
22nn2ne−2n

√
4πn

22nn2ne−2n2πn
=

1√
nπ

,

gde je Stirlingova formula prime�ena na (2n)! i n!. Definiximo jox i uopxte-
ni binomni koeficijent.

Definicija 1.3. Uopxteni binomni koeficijent u oznaci

(
a

n

)
, gde je

a ∈ R, n ∈ N, je dat sa(
a

n

)
=
a(a− 1)(a− 2) · · · (a− (n− 1))

n!
.

Primer 1.3. Navedimo neke binomne koeficijente koji se najqex�e sre�u u
zadacima:

1.

(
−1
n

)
= (−1)n,

2.

(
−1

2

n

)
=

(−1)n(2n− 1)!!

(2n)!!
za n > 1,

3.

(
1
2

n

)
=

(−1)n−1(2n− 3)!!

(2n)!!
za n > 2.

Doka�imo, ilustracije radi, deo 2.(
−1

2

n

)
=
−1

2
·
(
−1

2
− 1
)
·
(
−1

2
− 2
)
· · ·
(
−1

2
− (n− 1)

)
n!

=
−1

2
·
(
−3

2

)
·
(
−5

2

)
· · ·
(
−2n−1

2

)
n!

=
(−1)n(2n− 1)!!

2nn!
=

(−1)n(2n− 1)!!

(2n)!!
.

1.1 Rexeni zadaci

Zadatak 1.1. Po definiciji ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

1

n(n+ 2)
.
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Odredimo qemu je jednaka n− ta parcijalna suma datog reda.

sn =
1

1 · 3
+

1

2 · 4
+

1

3 · 5
+ · · ·+ 1

n(n+ 2)

=
1

2

3− 1

1 · 3
+

1

2

4− 2

2 · 4
+

1

2

5− 3

3 · 5
+ · · ·+ 1

2

n+ 2− n
n(n+ 2)

=
1

2

(
1− 1

3
+

1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

5
+ · · ·+ 1

n
− 1

n+ 2

)

=
1

2

(
1 +

1

2
− 1

n+ 2

)
=

1

2

(
3

2
− 1

n+ 2

)
,

pa je lim
n→∞

sn =
3

4
. Dakle, red konvergira i zbir mu je

3

4
.

Zadatak 1.2. Ispitati konvergenciju slede�ih redova

1.
∞∑
n=1

n2 + 1

n+ 2
,

2.
∞∑
n=1

(2n+ 3

2n− 1

)n−1
,

3.
∞∑
n=1

n
√
2n + n7.

Opxti qlan reda pod 1. je an =
n2 + 1

n+ 2
i oqigledno je lim

n→∞
an = +∞, pa red

divergira jer opxti qlan ne te�i nuli. Za red pod 2. je

an =
(2n+ 3

2n− 1

)n−1
=
(
1 +

4

2n− 1

)n−1
=
(
1 +

4

2n− 1

)(n−1) 4
2n−1

2n−1
4

=
(
1 +

4

2n− 1

) 2n−1
4

4(n−1)
2n−1

,

pa je lim
n→∞

an = e2 6= 0, xto znaqi da red divergira. Konaqno, za red pod 3. je

an =
n
√
2n + n7. Primetimo da je 2n + n7 > 2n, pa je

n
√
2n + n7 > n

√
2n = 2, odakle

sledi da je lim
n→∞

an > lim
n→∞

2. Dakle, lim
n→∞

an > 2, pa opxti qlan te�i nekom broju

koji je svakako razliqit od nule, xto znaqi da red divergira (mo�e se pokazati
da je lim

n→∞
an = 2, primenom leme o dva policajca npr.).

Zadatak 1.3. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
√
n2 + n− n).
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Primetimo da je

an = (
√
n2 + n− n) = (

√
n2 + n− n)

√
n2 + n+ n√
n2 + n+ n

=
n2 + n− n2

√
n2 + n+ n

=
n√

n2 + n+ n
,

a lim
n→∞

n√
n2 + n+ n

=
1

2
6= 0, pa red divergira prema testu divergencije.

Zadatak 1.4. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

1

n2n
.

Prvi naqin: Primetimo da je n > 1, odatle sledi da je
1

n
6 1, pa je onda

1

n

1

2n
6 1

1

2n
=

1

2n
. Odatle dobijamo da je an =

1

n2n
6

1

2n
, a red

∞∑
n=1

1

2n
=
∞∑
n=1

(1
2

)n
konvergira jer je q =

1

2
< 1. Prema prvom poredbenom kriterijumu sledi da

poqetni red konvergira.

Drugi naqin: Posmatrajmo koliqnik
an+1

an
=

1
(n+1)2n+1

1
n2n

=
n2n

(n+ 1)2n+1
=

n

2(n+ 1)
.

Kako je lim
n→∞

n

2(n+ 1)
=

1

2
< 1, to prema Dalamberovom kriterijumu sledi da

red konvergira.

Tre�i naqin: Kako je n
√
an =

n

√
1

n2n
=

1

2 n
√
n
, a znamo (ili bi trebalo da znamo)

da je lim
n→∞

n
√
n = 1, to sledi da je onda lim

n→∞
n
√
an = lim

n→∞

1

2 n
√
n

=
1

2
< 1, pa red

konvergira prema Koxijevom kriterijumu.
Ne bi bilo loxe podsetiti se da je

lim
n→∞

n
√
np = 1, zap ∈ R i lim

n→∞
n
√
ap = 1, za a > 0, p ∈ R.

Zadatak 1.5. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

n
(
1− cos

1

n

)
.

Primetimo da je 1− cos
1

n
> 0, jer je cos

1

n
6 1. To znaqi da je

an = n
(
1− cos

1

n

)
> 0,

a kako je cos
1

n
∼ 1− 1

2n2
, to je an = n

(
1−cos 1

n

)
∼ n

(
1−
(
1− 1

2n2

))
= n

1

2n2
=

1

2n
.

Red
∞∑
n=1

1

2n
divergira jer je to zapravo red H(1), pa onda mora i poqetni red da

divergira prema drugom poredbenom kriterijumu.
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Zadatak 1.6. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(1 + n2

1 + n3

)2
.

Kako je 1 + n2 ∼ n2, 1 + n3 ∼ n3, to je an =
(1 + n2

1 + n3

)2
∼
(n2

n3

)2
=

1

n2
.

Red
∞∑
n=1

1

n2
= H(2) konvergira, pa i poqetni red konvergira prema drugom

poredbenom kriterijumu.

Zadatak 1.7. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(−1)n + 2

n2
.

Primetimo da je (−1)n =

{
1 za n parno;
−1 za n neparno.

, pa je −1 6 (−1)n 6 1.

Odatle je an =
(−1)n + 2

n2
6

1 + 2

n2
=

3

n2
, a red

∞∑
n=1

3

n2
konvergira, to onda

konvergira i poqetni red prema prvom poredbenom kriterijumu.

Zadatak 1.8. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(sinn!)2

n
3
2

.

Kako je sinx 6 1, za svako realno x, to je onda i sinn! 6 1. Odatle je an =
(sinn!)2

n
3
2

6
12

n
3
2

=
1

n
3
2

, a kako red
∞∑
n=1

1

n
3
2

konvergira, to konvergira i poqetni red

prema prvom poredbenom kriterijumu.

Zadatak 1.9. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

2n− 1

(
√
2)n

.

Prvi naqin: Kako je
√
an = n

√
2n− 1√

2
n =

n
√
2n− 1√

2
i lim

n→∞
n
√
2n− 1 = 1, to je

lim
n→∞

n
√
an =

n
√
2n− 1√

2
=

1√
2
< 1. To znaqi da red konvergira prema Koxijevom

kriterijumu.
Drugi naqin: Posmatrajmo koliqnik

an+1

an
=

2(n+1)−1
√
2
n+1

2n−1√
2
n

=

√
2
n
(2n+ 1)

√
2
n+1

(2n− 1)

=
2n+ 1√
2(2n− 1)

.

Odatle je lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2n+ 1√
2(2n− 1)

=
1√
2
< 1, pa red konvergira prema

Dalamberovom kriterijumu.
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Zadatak 1.10. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

( 3n2

n2 + 1

)n
.

n
√
an =

3n2

n2 + 1
, pa je lim

n→∞
n
√
an = 3 > 1, xto znaqi da red divergira prema

Koxijevom kriterijumu.

Zadatak 1.11. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(2n)!!

(n+ 1)n
.

an+1

an
=

(2(n+1))!!
(n+2)n+1

(2n)!!
(n+1)n

=
(n+ 1)n(2n+ 2)!!

(n+ 2)n+1(2n)!!
=

(n+ 1)n(2n+ 2)(2n)!!

(n+ 2)(n+ 2)n(2n)!!
=

2n+ 2

n+ 2

(n+ 1

n+ 2

)n
,

odakle je

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2n+ 2

n+ 2

(n+ 1

n+ 2

)n
=

2

e
,

jer je lim
n→∞

2n+ 2

n+ 2
= 2, a lim

n→∞

(n+ 1

n+ 2

)n
= e−1 =

1

e
. Kako je

2

e
< 1 to znaqi da red

konvergira prema Dalamberovom kriterijumu.

Zadatak 1.12. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
.

Prvi naqin: Kako je an =
(2n− 1)!!

(2n)!!
∼ 1√

nπ
, a red

∞∑
n=1

1√
nπ

=
∞∑
n=1

1
√
πn

1
2

divergira, to onda i poqnetni red konvergira prema drugom poredbenom krite-
rijumu.
Drugi naqin: Posmatrajmo koliqnik

an+1

an
=

(2n+1)!!
(2n+2)!!

(2n−1)!!
(2n)!!

=
(2n+ 1)!!(2n)!!

(2n+ 2)!!(2n− 1)!!
=

(2n+ 1)(2n− 1)!!(2n)!!

(2n+ 2)(2n)!!(2n− 1)!!
=

2n+ 1

2n+ 2
,

odakle vidimo da je lim
n→∞

an+1

an
= 1, a taj sluqaj nam je neodluqan, tj. ne mo�emo

nixta re�i o konvergenciji na osnovu Dalamberovog kriterijuma. Probamo da
li Rabeov kriterijum mo�e nexto da nam ka�e. Posmatramo

n
(
1− an+1

an

)
= n

(
1− 2n+ 1

2n+ 2

)
= n

(2n+ 2− 2n− 1

2n+ 2

)
=

n

2n+ 2
,

pa je lim
n→∞

n
(
1 − an+1

an

)
=

1

2
< 1, xto znaqi da red divergira prema Rabeovom

kriterijumu.

Zadatak 1.13. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

2n(2n− 1)!!

1 · 5 · 9 · · · (4n+ 1)
.
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an+1

an
=

2n+1(2n+1)!!
1·5·9···(4n+1)·(4n+5)

2n(2n−1)!!
1·5·9···(4n+1)

=
1 · 5 · 9 · · · (4n+ 1)2n+1(2n+ 1)!!

1 · 5 · 9 · · · (4n+ 1) · (4n+ 5)2n(2n− 1)!!

=
2(2n+ 1)

4n+ 5
=

4n+ 2

4n+ 5
,

pa je lim
n→∞

an+1

an
= 1, xto nam ne govori nixta o konvergenciji. Zato probamo

Rabeov kriterijum.

n
(
1− an+1

an

)
= n

(
1− 4n+ 2

4n+ 5

)
=

3n

4n+ 5
,

pa je lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
=

3

4
< 1, xto znaqi da red divergira prema Rabeovom

kriterijumu.

Zadatak 1.14. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=2

√
n ln

n+ 1

n− 1
.

an =
√
n ln

n+ 1

n− 1
=
√
n ln

(
n− 1 + 2

n− 1

)
=
√
n ln

(
1 +

2

n− 1

)
∼
√
n

2

n− 1
∼ 2
√
n

n

=
2√
n
.

Kako red
∞∑
n=2

2√
n
=
∞∑
n=2

2

n
1
2

divergira, to divergira i poqetni red prema drugom

poredbenom kriterijumu.

Zadatak 1.15. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

1! · 3! · 5! · · · (2n− 1)!

(n!)n

(√
e

2

)n
.

Kako je

an+1

an
=

1! · 3! · 5! · · · (2n− 1)! · (2n+ 1)!

((n+ 1)!)n+1

(√
e

2

)n+1

· (n!)n

1! · 3! · 5! · · · (2n− 1)!

(
2√
e

)n
=

(2n+ 1)! · (n!)n

((n+ 1)!)n+1

√
e

2
=

(2n+ 1)! · (n!)n

(n+ 1)!((n+ 1)!)n

√
e

2
=

(2n+ 1)! · (n!)n

(n+ 1)!(n+ 1)n(n!)n

√
e

2

=
(2n+ 1)!

(n+ 1)!(n+ 1)n

√
e

2
∼

(2n+ 1)2n+1e−(2n+1)
√
2π(2n+ 1)

(n+ 1)n+1e−(n+1)
√
2π(n+ 1)(n+ 1)n

√
e

2

=
(2n)2n+1

(
1 + 1

2n

)2n+1
e−n
√
(2n+ 1)

nn+1
(
1 + 1

n

)n+1√
n+ 1 nn

(
1 + 1

n

)n√e2 ∼ 4nee−n
√
2n
√
e

e2
√
n

=

(
4

e

)n √
2√
e
→∞, kad n→∞,

to prema Dalamberovom kriterijumu zak	uqujemo da dati red divergira.
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Zadatak 1.16. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

ln (n+ 1)− lnn

np
, u zavisnosti

od p ∈ R.

an =
ln (n+ 1)− lnn

np
=

ln n+1
n

np
=

ln (1 + 1
n
)

np
∼

1
n

np
=

1

np+1
. Kako je

an ∼
1

np+1
,

to znaqi da poqetni red konvergira ako i samo ako konvergira red
∞∑
n=1

1

np+1
, a

taj red konvergira ako i samo ako je p + 1 > 1, odnosno p > 0, prema drugom
poredbenom kriterijumu.

Zadatak 1.17. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(ln (n+ 1)− lnn)p

(2n− 1)2
, u zavisno-

sti od p ∈ R.

an =
(ln (n+ 1)− lnn)p

(2n− 1)2
=

(ln n+1
n
)p

(2n− 1)2
=

(ln (1 + 1
n
)p

(2n− 1)2
∼

( 1
n
)p

(2n)2
=

1

4np+2
. Oda-

tle poqetni red konvergira ako i samo ako konvergira red
∞∑
n=1

1

4np+2
, a on

konvergira ako i samo ako je p+2 > 1, odnosno p > −1, prema drugom poredbenom
kriterijumu.

Zadatak 1.18. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

n3(e
1
n − 1)p, u zavisnosti od

p ∈ R.

an = n3(e
1
n − 1)p ∼ n3

(
1 +

1

n
− 1
)p

= n3
( 1
n

)p
=

1

np−3
, odakle vidimo da red

konvergira ako i samo ako je p − 3 > 1, tj. p > 4, prema drugom poredbenom
kriterijumu.

Zadatak 1.19. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(n+ 2)p√
n5 + 3n+ 7

, u zavisnosti od

p ∈ R.

an =
(n+ 2)p√
n5 + 3n+ 7

∼ np√
n5

=
np

n
5
2

=
1

n
5
2
−p
, pa red konvergira ako i samo ako je

5

2
− p > 1, odnosno p <

3

2
, prema drugom poredbenom kriterijumu.

Zadatak 1.20. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

n!en

nn+p
, u zavisnosti od p ∈ R.
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Kad u opxtem qlanu reda imamo zajedno faktorijel, eksponencijalnu fu-
nkciju ili nn, ideja je da faktorijel izrazimo preko Stirlingove formule.
Dakle,

an =
n!en

nn+p
∼ nne−n

√
2πn en

nn+p
=

√
2πn

np
=

√
2π

np−
1
2

,

odakle vidimo da red konvergira ako i samo ako je p − 1

2
> 1, odnosno p >

3

2
,

prema drugom poredbenom kriterijumu.

Zadatak 1.21. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

( e

n+ 1

)n2(n! sin 1
n

np

)n
, u zavi-

snosti od p ∈ R.

Kako nam je opxti qlan n − ti stepen nekog niza, to se name�e Koxijev
kriterijum za ispitiva�e konvergencije.

n
√
an =

n

√( e

n+ 1

)n2(n! sin 1
n

np

)n
=
( e

n+ 1

)n n! sin 1
n

np
∼ en

(n+ 1)n
nne−n

√
2πn sin 1

n

np

=
nn
√
2πn sin 1

n

(n+ 1)nnp
∼

nn
√
2πn 1

n

(n+ 1)nnp
=

nn
√
2πn

(n+ 1)nnp+1
=

nn
√
2πn

(n(1 + 1
n
))nnp+1

=
nn
√
2πn

nn(1 + 1
n
)nnp+1

=

√
2πn

(1 + 1
n
)nnp+1

∼
√
2πn

enp+1
=

√
2π

e

1

np+1− 1
2

=

√
2π

e

1

np+
1
2

.

Dakle, dobili smo da je n
√
an ∼

√
2π

e

1

np+
1
2

, pa je lim
n→∞

n
√
an = 0 < 1, za p +

1

2
> 0,

tj. za p > −1

2
, pa red konvergira. Ako je p < −1

2
, onda se lako vidi da je

lim
n→∞

n
√
an = +∞ > 1, pa red divergira, dok za p = −1

2
imamo da je lim

n→∞
n
√
an =

√
2π

e
< 1(dokazati), pa red konvergira. Iz svega prethodnog zak	ucujemo da red

konvergira ako i samo ako je p > −1

2
.

Zadatak 1.22. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

∣∣∣(n+ 1

n

)p
−1
∣∣∣nnn−q, u zavisno-

sti od p, q ∈ R.

an =
∣∣∣(n+ 1

n

)p
− 1
∣∣∣nnn−q = ∣∣∣(n+ 1

n

)p
− 1
∣∣∣nnn
nq
, pa je

n
√
an =

∣∣∣(n+ 1

n

)p
− 1
∣∣∣ n

n
√
nq

=
∣∣∣(1 + 1

n

)p
− 1
∣∣∣ n

n
√
nq
∼
∣∣∣(1 + p

n
− 1
)∣∣∣n

1
=
∣∣∣p
n

∣∣∣n = |p|.

Ovo va�i za |p| 6= 0, jer ne mo�emo niz koji je razlicit od nule da proce�ujemo sa
nizom koji je konstantno nula u asimptotskim relacijama. Za p = 0 se direktno



16 REDOVI [1

proveri da je tada an = 0, pa red trivijalno konvergira kao suma nula niza.
Dakle, za p 6= 0, dobili smo da je n

√
an ∼ |p|, xto znaqi da je i lim

n→∞
n
√
an = |p|.

Za |p| < 1 red �e da konvergira, za |p| > 1 red �e da divergira, dok za |p| =
1 nemamo odgovor o konvergenciji iz Koxijevog kriterijuma. Zato ubacimo u
poqetni red vrednosti parametra p za koje je zadovo	ena jednakost |p| = 1, a to
su p = 1 ili p = −1. Imamo:
za p = 1

an =
∣∣∣(n+ 1

n

)
− 1
∣∣∣nnn−q = ∣∣∣(1 + 1

n

)
− 1
∣∣∣nnn
nq

=
1

nn
nn

nq
=

1

nq
,

pa red konvergira ako i samo ako je q > 1.
za p = −1

an =
∣∣∣(n+ 1

n

)−1
− 1
∣∣∣nnn−q = ∣∣∣( n

n+ 1

)
− 1
∣∣∣nnn−q = ∣∣∣(1− 1

n+ 1

)
− 1
∣∣∣nnn−q

=
∣∣∣− 1

n+ 1

∣∣∣nnn−q = 1

(n+ 1)n
nn−q =

nn

(n+ 1)n
1

nq
=
( n

n+ 1

)n 1

nq

=
(
1− 1

n+ 1

)n 1

nq
∼ e−1

1

nq
,

pa opet vidimo da red konvergira ako i samo ako je q > 1.

Zadatak 1.23. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(n+ 1)qnpn

n!
, u zavisnosti od

p, q ∈ R.

Kako u opxtem qlanu imamo n−ti stepen, probamo Koxijev kriterijum

n
√
an =

n

√
(n+ 1)qnpn

n!
=

n
√

(n+ 1)qnp

n
√
n!

∼
n
√
nqnp

n
√
nne−n

√
2πn

=
n
√
nqnp

ne−1
n
√√

2πn

∼ 1 · np

ne−1 · 1
=

e

n1−p .

Ako je 1 − p > 0, tj. p < 1, onda va�i lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

e

n1−p = 0 < 1, pa red

konvergira. Ako je p > 1, onda je lim
n→∞

n
√
an = +∞ > 1, pa red divergira. Ako je

p = 1, onda je lim
n→∞

n
√
an = e > 1, pa red divergira. Dakle, red konvergira ako i

samo ako je p < 1, xto znaqi da konvergencija ne zavisi od parametra q.

Zadatak 1.24. Ispitati konvergenciju reda

∞∑
n=1

n
∣∣n+ p−

√
n2 + n+ 1

∣∣( ln (1 + np)− p lnn
)
,

u zavisnosti od p ∈ R.
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an = n
∣∣n+ p−

√
n2 + n+ 1

∣∣( ln (1 + np)− p lnn
)

= n
∣∣n+ p− (n2 + n+ 1)

1
2

∣∣( ln (1 + np)− lnnp
)

= n

∣∣∣∣∣n+ p− n
(
1 +

1

n
+

1

n2

) 1
2

∣∣∣∣∣ ln 1 + np

np
> 0.

Da	e,

an ∼ n

∣∣∣∣n+ p− n
(
1 +

1

2

(
1

n
+

1

n2

))∣∣∣∣ ln(1 + 1

np

)
= n

∣∣∣∣p− 1

2
− 1

2n

∣∣∣∣ ln(1 + 1

np

)
.

Za p 6 0, ln

(
1 +

1

np

)
ne te�i nuli kad n→∞, a sa tim i an ne te�i nuli kad

n→∞, pa red divergira po testu divergencije. Za p > 0 i p 6= 1
2
imamo

an ∼ n

∣∣∣∣p− 1

2

∣∣∣∣ 1

np
=

∣∣∣∣p− 1

2

∣∣∣∣ 1

np−1
,

odakle vidimo da za p− 1 > 1, tj. p > 2 red konvergira, dok za 0 < p 6 2 i p 6= 1
2

red divergira. Za p = 1
2
je an ∼ n

1

2n

1√
n
=

1

2
√
n
, pa red divergira. Zak	ucak je

da red konvergira ako i samo ako je p > 2.

Zadatak 1.25. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
n+ p

n

)2

, u zavisnosti od p ∈ R.

Ozaqimo sa Z− sve cele brojeve ma�e od nule. Ako p ∈ Z−, onda je an = 0, pa

red konvergira. Zaista, ako je m < n i m, n ∈ N lako se proveri da je

(
m

n

)
= 0,

pa za p ∈ Z− va�i n+ p < n kao i n+ p ∈ N, poqevxi od nekog n ∈ N (proveriti

na prostom primeru da je

(
4

5

)
= 0 pa uopxiti dokaz). Neka je sada p ∈ R i

p 6∈ Z−, imamo

an+1

an
=

(
(n+ 1 + p) · (n+ 1 + p− 1) · (n+ 1 + p− 2) · · · (n+ 1 + p− n)

(n+ 1)!

)2

·(
n!

(n+ p) · (n+ p− 1) · (n+ p− 2) · · · (n+ p− (n− 1))

)2

=

(
(n+ 1 + p) · (n+ p) · (n+ p− 1) · · · (1 + p)

(n+ 1)!

)2

·(
n!

(n+ p) · (n+ p− 1) · (n+ p− 2) · · · (1 + p))

)2

=

(
n+ 1 + p

n+ 1

)2

=

(
1 +

p

n+ 1

)2

→ 1, kad n→∞,
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pa nam Dalamberov kriterijum ne govori nixta o konvergenciji reda. Probamo
sada Rabeov kriterijum

n

(
1− an+1

an

)
= n

(
1−

(
1 +

p

n+ 1

)2
)

= n

(
1− 1− 2p

n+ 1
− p2

(n+ 1)2

)
= − 2np

n+ 1
− np2

(n+ 1)2
→ −2p, kad n→∞.

Sada vidimo da za −2p > 1, odnosno p < −1

2
red konvergira, dok za p > −1

2
red

divergira. Za p = −1

2
imamo

an =

(
n− 1

2

n

)2

=

((
n− 1

2

)
·
(
n− 1

2
− 1
)
·
(
n− 1

2
− 2
)
· · ·
(
n− 1

2
− (n− 1)

)
n!

)2

=

( 2n−1
2
· 2n−3

2
· 2n−5

2
· · · 1

2

n!

)2

=

(
(2n− 1)!!

2nn!

)2

=

(
(2n− 1)!!

(2n)!!

)2

∼
(

1√
nπ

)2

=
1

nπ
, gde smo iskoristili relaciju (1.2),

pa red divergira po drugom poredbenom kriterijumu.
Primetimo da sluqaj p ∈ Z− nismo morali ni da razmatramo jer red svakako

konvergira za svako p < −1

2
, a to uk	uquje i sve negativne cele. Me�utim, nije

loxe imati na umu rasu�iva�e za taj specijalan sluqaj.

Zadatak 1.26. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
n− p
n

)(
n+ 2− p

n

)
, u zavi-

snosti od p ∈ R.

Primetimo prvo da za p ∈ N i n− p ∈ N poqevxi od nekog n ∈ N, pa kako je

n− p < n to je onda

(
n− p
n

)
= 0, a odatle red konvergira. Neka je sada p ∈ R i

p 6∈ N. Doka�imo da je tada opxti qlan reda stalnog znaka

an =

(
n− p
n

)(
n+ 2− p

n

)
=
(n− p) · (n− p− 1) · (n− p− 2) · · · (n− p− (n− 1))

n!
·

(n+ 2− p) · (n+ 2− p− 1) · (n+ 2− p− 2) · · · (n+ 2− p− (n− 1))

n!

=
(n− p) · (n− p− 1) · (n− p− 2) · · · (1− p)

n!
·

(n+ 2− p) · (n+ 1− p) · (n− p) · · · (3− p)
n!

=
(n+ 2− p) · (n+ 1− p) · [(n− p) · (n− p− 1) · · · (3− p)]2 · (2− p) · (1− p)

(n!)2
.

(1.3)
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Odavde vidimo da znak od an zavisi samo od izraza (1− p)(2− p), jer je ostatak
ili nenegativan (kao kvadrat) ili je oblika (n+2−p) ·(n+1−p), xto je ve�e od
nule poqevxi od nekog prirodnog broja n. Dakle, za p ∈ (1, 2) an < 0, a za ostale
vrednosti je an > 0. Ovo nam daje za pravo da koristimo neki od kriterijuma

koje va�e za pozitivne redove, jer ako je red
∞∑
n=1

an stalno negativan, onda je red

∞∑
n=1

−an stalno pozitivan, a konvergencije redova
∞∑
n=1

an i
∞∑
n=1

−an su istovremne.

Posmatrajmo koliqnik

an+1

an
=
(n+ 3− p) · (n+ 2− p) · [(n+ 1− p) · (n− p) · · · (3− p)]2 · (2− p) · (1− p)

((n+ 1)!)2
·

(n!)2

(n+ 2− p) · (n+ 1− p) · [(n− p) · (n− p− 1) · · · (3− p)]2 · (2− p) · (1− p)

=
(n+ 3− p) · (n+ 2− p) · (n+ 1− p)2

(n+ 1)2 · (n+ 2− p) · (n+ 1− p)
=

(n+ 3− p) · (n+ 1− p)
(n+ 1)2

→ 1,

kad n→∞,

pa nam Dalamberov kriterijum nije od pomo�i. Rabeov kriterijum nam daje

n

(
1− an+1

an

)
= n

(
1− (n+ 3− p) · (n+ 1− p)

(n+ 1)2

)
= n

(
(2p− 2)n− p2 + 4p− 2

(n+ 1)2

)
=

(2n− 2)n2 + (−p2 + 4p− 2)n

(n+ 1)2
→ 2p− 2, kad n→∞,

odakle sledi da red konvergira za 2p − 2 > 1, odnosno p >
3

2
, a divergira za

p <
3

2
. Za p =

3

2
imamo kad zamenimo p =

3

2
u jednakost (1.3)

an =

(
n+ 1

2

)
·
(
n− 1

2

)
·
[(
n− 3

2

)
·
(
n− 5

2

)
· · ·
(
3
2

)]2 · 1
2
·
(
−1

2

)
(n!)2

=

(
2n+1

2

)
·
(
2n−1

2

)
·
[(

2n−3
2

)
·
(
2n−5

2

)
· · ·
(
3
2

)]2 · 1
2
·
(
−1

2

)
(n!)2

= −(2n+ 1) · (2n− 1) · [(2n− 3) · (2n− 5) · · · 3]2

22n(n!)2
=

− (2n+ 1) · (2n− 1)2 · ((2n− 3)!!)2

(2n− 1) · (2nn!)2
= −(2n+ 1) · ((2n− 1)!!)2

(2n− 1) · ((2n)!!)2
∼ − 1

πn
,

odakle sledi da red divergira prema drugom poredbenom kriterijumu.

Zadatak 1.27. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
n+ p

n

)n2

2n, u zavisnosti od

p ∈ R.
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Iskoristimo Koxijev kriterijum

n
√
an = 2

(
n+ p

n

)n
= 2

(
1 +

p

n

)n
→ 2ep, kad n→∞.

Odavde sledi da za 2ep < 1, odnosno za p < ln

(
1

2

)
red konvergira, dok za

p > ln

(
1

2

)
red divergira. Za p = ln

(
1

2

)
= − ln 2 imamo

an = e
ln

(
2n(1− ln 2

n )
n2

)
= en ln 2+n2 ln (1− ln 2

n ) ∼ e
n ln 2+n2

(
− ln 2

n
− ln2 2

2n2

)
= e−

ln2 2
2 > 0,

odakle sledi da opxti qlan ne te�i nuli, pa red diverigra po testu diverge-
ncije. Ovde smo iskoristili slede�u asimptotsku relaciju

ln (1 + x) ∼ x− x2

2
, kad x→ 0.

2 Alternativni redovi

Definicija 2.1. Za red oblika

∞∑
n=1

(−1)n−1an = a1 − a2 + a3 · · · , (1.4)

gde je an > 0 za svako n ∈ N, ka�emo da je alternativni (naizmeniqni) red.

Slede�e tvr�e�e odnosi se na konvergenciju alternativnih redova.

Tvr�e�e 1.11. (Lajbnicov kriterijum) Ako je niz an monotono opadaju�i i
lim
n→∞

an = 0, tada alternativni red (1.4) konvergira.

Napomena! Prethodno tvr�e�e va�i i za red oblika
∞∑
n=1

(−1)nan, jer se on

mo�e napisati kao −
∞∑
n=1

(−1)n−1an i da	e je jasno.

Definicija 2.2. Za red
∞∑
n=1

an ka�emo da apsolutno konvergira ako ko-

nvergira red
∞∑
n=1

|an|. Ako red |an| divergira, a red
∞∑
n=1

an (obiqno) konvergira ,

onda ka�emo da red
∞∑
n=1

an uslovno konvergira.

Slede�e tvr�e�e je od velikog znaqaja za ispitiva�e konvergencije redova.
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Tvr�e�e 1.12. Ako red
∞∑
n=1

an apsolutno konvergira, onda on konvergira i

obiqno.

Obrnuto ne mora da va�i xto nam govori slede�i

Primer 1.4. Pokazati da red
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
konvergira obiqno, ali apsolutno

divergira.

Primetimo prvo da je an =
1

n
> 0 i oqigledo je lim

n→∞
an = 0. Ostaje jox da

se poka�e da je niz an opadaju�i. Niz an > 0 je opadaju�i ako i samo ako va�i
an+1

an
6 1, pa je u naxem sluqaju

an+1

an
=

1
n+1
1
n

=
n

n+ 1
6 1. Prema Lajbnicovom

kriterijum dati red konvergira obiqno. Da red ne konvergira apsolutno lako

se uveravamo jer je
∣∣(−1)n−1an∣∣ = |an| = an =

1

n
, a taj red divergira.

Napomena! Da je niz an opadaju�i mogli smo da proverimo i na slede�i

naqin. Posmatrajmo funkciju f(x) =
1

x
. f ′(x) = − 1

x2
< 0, za svako x 6= 0 (nama

je dovo	no da bude ma�e od nule poqevxi od nekog x ∈ R), xto znaqi da je
data funkcija opadaju�a, a samim tim i niz an = f(n), za svako n ∈ N.

2.1 Rexeni zadaci

Zadatak 2.1. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda
∞∑
n=1

(−1)n
√
n

n+ 1
.

Prvo ispitujemo apsolutnu konvergenciju |(−1)nan| =
√
n

n+ 1
∼
√
n

n
=

1√
n
,

xto znaqi da red apsolutno divergira. Iz an ∼
1√
n
vidimo da je lim

n→∞
an = 0,

pa ostaje da poka�emo da je an opadaju�i da bi mogli da primenimo Lajbnicov

kriterijum. Zaista, posmatrajmo funkciju f(x) =

√
x

x+ 1
, za x > 1. f ′(x) =

1− x
2
√
x(x+ 1)2

< 0, za x > 1, xto znaqi da je data funkcija opadaju�a za x > 1.

Iz an = f(n), sledi da je i dati niz opadaju�i za n > 1, pa po Lajbnicovom
kriterijumu red konvergira. Kako red konvergira obiqno, a divergira apsolu-
tno, zak	uqujemo da konvergira uslovno.

Zadatak 2.2. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda
∞∑
n=1

(−1)n 1

np
, u

zavisnosti od p ∈ R.
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Ispitujemo prvo apsolutnu konverenciju |(−1)nan| =
1

np
, odakle zak	uqujemo

da red apsolutno konvergira za p > 1, a apsolutno divergira za p 6 1. Primeti-
mo da je za p 6 0, lim

n→∞
an 6= 0, pa red divergira prema testu divergencije. Ostaje

da se vidi xta se dexava sa obiqnom konvergencijom za 0 < p 6 1. Jasno je da
je tada lim

n→∞
an = 0. Radi utvr�iva�a monotonosti niza posmatrajmo funkciju

f(x) =
1

xp
, x > 1. Tada je f ′(x) = − p

x2p
< 0, za x > 1 jer je p ∈ (0, 1], tj.

p > 0. Odatle zak	uqujemo da je funkcija opadaju�a, a samim tim i niz an je
opadaju�i pa red konvergira po Lajbnicu za p ∈ (0, 1]. Konaqan zak	uqak je da
red apsolutno konvergira za p > 1, divergira za p 6 0, a uslovno konvergira za
p ∈ (0, 1].

Napomena!Monotonost niza iz prethodnog zadatka mogli smo da proverimo
i na slede�i naqin. Posmatrajmo koliqnik

an+1

an
=

1
(n+1)p

1
np

=

(
n

n+ 1

)p
<

(
n

n+ 1

)0

= 1,

jer je
n

n+ 1
< 1, za svako n ∈ N, a kako za a ∈ (0, 1) va�i da je ax < ay, za x > y,

odatle sledi data nejedankost jer je p > 0.

Zadatak 2.3. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda

∞∑
n=1

(−1)n

(n2 + 3n+ 1)p
,

u zavisnosti od p ∈ R.

|(−1)nan| =
1

(n2 + 3n+ 1)p
∼ 1

n2p
, odakle sledi da red apsolutno konvergira

za 2p > 1, odnosno p >
1

2
. Za 2p 6 0, tj. p 6 0 je lim

n→∞
an 6= 0, pa red divergira

prema testu divergecije. Za 0 < 2p 6 1, odnosno 0 < p 6
1

2
je lim

n→∞
an = 0 i ostaje

da vidimo xta se dexava sa monotonox�u niza an. Posmatrajmo funkciju f(x) =
1

(x2 + 3x+ 1)p
, za x > 1. Tada je f ′(x) =

−2px− 3p

(x2 + 3x+ 1)2p
prvi izvod funkcije.

Znak prvog izvoda u ovom sluqaju (kada je imenilac uvek pozitivan, xto ovde
jeste sluqaj) zavisi�e uvek od koeficijenta uz ono x u brojiocu koje ima najve�i
stepen, jer su svi ostali qlanovi zanemar	ivi za dovo	no veliko x. Ovde je
koeficijent uz najve�i stepen jednak −2p, a kako je p > 0, to je −2p < 0 pa
je funkcija opadaju�a, a samim tim i niz an. Prema Lajbnicovom kriterijumu

red konvergira za 0 < p 6
1

2
. Konaqno, red apsolutno konvergira za p >

1

2
,

divergira za p 6 0, a uslovno konvergira za 0 < p 6
1

2
.
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Napomena! Monotonost je opet mogla da se posmatra iz koliqnika

an+1

an
=

(
n2 + 3n+ 1

n2 + 5n+ 5

)p
<

(
n2 + 3n+ 1

n2 + 5n+ 5

)0

= 1,

jer je oqigledno
n2 + 3n+ 1

n2 + 5n+ 5
< 1, pa va�i isto zak	uqiva�e kao u prethodnom

zadatku.

Zadatak 2.4. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda
∞∑
n=1

(−1)n

n2 n
√
e
.

|(−1)nan| =
1

n2 n
√
e
∼ 1

n2
, jer je lim

n→∞
n
√
e = 1. Odatle sledi da red apsolutno

konvergira.

Zadatak 2.5. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda

∞∑
n=1

(−1)n
(√

1 + n2 − n
)
.

|(−1)nan| =
√
1 + n2 − n =

(√
1 + n2 − n

) √1 + n2 + n√
1 + n2 + n

=
1 + n2 − n2

√
1 + n2 + n

=
1√

1 + n2 + n
∼ 1√

n2 + n
=

1

2n
,

pa zak	uqujemo da red apsolutno divergira. Proverimo obiqnu konvergenciju

prime�uju�i Lajbnicov kriterijum. Kako je an ∼
1

2n
, to je onda lim

n→∞
an = 0.

Proverimo monotonost niza tako xto �emo pokazati da je an+1 < an (za ve�bu
primeniti neke od prethodnih tehnika). Imamo da je

an+1 =
1√

1 + (n+ 1)2 + n+ 1
<

1√
1 + (n+ 1)2 + n

<
1√

1 + n2 + n
= an,

jer je n + 1 > n kao i
√

1 + (n+ 1)2 >
√
1 + n2, a samim tim su odgovaraju�i

razlomci ve�i jer delimo ma�im pozitivnim brojevima. Iz svega sledi da red
konvergira po Lajbnicu, a kako divergira apsolutno to on konvergira uslovno.

VA�NO Ako je an ∼ bn onda znamo da je lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn, ali ne mora da

va�i da ako je niz bn monoton da je tada i niz an monoton. Primer za to su

nizovi an =
1

n+ (−1)n
, n > 2 i bn =

1

n
. Lako se proveri da je an ∼ bn kao i da

je bn opadaju�i, ali da niz an nije monoton jer mu vrednosti naizmeniqno rastu
pa opadaju.

Zadatak 2.6. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda
∞∑
n=1

(−1)n np

n2 + 1
,

u zavisnosti od p ∈ R.
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|(−1)nan| =
np

n2 + 1
∼ np

n2
=

1

n2−p , pa red apsolutno konvergira za 2 − p > 1,

odnosno za p < 1. Za 2− p 6 0, odnosno za p > 2 je lim
n→∞

an 6= 0 pa red divergira

po testu divergencije. Za 0 < 2− p 6 1, odnosno za p ∈ [1, 2) imamo da lim
n→∞

an =

0 i ostaje da ispitamo monostonost. Posmatramo funkciju f(x) =
xp

x2 + 1
, za

x > 1. Prvi izvod je f ′(x) =
(p− 2)xp+1 + pxp−1

(x2 + 1)2
, pa kako je p − 2 < 0 to je

onda i f ′(x) < 0 za dovo	no veliko x, a samim tim i funkcija opadaju�a. Iz
svega sledi da je niz an opadaju�i i te�i ka nuli, pa po Lajbnicu konvergira.
Kako za p ∈ [1, 2) red apsolutno divergira, a obiqno konvergira zak	uqujemo da
konvergira uslovno.

Zadatak 2.7. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda

∞∑
n=1

(−1)n
(
3

n

)pn
(n!)p

n3+q
,

u zavisnosti od p, q ∈ R.

|(−1)nan| =
(
3

n

)pn
(n!)p

n3+q
∼
(
3

n

)pn (nne−n√2nπ)p
n3+q

=
3pne−pn

(√
2nπ

)p
n3+q

=

(
3

e

)pn (√2nπ)p
n3+q

.

Odatle je

n
√
an ∼

(
3

e

)p
n

√(√
2nπ

)p
n3+q

∼
(
3

e

)p
,

pa je lim
n→∞

n
√
an =

(
3

e

)p
. Za lim

n→∞
n
√
an =

(
3

e

)p
< 1, odnosno za p < 0

(
jer je

3

e
> 1
)

red apsolutno konvergira po Koxijevom kriterijumu i to za svako q ∈ R, a
za p > 0 red divergira jer opxti qlan ne te�i ka nuli. Za p = 0 dobijamo

red
∞∑
n=1

(−1)n 1

n3+q
za koji se lako utvr�uje da apsolutno konvergira za q > −2,

divergira za q 6 −3, a uslovno konvergira za q ∈ (−3,−2].

Zadatak 2.8. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda

∞∑
n=1

(−1)n 1

np

(√
n

24n

(
4n

2n

))qn
,

u zavisnosti od p, q ∈ R.
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Odredimo prvo asimptotsko ponaxa�e niza

(
4n

2n

)
(primetimo da su 4n i

2n prirodni brojevi pa va�i poznata formula za binomni koeficijent
(
n
m

)
=

n!
m!(n−m)!

, za n > m).(
4n

2n

)
=

(4n)!

(2n)!(2n)!
=

(4n)!

((2n)!)2
∼ (4n)4ne−4n

√
8πn(

(2n)2ne−2n
√
4πn

)2 =
44n
√
8πn

24n · 4πn
=

24n
√
2√

4πn
.

Odatle je

|(−1)nan| =
1

np

(√
n

24n

(
4n

2n

))qn
∼ 1

np

(√
n

24n
24n
√
2√

4πn

)qn

=
1

np

(
1√
2π

)qn
,

pa je

n
√
an ∼ n

√
1

n2

(
1√
2π

)q
∼
(

1√
2π

)q
.

Dakle, lim
n→∞

n
√
an =

(
1√
2π

)q
, pa red apsolutno konvergira po Koxijevom krite-

rijumu za q > 0
(
jer je tada

(
1√
2π

)q
< 1
)
i za svako p ∈ R, divergira za q < 0

jer tada opxti qlan ne te�i nuli, a za q = 0 je neudluqno. Za q = 0 dobijamo red
∞∑
n=1

(−1)n 1

np
koji apsolutno konvergira za p > 1, divergira za p < 0, a uslovno

konvergira za p ∈ (0, 1].

Zadatak 2.9. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda

∞∑
n=1

(
−1

2

n

)
1

np
,

u zavisnosti od p ∈ R.

Lako se dobija da je(
−1

2

n

)
= (−1)n (2n− 1)!!

2nn!
= (−1)n (2n− 1)!!

(2n)!!
,

pa je (
−1

2

n

)
1

np
= (−1)n (2n− 1)!!

(2n)!!

1

np
.

Odatle je

|(−1)nan| = an =
(2n− 1)!!

(2n)!!

1

np
∼ 1√

nπ

1

np
=

1√
π

1

np+
1
2

,
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pa red apsolutno konvergira za p +
1

2
> 1, odnosno za p >

1

2
. Za p 6 −1

2
opxti

qlan ne te�i nuli pa red divergira. Ostaje da se vidi xta se dexava za p ∈(
−1

2
,
1

2

]
. Znamo da je tada sigurno 0 < p +

1

2
6 1, pa je lim

n→∞
an = 0. Ostaje da

poka�emo da je niz an monotono opadaju�i. Kako je an =

(
−1

2

n

)
1

np
, to nije bax

lako ispitivati odgovaraju�u mu funkciju f(x) zbog binomnog koeficijenta
koji bi nam pravio problem. Ostaje nam da pokuxamo neki drugi naqin, na
primer posmatrajmo koliqnik

an+1

an
=

(2n+ 1)!!

(2n+ 2)!!

1

(n+ 1)p
np(2n)!!

(2n− 1)!!
=

2n+ 1

2n+ 2

(
n

n+ 1

)p
=

(
1− 1

2n+ 2

)(
1− 1

n+ 1

)p
.

Zastanimo na ovom mestu i primetimo da su obe zagrade oqigledno ma�e od 1,
pa bi neko mogao pomisliti da je onda i proizvod ma�i od 1, xto bi dovelo
do toga da posmatrani niz jeste opadaju�i. To bi sve bilo taqno da je druga
zagrada stepenovana brojem koji je uvek pozitivan (ili nula). U naxem sluqaju
dati broj p mo�e biti pozitivan, a mo�e biti i negativan, pa ako je negativan
onda nam je desna zagrada VE�A od 1, a vrednost izraza ab, gde je a < 1, a b > 1

mo�e biti i ve�a i ma�a od 1. Npr. ako je a =
1

100
, a b = 2, onda je ab =

1

50
< 1,

a ako je a =
1

2
, a b = 100, onda je ab = 50 > 1. Jedan od naqina da doka�emo da je

ovaj niz opadaju�i za p iz datog intervala je da iskoristimo slede�u qi�enicu
koja se lako mo�e dokazati, a intuitivno znaqe�e je prikazano na slici ispod:
Ako je g : R → R funkcija takva da je lim

x→+∞
g(x) = 1 i ako je g monotono

rastu�a, tada je g(x) < 1, za svako x ∈ R.

x

y

y = 1

y = f(x)

Iskoristimo ovo posmatraju�i funkciju g(x) =

(
1− 1

2x+ 2

)(
1− 1

x+ 1

)p
,

koja odgovara datom koliqniku
an+1

an
. Lako se vidi da obe zagrade te�e ka 1, kad
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x te�i ka +∞, pa je zato i lim
x→+∞

g(x) = 1. Ostaje da poka�emo da je g monotono

rastu�a funkcija, xto �em va�iti ako poka�emo da je �en izvod strogo ve�i
od nule poqevxi od nekog x. Zaista

g′(x) =

(
1− 1

2x+ 2

)′(
1− 1

x+ 1

)p
+

(
1− 1

2x+ 2

)((
1− 1

x+ 1

)p)′
=

2

(2x+ 2)2

(
1− 1

x+ 1

)p
+

(
1− 1

2x+ 2

)
p

(
1− 1

x+ 1

)p−1
1

(x+ 1)2

=

(
1− 1

x+ 1

)p−1(
2

(2x+ 2)2

(
1− 1

x+ 1

)
+ p

(
1− 1

2x+ 2

)
1

(x+ 1)2

)
=

(
x

x+ 1

)p−1(
1

2(x+ 1)2
x

x+ 1
+ p

2x+ 1

2(x+ 1)

1

(x+ 1)2

)
=

(
x

x+ 1

)p−1
1

2(x+ 1)3
(x+ p(2x+ 1))

=

(
x

x+ 1

)p−1
1

2(x+ 1)3
((2p+ 1)x+ p) > 0.

poqevxi od nekog x jer je

(
x

x+ 1

)p−1
1

2(x+ 1)3
> 0, a koeficijent 2p + 1 > 0

jer je p > −1

2
. Dakle, dokazali smo da je niz an opadaju�i, pa iz svega sledi da

dati niz uslovno konvergira po Lajbnicu za p ∈
(
−1

2
,
1

2

]
.

Zadatak 2.10. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda
∞∑
n=1

(−1)n (n+ 1)p

3n(2n+ 1)!((2n)!)q
,

u zavisnosti od p, q ∈ R.
Da bi ispitali apsolutnu konvergenciju posmatrajmo koliqnik

an+1

an
=

(n+ 2)p

3n+1(2n+ 3)!((2n+ 2)!)q
3n(2n+ 1)!((2n)!)q

(n+ 1)p

=

(
n+ 2

n+ 1

)p
1

3(2n+ 3)(2n+ 2) ((2n+ 2)(2n+ 1))q
∼ 1

3 · 4n2 · (4n2)q

=
1

3

1

41+q
1

n2+2q
.

Ako je 2+2q > 0, odnosno q > −1, tada je lim
n→∞

an+1

an
= 0 < 1, pa red konvergira po

Dalamberovom kriterijumu. Ako je q < −1, onda je an+1

an
= +∞, pa red divergira

po Dalamberu, jer mu opxti qlan tada ne te�i nuli. Za q = −1 je an+1

an
∼ 1

3
< 1,

pa red konvergira apsolutno po Dalamberu. Dakle, red apsolutno konvergira
za q > −1 i za svako p ∈ R, a divergira za g < −1 i za svako p ∈ R.
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Zadatak 2.11. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda

∞∑
n=1

|1− p|n

(2n− 1)(n2 + 1)q
,

za p, q ∈ R.

Apsolutna konvergencija:

n
√
|an| =

|1− p|
n
√

(2n− 1) n
√

(n2 + 1)q
→ |1− p|, n→∞.

Odavde zak	uqujemo da ako je |1 − p| < 1 red konvergira apsolutno po Koxiju,
ako je |1−p| > 1 red divergira po Koxiju jer tada opxti qlan ne te�i nuli. Za
|1−p| = 1, odnosno p = 0 ili p = 2 ne mo�emo nixta da zak	uqimo iz Koxijevog
kriterijuma. Vra�amo te vrednosti u poqetni red i vidimo xta dobijamo.
p = 0 :

Dobijamo red
∞∑
n=1

1

(2n− 1)(n2 + 1)q
i u ovom sluqaju je red za pozitivnim qlano-

vima pa je apsolutna konvergencij isto xto i obiqna. Imamo da je

an =
1

(2n− 1)(n2 + 1)q
∼ 1

2n2q+1
, (1.5)

pa red konvergira za 2q + 1 > 1, odnosno q > 0.
p = 2 :

Dobijamo red
∞∑
n=1

(−1)n

(2n− 1)(n2 + 1)q
koji prema (1.5) apsolutno konvergira za

q > 0. Sliqno iz (1.5) zak	uqujemo da ako je 2q + 1 ≤ 0, odnsono q 6 −1

2

red divergira jer opxti qlan ne te�i nuli. Ostaje jox sluqaj q ∈
(
−1

2
, 0

]
. Iz

(1.5) je jasno da tada opxti qlan te�i nuli, pa ostaje da ispitamo monotonost

niza. Ako posmatramo funkciju f(x) =
1

(2x− 1)(x2 + 1)q
, imamo da je f ′(x) =

−2(x2(2q + 1)− qx+ 1)

(2x− 1)2(x2 + 1)1+q
< 0, poqevxi od nekog x > 1, jer je za x > 1 imenilac

pozitivan, a koeficijent uz vode�i qlan u brojiocu je −(2q + 1) < 0, za q ∈(
−1

2
, 0

]
. Odatle sledi da je funkcija opadaju�a, pa je samim tim i niz an = f(n)

opadaju�i, xto znaqi da red uslovno konvergira po Lajbnicu.

Zadatak 2.12. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda

∞∑
n=1

(−p)n (2n+ 3)q

(2n+ 1)
,

u zavisnosti od p, q ∈ R.
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Apsolutna konvergencija:

n
√
|an| = |p|

n
√
(2n+ 1)q

n
√
2n+ 1

→ |p|, n→∞.

Za |p| < 1 red apsolutno konvergira po Koxiju, za |p| > 1 red divergira po
Koxiju jer mu opxti qlan ne te�i nuli, dok za |p| = 1 ispitujemo posebno.
p = −1 :

Dobijamo red
∞∑
n=1

(2n+ 3)q

(2n+ 1)
koji je sa pozitivnim qlanovima.

an =
(2n+ 3)q

(2n+ 1)
∼ 2qnq

2n
=

2q−1

n1−q , (1.6)

pa red konvergira za 1− q > 1, odnosno za q < 0.
p = 1 :

Dobijamo red
∞∑
n=1

(−1)n (2n+ 3)q

(2n+ 1)
koji prema (1.6) apsolutno konvergira za q < 0, a

za q 6 1 opxti qlan ne te�i nuli pa red divergira i apsolutno i obiqno. Ostaje
sluqaj q ∈ [0, 1). Jasno je iz (1.6) da opxti qlan te�i nuli, pa ostaje da ispitamo
monotonost niza an. Sliqno kao u prethodnom zadatku, uzmemo funkciju f(x) =
(2x+ 3)q

2x+ 1
. Tada je f ′(x) =

2(2x(q − 1) + q − 3)

(2x+ 3)1−q(2x+ 1)2
< 0, za dovo	no veliko x > 1,

jer je koeficijent uz vode�i stepen x u brojiocu q − 1 < 0, a sve ostalo je
pozitivno. Odatle je funkcija opadaju�a, a samim tim i niz an. Dakle, red
konvergira uslovno po Lajbnicu za q ∈ [0, 1).

Zadatak 2.13. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda

∞∑
n=1

(−1)n
(
2n
n

)
2pn(2n2 + 5n+ 3)q

,

u zavisnosti od p, q ∈ R.

Apsolutna konvergencija:

an =
(2n)!

n!(2n− n)!
1

2pn(2n2 + 5n+ 3)q
=

(2n)!

(n!)2(2n2 + 5n+ 3)q

∼ (2n)2ne−2n
√
4πn

n2ne−2n(2πn)2pn(2n2 + 5n+ 3)q
=

4n

2pn
√
πn(2n2 + 5n+ 3)q

, (1.7)

a odatle je

n
√
an ∼

4

2p 2n
√
πn n
√

(2nq + 5n+ 3)q
→ 4

2p
, n→∞.
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Ako je
4

2p
< 1, tj. 4 < 2p, odnosno p > 2, red konvergira apsolutno po Koxiju.

Ako je p < 2, red divergira, a ako je p = 2 ispitujemo posebno.
p = 2 :
Iz (1.7) je

an ∼
1√

πn(2n2 + 5n+ 3)q
∼ 1
√
π2qn

1
2
+2q

, (1.8)

odakle sledi da tad red apsolutno konvergira za q >
1

4
. Za q 6 −1

4
red divergira

jer opxti qlan ne te�i nuli. Ostaje jox da se ispita sluqaj q ∈
(
−1

4
,
1

4

]
.

Iz (1.13) jasno je da an te�i nuli. Ostaje da proverimo monotonost niza an.
Posmatrajmo koliqnik

an+1

an
=

(2n+ 2)(2n+ 1)(2n2 + 5n+ 3)q

4(n+ 1)2(2n2 + 9n+ 10)q
=

(2n+ 1)

2(n+ 1)

(
2n2 + 5n+ 3

2n2 + 9n+ 10

)q
=

1

2

(
2− 1

n+ 1

)(
1− 4n+ 7

2n2 + 9n+ 10

)q
=

(
1− 1

2(n+ 1)

)(
1− 4n+ 7

2n2 + 9n+ 10

)q
.

Na ovom mestu mo�emo da primenimo ,,foru" iz zadatka 2.9 da bi dokazali da
je niz opadaju�i, ali taj naqin zna da bude dost naporan za raquna�e pa �emo
primeniti slede�u qi�enicu:

Ako je an > 0 i
an+1

an
∼ 1 +

p

n
i p < 0, tada je

an+1

an
< 1 poqevxi od nekog n, pa

je niz an opadaju�i, a ako je p > 1, tada je niz an rastu�i.

U naxem sluqaju je

an+1

an
∼
(
1− 1

2(n+ 1)

)(
1− 4n+ 7

2n2 + 9n+ 10

)q
∼
(
1− 1

2n

)(
1− 4qn

2n2

)
=

(
1− 1

2n

)(
1− 2q

n

)
= 1− 1

2n
− 2q

n
+

q

n2
∼ 1 +

−
(
1
2
+ 2q

)
n

,

a odatle sledi da je niz an opadaju�i jer je −
(
1

2
+ 2q

)
< 0, za q ∈

(
−1

4
,
1

4

]
. Iz

svega navedenog zak	uqujemo da red uslovno konvergira po Lajbnicu.

3 Stepeni redovi

Definicija 3.1. Stepeni red po stepenima od x je red oblika

∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n + · · · , (1.9)
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ili, u opxtijem sluqaju, po stepenima od x− x0
∞∑
n=0

an(x− x0)n = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + · · ·+ an(x− x0)n + · · · , (1.10)

gde je an neki realni niz, a x0 ∈ R.

Kako se smenom t = x− x0 red (1.10) svodi na red oblika (1.9), to je dovo	no
razmatrati samo stepene redove oblika (1.9).

Osnovno pita�e je pronala�e�e onih x ∈ R za koje red (1.9) konvergira.
Odgovor na to pita�e dobija se po slede�em ,,receptu":

1. Odredimo takozvani polupreqnik (radijus) konvergencije stepenog reda R
po jednoj od slede�e dve formule:

R = lim
n→∞

an
an+1

ili R =
1

n
√
|an|

.

2. Za |x| < R red je apsolutno konvergentan, a za |x| > R red divergira.

3. Za x = R ili x = −R ne znamo xta se dexava pa te vrednoti zamenimo
u red i dobijamo neki brojevni red, pa nekim od ve� ra�enih kriterijuma
proveravamo da li red divergira ili konvergira apsolutno ili uslovno
u tim taqkama.

Napomenimo da ako je R = 0 tada red (1.9) konvergira samo za x = 0, a ako je R =
+∞ konvergira za sve x ∈ R. Tako�e, nije loxe imati na umu da za ispitiva�e
konvergencije reda (1.9) u taqkama x = −R i x = R ne treba korititi ni
Koxijev ni Dalamberov kriterijum jer �e u tom sluqaju odgovaraju�i limes
biti 1 i ne�emo imati odgovor na pita�e o konvergenciji.

U zadacima �e se jav	ati pita�a sumira�a nekog reda ili razvoja neke
funkcije u stepeni (Maklorenov) red. Ako za realnu funkciju f va�i

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n, za x ∈ (a, b),

tada ka�emo da je funkcija f razvijena u stepeni red po stepenima od x u
intervalu (a, b). Zbog toga je potrebno poznava�e razvoja u stepeni red slede�ih
funkcija:

1. ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, razvoj va�i za x ∈ R;

2. sinx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1, razvoj va�i za x ∈ R;

3. cosx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n, razvoj va�i za x ∈ R;
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4. (1 + x)a =
∞∑
n=0

(
a

n

)
xn, razvoj va�i za |x| < 1 i svako a ∈ R. Za x = −1

ili x = 1 razvoj va�i za neke a, a za neke ne va�i (ovo �emo posebno
ispitivati u zavisnosti od a);

5. ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n

n
xn, razvoj va�i za −1 < x 6 1.

Mi �emo najqex�e koristiti geometrijski red, odnosno
1

1− x
= (1 + (−x))−1 =

∞∑
n=0

(
−1
n

)
(−x)n =

∞∑
n=0

(−1)n(−x)n =
∞∑
n=0

xn, gde razvoj va�i za |x| < 1. U zadacima

sa sumira�em stepenog reda koristi�emo qi�enicu da se on mo�e diferenci-
rati i integaliti qlan po qlan unutar svog radijusa konvergencije, odnosno da
za |x| < R va�i:

1.

∫ ∞∑
n=0

anx
ndx =

∞∑
n=0

∫
anx

ndx+ C =
∞∑
n=0

an
xn+1

n+ 1
+ C,

2.

(
∞∑
n=0

anx
n

)′
=
∞∑
n=0

(anx
n)′ =

∞∑
n=0

nanx
n−1 =

∞∑
n=1

nanx
n−1.

Time se polazni red svede na neki od gore navedenih poznatih, a zatim se ta
funkcija integrali ili deferencira koliko je puta potrebno da bi se dobila
tra�ena suma reda. Sve ovo bi�e prikazano kroz zadatke.

3.1 Rexeni zadaci

Zadatak 3.1. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju stepenog reda

∞∑
n=1

(
3n

n

)
xn.

Prvo tra�imo radijus konvergencije. Imamo da je an =

(
3n

n

)
=

(3n)!

n!(2n)!
,

odakle je

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(3n)!

n!(2n)!

(n+ 1)!(2n+ 2)!

(3n+ 3)!
= lim

n→∞

(n+ 1)(2n+ 2)(2n+ 1)

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)

= lim
n→∞

2(n+ 1)(2n+ 1)

3(3n+ 2)(3n+ 1)
=

4

27
.

Odavde zak	uqujemo da red apsolutno konvergira za |x| < 4

27
, a divergira za

|x| > 4

27
. Ostaje da ispitamo sluqajeve x = − 4

27
i x =

4

27
. Na ovom mestu nije
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loxe spomenuti da uvek prvo va	a ispitati konvergenciju za onaj x = ±R za
koji se zamenom u stepeni red dobije red sa pozitivnim qlanovima. To je iz
razloga xto ako taj red apsolutno konvergira, onda �e konvergirati apsolutno
i onaj drugi jer �e biti isti po apsolutnoj vrednosti!

x =
4

27
:

Dobijamo red
∞∑
n=1

(
3n

n

)(
4

27

)n
=
∞∑
n=1

(3n)!

n!(2n)!

(
4

27

)n
, pa je

an =
(3n)!

n!(2n)!

(
4

27

)n
∼ (3n)3ne−3n

√
6πn

nne−n
√
2πn(2n)2ne−2n

√
4πn

4n

27n
=

√
3

2
√
π
√
n
,

odakle zak	uqujemo da red u tom sluqaju divergira.

x = − 4

27
:

Dobijamo red
∞∑
n=1

(−1)n
(
3n

n

)(
4

27

)n
=

∞∑
n=1

(−1)n (3n)!

n!(2n)!

(
4

27

)n
. Iz prethodong

sluqaja vidimo da dati red apsolutno divergira, ali je an ∼
√
3

2
√
π
√
n
, pa je

lim
n→∞

an = 0. Ostaje da proverimo monotonost. Lako se dobije da je
an+1

an
=

4

27

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)

(n+ 1)(2n+ 2)(2n+ 1)
=

4

27

3(3n+ 2)(3n+ 1)

2(n+ 1)(2n+ 1)
=

18n2 + 18n+ 4

18n2 + 27n+ 9
< 1, pa je

niz an opadaju�i i red konvergira uslovno prema Lajbnicovom kriterijumu.

Zak	uqujemo da red konvergira ako i samo ako x ∈
[
− 4

27
,
4

27

)
.

Zadatak 3.2. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju stepenog reda

∞∑
n=0

(
1
3

n

)
xn

n+ 1
.

Odredimo prvo niz an. U tu svrhu sraqunajmo

(
1
3

n

)
:(

1
3

n

)
=

1
3
·
(
1
3
− 1
)
·
(
1
3
− 2
)
· · ·
(
1
3
− n+ 1

)
n!

=
1
3
·
(
−2

3

)
·
(
−5

3

)
· · ·
(
−3n−4

3

)
n!

= (−1)n−12 · 5 · 8 · · · (3n− 4)

3nn!
.

Dakle, an = (−1)n−12 · 5 · 8 · · · (3n− 4)

3n(n+ 1)n!
= (−1)n−12 · 5 · 8 · · · (3n− 4)

3n(n+ 1)!
.

Odredimo radijus konvergencije R.

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

2 · 5 · 8 · · · (3n− 4)

3n(n+ 1)!

3n+1(n+ 2)!

2 · 5 · 8 · · · · (3n− 4) · (3n− 1)

= lim
n→∞

3(n+ 2)

3n− 1
= 1. (1.11)
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Dakle, stepen red apsolutno konvergira za |x| < 1, a divergira za |x| > 1. Ostaje
jox sluqaj |x| = 1.
x = 1 :

Dobijamo red
∞∑
n=0

(
1
3

n

)
1

n+ 1
=

∞∑
n=0

(−1)n−12 · 5 · 8 · · · (3n− 4)

3n(n+ 1)!
. Apsolutna konve-

rgencija ovog reda ekvivalentna je konvergenciji reda
∞∑
n=0

2 · 5 · 8 · · · (3n− 4)

3n(n+ 1)!
.

Iz (1.11) imamo da je
an+1

an
=

3n− 1

3(n+ 2)
, pa po Rabeovom kriteijumu imamo

lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
= lim

n→∞

(
1− 3n− 1

3n+ 6

)
= lim

n→∞
n

(
7

3n+ 6

)
= lim

n→∞

7n

3n+ 6
=

7

3
> 1,

odakle zak	uqujemo da stepeni red apsolutno konvergira za x = 1.
x = −1 :

Dobijamo red
∞∑
n=0

(
1
3

n

)
(−1)n

n+ 1
=

∞∑
n=0

(−1)2n−12 · 5 · 8 · · · (3n− 4)

3n(n+ 1)!
. Kako je apsolu-

tna konvergencija ovog reda ekvivalentna apsolutnoj konvergenciji prethodnog
reda, dobijamo da i za x = −1 stepeni red apsolutno konvergira. Mo�emo na
kraju spomenuti i da je interval konvergencije stepenog reda I = [−1, 1].

Zadatak 3.3. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju stepenog reda

∞∑
n=2

1
3
√
n
lnp
(
n+ 1

n− 1

)
x2n,

u zavinosti od p ∈ R.

Pre svega, primetimo da je dati stepeni red po parnim stepenima x2n. Smenom
t = x2 dobili bi stepeni red sa stepenima po t za koji znamo da odredimo radijus
konvergencije, oznaqimo ga sa Rt. Odatle, radijus konvergencije stepenog reda sa
stepenima po x se dobija jednostavnim korenova�em broja Rt. Dakle, Rx =

√
Rt.

Sliqan postupak se mo�e primeniti na bilo koji stepeni red sa stepenima xkn.
Bi�e Rx = k

√
Rt, gde je t = xk, k ∈ N. Mi �emo ovaj pustupak raditi skra�eno,

bez uvo�e�a dodatnih oznaka i smena.
Napiximo opxti qlan malo drugaqije.

an =
1
3
√
n
lnp
(
1 +

2

n− 1

)
∼ 1

3
√
n

2p

(n− 1)p
. (1.12)

Odatle je lim
n→∞

1
n
√
|an|

= lim
n→∞

1
n√2p

n
√

3√n(n−1)p

= lim
n→∞

n
√

3
√
n(n− 1)p

n
√
2p

= 1, pa je prema

prethodnoj priqi R =
√
1 = 1. Dakle, stepeni red apsolutno konvergira za
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|x| < 1, a divergira za |x| > 1. Za |x| = 1 ispitujemo posebno.
Napomena! Primetimo da je stepeni red sa parnim stepenima, pa �e konverge-
ncija u taqki x = 1 biti ekvivalentna konvergenciji u taqki x = −1 (zapravo
bi�e isti redovi).

x = 1 : Dobijamo red
∞∑
n=2

1
3
√
n
lnp
(
n+ 1

n− 1

)
koji je sa pozitivnim qlanovima, i

prema (1.12) je an ∼
2p

3
√
n(n− 1)p

∼ 2p

np+
1
3

, odakle vidimo da red konvergira

ako i samo ako je p +
1

3
> 1, odnosno p >

2

3
. Prema prethodno napomeni, red

konvergira i za x = −1. Tako�e, ako je red sa pozitivnim qlanovima, tada je
�egova apsolutna konvergencija ekvivalentna obiqnoj, pa mo�emo re�i i da
stepeni red apsolutno konvergira u taqkama x = −1 i x = 1.

Zadatak 3.4. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju stepenog reda

∞∑
n=1

(2n+ 1)p

2n+ 3
xn,

u zavisnosti od p ∈ R.

Odredimo prvo radijus konvergencije

R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

= lim
n→∞

n

√
2n+ 3

(2n+ 1)p
= 1.

Dakle, stepeni red apsolutno konvergira za |x| < 1, a divergira za |x| > 1.
x = 1:

Dobijamo red
∞∑
n=1

(2n+ 1)p

2n+ 3
, odakle je an ∼

(2n)p

2n
=

2p−1

n1−p , pa red konvergira ako

i samo ako je 1− p > 1, tj. p < 0.
x = −1 :

Dobijamo red
∞∑
n=1

(2n+ 1)p

2n+ 3
(−1)n, pa iz sluqaja za x = 1 dobijamo da red apso-

lutno konvergira za p < 0, divergira za 1 − p 6 0, tj. p > 1 jer tada an ne

te�i nuli. Ostaje da se ispita sluqaj p ∈ [0, 1). Kako je an ∼
2p−1

n1−p , a 1 − p > 0

za p iz datog intervala, zak	uqujemo da je lim
n→∞

an = 0. Ostaje da se poka�e da

je niz opadaju�i. U tu svrhu posmatramo funkciju f(x) =
(2x+ 1)p

2x+ 3
, za x > 1.

�en izvod je f ′(x) =
(2x+ 1)p−1

(2x+ 3)2
(4x(p − 1) + 6p − 2) 6 0, za dovo	no veliko x,

jer je (p− 1) < 0, pa je izraz u zagradi negativan, dok je koliqnik ispred �ega
uvek pozitivan za x > 1. Odatle f(x) opada, pa i niz an = f(n) opada. Dakle,
zak	uqujemo da red uslovno konvergira po Lajbnicu za p ∈ [0, 1).
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Zadatak 3.5. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju stepenog reda

∞∑
n=1

n2 lnp
(
1 +

1

n

)
xn,

u zavisnosti od p ∈ R.

Odredimo prvo polupreqnik konvergencije. Kako je lnp
(
1 +

1

n

)
∼ 1

np
, to je

R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

= lim
n→∞

1

n

√
n2 lnp

(
1 + 1

n

) = lim
n→∞

1

n

√
n2 1

np

= 1.

Zadatak 3.6. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju stepenog reda

∞∑
n=0

n!

(n+ 1)n+p
x2n,

u zavisnosti od p ∈ R.

Kako je

n
√
|an| =

n
√
n!

(n+ 1) n
√

(n+ 1)p
∼

n
√
nne−n

√
2πn

n+ 1
=
ne−1 2n

√
2πn

n+ 1
∼ 1

e
,

to je

lim
n→∞

1
n
√
|an|

= e,

pa je polupreqnik konvergencije R =
√
e.

Dakle, stepeni red apsolutno konvergira za |x| <
√
e, divergira za |x| >

√
e,

dok za x = ±
√
e ispitujemo zasebno. Kako je stepeni red po parnim stepenima,

dovo	no je ispitati konvergenciju samo u jednoj od te dve taqke. Ispitajmo npr.
za x =

√
e. Dobijamo red

∞∑
n=1

n!

(n+ 1)n+p
en,

za qiji opxti qlan va�i

an =
n!en

(n+ 1)n+p
∼ nne−n

√
2πn en

(n+ 1)n+p
=

nn
√
2πn

(n+ 1)p(n+ 1)n

=

(
n

n+ 1

)n √
2πn

(n+ 1)p
∼ e−1

√
2π

1

np−
1
2

,

odakle sledi da red konvergira ako i samo ako je p >
3

2
.
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Zadatak 3.7. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju stepenog reda

∞∑
n=0

(n+ 1)qnpn

n!
x2n,

u zavisnosti od p, q ∈ R.

Kako je

1
n
√
|an|

=
n
√
n!

n
√

(n+ 1)qnp
∼

n
√
nne−n

√
2πn

np
=
ne−1 2n

√
2πn

np
∼ e−1n

np
=

1

enp−1
,

to je

lim
n→∞

1
n
√
|an|

=


0 za p− 1 > 0 ⇐⇒ p > 1;
+∞ za p− 1 < 0 ⇐⇒ p < 1;
1
e

za p− 1 = 0 ⇐⇒ p = 1.
,

pa je

R =


0 za p− 1 > 0 ⇐⇒ p > 1;
+∞ za p− 1 < 0 ⇐⇒ p < 1;√

1
e

za p− 1 = 0 ⇐⇒ p = 1.

To znaqi da stepeni red konvergira jedino u taqki x = 0 ako je p > 1, a

apsolutno konvergira za sve x ∈ R ako je p < 1. Ako je p = 1, tada je R =
1√
e
, pa

stepeni red apsolutno konvergira za |x| < 1√
e
, divergira za |x| > 1√

e
, dok za

x = ± 1√
e
ispitujemo posebno. Kako je stepeni red po parnim stepenima, dovo	no

je ispitati konvergenciju u jednoj od te dve taqke. Ispitajmo npr. za x =
1√
e
.

Dobijamo red sa pozitivnim qlanovima
∞∑
n=0

(n+ 1)qnn

n!

1

en
. Za �egov opxti qlan

va�i

an =
(n+ 1)qnn

enn!
∼ nqnn

ennne−n
√
2πn

=
nq√
2πn

=
1

√
2πn

1
2
−q
,

pa red konvergira ako i samo ako je q < −1

2
.

Zadatak 3.8. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju stepenog reda

∞∑
n=1

(n+ 1)(n+ 2)

n!

(
(2n− 1)!!

n2

)p
xn,

u zavisnosti od p ∈ R.
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Kako je∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = (n+ 1)(n+ 2)

n!

(
(2n− 1)!!

n2

)p
(n+ 1)!

(n+ 2)(n+ 3)

(
(n+ 1)2

(2n+ 1)!!

)p
=

(n+ 1)2

(n+ 3)

(
(n+ 2)2

n2(2n+ 1)

)p
∼ n

(2n)p
=

1

2pnp−1
,

to je

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ =


0 za p− 1 > 0 ⇐⇒ p > 1;
+∞ za p− 1 < 0 ⇐⇒ p < 1;
1
2

za p− 1 = 0 ⇐⇒ p = 1.

To znaqi da stepeni red konvergira jedino u taqki x = 0 ako je p > 1, a apsolutno

konvergira za sve x ∈ R ako je p < 1. Ako je p = 1, tada je R =
1

2
, pa stepeni red

apsolutno konvergira za |x| < 1

2
, divergira za |x| > 1

2
, dok za x = ±1

2
ispitujemo

posebno.

x =
1

2
:

Dobijamo red
∞∑
n=1

(n+ 1)(n+ 2)

n!

(2n− 1)!!

n2

1

2n
, koji je sa pozitivnim qlanovima pa

je apsolutna konvergencija ekvivalentna obiqnoj. Za �egov opxti qlan va�i

an =
(n+ 1)(n+ 2)

n2

(2n− 1)!!

2nn!
∼ (2n− 1)!!

2nn!
=

(2n− 1)!!

(2n)!!
∼ 1√

πn
, (1.13)

pa zak	uqujemo da red divergira.

x = −1

2
:

Dobijamo red
∞∑
n=1

(−1)n (n+ 1)(n+ 2)

n!

(2n− 1)!!

n2

1

2n
koji po prethodnom apsolutno

divergira, pa ispitujemo uslovnu konvergenciju. Iz (1.13) imamo da je lim
n→∞

an =

0, dok monotonost niza an proveravamo upore�iva�em dva uzastopna qlana

an+1

an
=

(n+ 3)(2n+ 1)n2

2(n+ 1)4
=

2n4 + 7n3 + 3n2

2n4 + 8n3 + 12n2 + 8n+ 2
< 1,

jer je jasno da je 2n4+7n3+3n2 < 2n4+8n3+12n2+8n+2, pa je niz an opadaju�i.
Dakle, red uslovno konvergira po Lajbnicovom kriterijumu.

Zadatak 3.9. Na�i sumu stepenih redova:

∞∑
n=1

xn

n
,1.

∞∑
n=1

nxn,2.
∞∑
n=1

n2xn,3.

∞∑
n=1

n(n+ 1)xn,4.
∞∑
n=1

xn

n(n+ 1)
.5.
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1. U ovakvim zadacima ci	 je nekim transformacijama date sume (uglavnom
izvodom ili integralom) svesti sumu na neku poznatu (uglavnom na sumu
geometrijskog reda), a zatim vra�a�em unazad dobiti sumu odgovaraju�eg
reda. Znamo da se diferencira�em spuxta stepen polinoma, a integraci-
jom podi�e. U ovom primeru smeta nam ovo n u imeniocu da bi imali sumu
geometrijskog reda. Da bi smo se oslobodili tog n diferencira�emo datu
sumu.

Prvi naqin: Neka je S(x) =
∞∑
n=1

xn

n
. Tada je

S ′(x) =

(
∞∑
n=1

xn

n

)′
=
∞∑
n=1

(
xn

n

)′
=
∞∑
n=1

nxn−1

n
=
∞∑
n=1

xn−1.

Ako uvedemo smenu n− 1 = k, imamo da je k = 0 za n = 1, pa je

∞∑
n=1

xn−1 =
∞∑
k=0

xk =
1

1− x
za |x| < 1,

pa je S ′(x) =
1

1− x
. Da bi odredili S(x) potrebna nam je integracija.

Dakle, S(x) =

∫
1

1− x
dx = − ln(1 − x) + C. Ostaje jox da odredimo

konstantu C. �u odre�ujemo ubaciva�em vrednosti x = 0 u sumu, a zatim

u funkciju. Sa jedne strane je S(0) =
∞∑
n=1

0n

n
= 0, a sa druge strane je

S(0) = − ln(1− 0)+C = ln 1+C = C. Izjednaqava�em dobijamao C = 0, pa
je konaqno

S(x) = − ln(1− x).
Napomena! Primetimo da smo kod ubaciva�a vrednosti x = 0 zak	uqili
da je i vrednost sume jedanaka nuli. To je taqno zbog toga xto je naxa suma
bila po stepenima x bez konstantnog tj. nultog qlana (zapravo a0 = 0).

Ukoliko suma ide od nule, odnosno
∞∑
n=0

anx
n, tada je vrednost te sume u

taqki x = 0 zapravo a0.
Drugi naqin: Napiximo sumu u malo drugaqijem obliku

S(x) =
∞∑
n=1

(−(−x))n

n
=
∞∑
n=1

(−1)n (−x)
n

n
= −

∞∑
n=1

(−1)n−1 (−x)
n

n
= − ln(1− x),

jer je ln(1+t) =
∞∑
n=1

(−1)n−1 t
n

n
, gde smo u prethodnoj sumi uzeli da je t = −x.

2. Neka je S(x) =
∞∑
n=1

nxn. Sliqno kao i u prvoj sumi, �elimo da se oslobodimo

ovog n koje mno�i xn. Znamo da integracijom dobijamo neki stepen pove�an
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za jedan u imeniocu, ali ukoliko bi odmah integralili datu sumu ne bi
dobili nixta. Zato malo modifikujmo sumu kako nam odgovara. Odgova-
ralo bi nam da je x na stepen n− 1, pa je onda

S(x) =
∞∑
n=1

nxn = x

∞∑
n=1

nxn−1.

Sada imamo stepen u sumi koji nam odgovara, ali imamo i x koje mno�i
qitavu sumu, pa ako bi odmah integralili morali bi da radimo parcijalnu

integraciju i samo bi se upet	ali. Zbog toga oznaqimo sa F (x) =
∞∑
n=1

nxn−1.

Tada je S(x) = xF (x), a F (x) raqunamo∫
F (x)dx =

∞∑
n=1

∫
nxn−1dx =

∞∑
n=1

nxn

n
+ C =

∞∑
n=1

xn + C

=
∞∑
n=1

xn + 1− 1 + C =
∞∑
n=0

xn − 1 + C

=
1

1− x
− 1 + C =

x

1− x
+ C za |x| < 1.

Odatle F (x) dobijamo diferencira�em

F (x) =

(
x

1− x
+ C

)′
=

1

(1− x)2
.

Konaqno imamo

S(x) = xF (x) =
x

(1− x)2
.

3. Neka je S(x) =
∞∑
n=1

n2xn. Tada je

S(x) = x
∞∑
n=1

n2xn−1 = xF (x),

gde je F (x) =
∞∑
n=1

n2xn−1. Imamo da je

∫
F (x)dx =

∞∑
n=1

∫
n2xn−1dx =

∞∑
n=1

nxn + C =
x

(1− x)2
+ C prema delu 2, pa je

F (x) =

(
x

(1− x)2
+ C

)′
=

1 + x

(1− x)3
,

odakle je konaqno

S(x) = xF (x) =
x(1 + x)

(1− x)3
.
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4. Prvi Naqin: Neka je S(x) =
∞∑
n=1

n(n+ 1)xn. Tada je

∫
S(x)dx =

∞∑
n=1

∫
n(n+ 1)xndx =

∞∑
n=1

nxn+1 + C = x

∞∑
n=1

nxn + C

=
x2

(1− x)2
+ C, prema delu 2.

Odatle je

S(x) =

(
x2

(1− x)2
+ C)

)′
=

2x

(1− x)3
.

Drugi naqin: Imamo da je

S(x) =
∞∑
n=1

n(n+ 1)xn =
∞∑
n=1

n2xn +
∞∑
n=1

nxn =
x(1 + x)

(1− x)3
+

x

(1− x)2

=
x(1 + x) + x(1− x)

(1− x)3
=

2x

(1− x)3
prema delovima 2 i 3.

5. Prvi naqin: Neka je S(x) =
∞∑
n=1

xn

n(n+ 1)
. Tada je

S ′(x) =
∞∑
n=1

(
xn

n(n+ 1)

)′
=
∞∑
n=1

xn−1

n+ 1
=

1

x2

∞∑
n=1

xn+1

n+ 1
=

1

x2
F (x),

gde je F (x) =
∞∑
n=1

xn+1

n+ 1
. Smenom k = n+ 1 dobijamo

F (x) =
∞∑
n=1

xn+1

n+ 1
=
∞∑
k=2

xk

k
=
∞∑
k=2

xk

k
+ x− x =

∞∑
k=1

xk

k
− x

= − ln(1− x)− x prema delu 1.

Da	e je

S ′(x) =
1

x2
F (x) = − ln(1− x) + x

x2
,

odakle je

S(x) =

∫
− ln(1− x)− x

x2
dx+ C =

ln(1− x)
x

− ln(1− x) + C.

Da bi odredili konstantu C moramo da zamenimo x = 0 u red i u funkciju.
Me�utim, funkcija S(x) nije definisana u taqki x = 0. U tom sluqaju �e
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va�iti da je vrednost stepenog reda u x = 0 jednaka limesu funkcije S(x)

kad x te�i nuli! Dakle, sa jedne strane je S(0) =
∞∑
n=1

0n

n(n+ 1)
= 0, a sa

druge strane je S(0) = lim
x→0

(
ln(1− x)

x
− ln(1− x) + C

)
= −1 + C. Odatle

je 0 = −1 + C, pa je C = 1. Konaqno

S(x) =
ln(1− x)

x
− ln(1− x) + 1.

Drugi naqin: Primetimo slede�e

S(x) =
∞∑
n=1

xn

n(n+ 1)
=
∞∑
n=1

n+ 1− n
n(n+ 1)

xn =
∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
xn

=
∞∑
n=1

xn

n
−
∞∑
n=1

xn

n+ 1
= − ln(1− x)− 1

x

∞∑
n=1

xn+1

n+ 1

= − ln(1− x)− (− ln(1− x)− x)
x

=
ln(1− x)

x
− ln(1− x) + 1.

Napomena! Primetimo da u prethodnim primerima nigde kod logaritma nismo

stav	ali apsolutne zagrade (jer smo ih dobili integracijom funkcije
1

1− x
).

Razlog za to je xto smo sve radili unutar polupreqnika konvergencije datih
redova, a koji su svi jednaki 1, pa je 1− x > 0 za |x| < 1.

Zadatak 3.10. Na�i sumu stepenog reda

∞∑
n=2

n+ 1

n(n− 1)
xn.

Prvi naqin: Rastavimo izraz
n+ 1

n(n− 1)
na parcijalne razlomke, tj.

n+ 1

n(n− 1)
=
A

n
+

B

n− 1
.

Lako se dobije da je A = −1 B = 2, odnosno
n+ 1

n(n− 1)
= − 1

n
+

2

n− 1
, pa je

S(x) =
∞∑
n=2

n+ 1

n(n− 1)
xn =

∞∑
n=2

(
− 1

n
+

2

n− 1

)
xn = −

∞∑
n=2

xn

n
+ 2

∞∑
n=2

xn

n− 1

= −
∞∑
n=2

xn

n
− x+ x+ 2x

∞∑
n=2

xn−1

n− 1
= −

∞∑
n=1

xn

n
+ x+ 2x

∞∑
k=1

xk

k

= ln(1− x) + x− 2x ln(1− x) = (1− 2x) ln(1− x) + x.
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Drugi naqin:

S ′(x) =
∞∑
n=2

n+ 1

n− 1
xn−1 =

1

x

∞∑
n=2

n+ 1

n− 1
xn =

1

x
F (x),

gde je F (x) =
∞∑
n=2

n+ 1

n− 1
xn. Tada je

∫
F (x)dx =

∞∑
n=2

∫
n+ 1

n− 1
xndx =

∞∑
n=2

xn+1

n− 1
+ C = x2

∞∑
n=2

xn−1

n− 1
+ C

= x2
∞∑
k=1

xk

k
+ C = −x2 ln(1− x) + C,

pa je

F (x) = (−x2 ln(1− x) + C)′ =
x2

1− x
− 2x ln(1− x).

Odatle je

S(x) =

∫ x2

1−x − 2x ln(1− x)
x

dx =

∫
x

1− x
dx− 2

∫
ln(1− x)dx

= x+ (1− 2x) ln(1− x) + C.

Konaqno, konstantu C odre�ujemo iz uslova S(0) =
∞∑
n=2

0 = 0 i S(0) = 0 + (1 −

0) ln 1 + C = C, pa je C = 0.

Zadatak 3.11. Na�i sumu stepenih redova:
∞∑
n=0

x2n

n!
,1.

∞∑
n=0

n+ 1

n!
x2n,2.

∞∑
n=0

x2n

(n+ 1)n!
,3.

∞∑
n=1

(n+ 1)(n+ 2)

n!
xn4.

∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)(2n)!
x2n.5.

1. Neka je S(x) =
∞∑
n=0

x2n

n!
. Ako uvedemo smenu t = x2 dobijamo stepeni red

S1(t) =
∞∑
n=0

tn

n!
= et, pa je S(x) = S1(x

2) = ex
2
.

2. Neka je S(x) =
∞∑
n=0

n+ 1

n!
x2n. Smenom t = x2 dobijamo S1(t) =

∞∑
n=0

(n+ 1)

n!
tn.

Odatle je∫
S1(t)dt =

∞∑
n=0

∫
n+ 1

n!
tndt =

∞∑
n=0

tn+1

n!
+ C = t

∞∑
n=0

tn

n!
+ C = tet + C,
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pa je

S1(t) = (tet + C)′ = tet + t,

a odatle je
S(x) = x2ex

2

+ x2.

3. Neka je S(x) =
∞∑
n=0

x2n

(n+ 1)n!
. Uvo�e�em smene t = x2 dobijamo S1(t) =

∞∑
n=0

tn

(n+ 1)n!
. Imamo da je

S1(t) =
1

t

∞∑
n=0

tn+1

(n+ 1)n!
=

1

t
F (t),

gde je F (t) =
∞∑
n=0

tn+1

(n+ 1)n!
. Da	e je

F ′(t) =
∞∑
n=0

tn

n!
= et,

pa je

F (t) =

∫
etdt = et + C.

Sa jedne strane je F (0) = 0 (jer je a0 = 0), a sa druge strane je F (0) =
e0 + C = 1 + C. Iz ova dva uslova sledi da je C = −1, pa je F (t) = et − 1.

Odatle je S1(t) =
et − 1

t
, pa je

S(x) =
ex

2 − 1

x2
.

4. Neka je S(x) =
∞∑
n=1

(n+ 1)(n+ 2)

n!
xn. Tada je

∫
S(x)dx =

∞∑
n=1

(n+ 2)

n!
xn+1 + C = F (x) + C,

gde je F (x) =
(n+ 2)

n!
xn+1. Da	e je

∫
F (x)dx =

∞∑
n=1

xn+2

n!
+D = x2

∞∑
n=1

xn

n
+D = x2

(
∞∑
n=1

xn

n!
+ 1− 1

)
+D

= x2

(
∞∑
n=0

xn

n!
− x

)
+D = x2 (ex − 1) +D.
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Odatle je
F (x) = (x2(ex − 1) +D)′ = x2ex + 2xex − 2x,

pa je konaqno

S(x) = (x2ex + 2xex − 2x+ C)′ = x2ex + 4xex + 2ex − 2.

5. Neka je S(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)(2n)!
x2n. Tada je

S(x) =
1

x2

∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)(2n)!
x2n+2 =

1

x2
F (x),

gde je F (x) =
∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)(2n)!
x2n+2. Da	e je

F ′(x) =
∞∑
n=0

(−1)n(2n+ 2)

(n+ 1)(2n)!
x2n+1 =

∞∑
n=0

2(−1)n

(2n)!
x2n+1 = 2x

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n

= 2x cosx,

pa je

F (x) =

∫
2x cosxdx = 2x sinx+ 2 cosx+ C.

Sa jedne strane je F (0) = 0, a sa druge strane je F (0) = 0 + 2 + C, pa je
C = −2. Konaqno

S(x) =
2x sinx+ 2 cosx− 2

x2
.

Zadatak 3.12. Na�i slede�e sume:

∞∑
n=1

2n

n(n+ 1)3n
,1.

∞∑
n=1

(−1)n

n2n
,2.

∞∑
n=1

n2

3n
.3.

1. Neka je S =
∞∑
n=1

2n

n(n+ 1)3n
=

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)

(
2

3

)n
. Da bi naxli sumu treba

primetiti da je ona zapravo vrednost nekog stepenog reda u taqki x =
2

3
.

Zapravo, posmatramo stepeni red S(x) =
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
xn i tada �e biti S =

S

(
2

3

)
. Prema delu 5. zadatka 3.9. imamo da je S(x) =

ln(1− x)
x

−ln(1−x)+1,

pa je S = S

(
2

3

)
=

ln
(
1− 2

3

)
2
3

− ln

(
1− 2

3

)
+ 1 =

1

2
ln

(
1

3

)
+ 1.



46 REDOVI [1

2. Sliqno kao u prethodnom primeru posmatrajmo stepeni red S(x) =
∞∑
n=1

xn

n
.

Iz dela 1. zadatka 3.9. imamo da je S(x) = − ln(1−x), pa je S = S

(
−1

2

)
=

− ln

(
1 +

1

2

)
= − ln

(
3

2

)
.

3. Posmatramo stepeni red
∞∑
n=1

n2xn. Iz dela 3. zadatka 3.9. imamo da je S(x) =

x(1 + x)

(1− x)3
, pa je S = S

(
1

3

)
=

3

2
.

Zadatak 3.13. Na�i sumu stepenog reda

∞∑
n=0

(n+ 1)

enn!
xn.

Neka je S(x) =
(n+ 1)

enn!
xn. Tada je

∫
S(x)dx =

∞∑
n=0

xn+1

enn!
= x

∞∑
n=0

1

n!

(x
e

)n
= xe

x
e + C.

Odatle je

S(x) = (xe
x
e + C)′ = e

x
e +

xe
x
e

e
.

Zadatak 3.14. Funkciju f(x) = arctg(x) razviti u Maklorenov red i odrediti
gde va�i razvoj dobijenog reda. Na osnovu dobijenog razvoja izraqunati sumu

reda
∞∑
n=1

(−1)n

2n+ 1
.

Ideja u ovim zadacima je da se data funkcija diferencira�em ili na neki
drugi naqnin svede na neki od poznatih razvoja (najqesq�e geometrijski). Prvi
izvod funkcije je

f ′(x) =
1

1 + x2
= (1 + x2)−1 =

∞∑
n=0

(
−1
n

)
(x2)n =

∞∑
n=0

(−1)nx2n za |x|2 < 1,

a to je ekvivalentno sa tim da je |x| < 1.

Odatle je

f(x) =

∫ ( ∞∑
n=0

(−1)nx2n
)
dx+ C =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 + C tako�e za |x| < 1

jer diferencira�e i integra	e�e ne me�aju polupreqnik konvergencije.
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Otaje jox da odredimo konstantu C. To radimo na isti naqin kao i kod sumira�e

redova. Sa jedne strane je f(0) = arctg (0) = 0, a sa druge je f(0) =
∞∑
n=0

0+C = C,

pa je C = 0. Dakle, razvoj funkcije u Maklorenov red je

f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1.

Za sada znamo da razvoj va�i za |x| < 1. Ostaje jox da proverimo u taqkama
x = ±1. Dovo	no je proveriti konvergenciju samo u taqki x = 1 zbog faktora 2n

koji se jav	a kao stepen. U taqki x = 1 dobijamo red
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
koji konvergira

po Lajbnicovom kriterijumu. Kako je funkcija f(x) = arctg (x) neprekidna u
taqki x = 1 (i u taqki x = −1), a red konvergira u tim taqkama, zak	uqujemo
da �e razvoj da va�i u tim taqkama. Dakle,

f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 za x ∈ [−1, 1].

Ostaje jox da na�emo sumu koja se tra�i. Me�utim, to sada nije texko. Oznaqimo

sa S =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
i primetimo da je S = f(1) = arctg (1) =

π

4
.

Napomena. Ako je f(x) =
∞∑
n=0

anx
n razvoj funkcije u Maklorenov red i razvoj

va�i za x ∈ (−R,R), onda je dovo	no da funkcija bude neprekidna sa leve
(desne) strane i da red konvergira u taqki x = R (x = −R) da bi razvoj va�io
u taqki x = R (x = −R).

Zadatak 3.15. Funkciju f(x) = arctg

(
x− 1

x+ 1

)
razviti u Maklorenov red i

odrediti gde va�i razvoj dobijenog reda. Na osnovu dobijenog razvoja izraqu-

nati sumu reda
∞∑
n=1

(−1)n

4n(2n+ 1)
.

Raqunamo prvi izvod

f ′(x) =
1

1 +
(
1−x
1+x

)2 (1− x
1 + x

)′
=

1
(1+x)2+(1−x)2

(1+x)2

2

(1 + x)2
=

1

1 + x2
,

odakle je isto kao u prethodnom zadatku f ′(x) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n za |x| < 1. Odnosno

f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 + C. Sa jedne strane je f(0) = arctg (−1) = −π

4
, a sa
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druge je f(0) =
∞∑
n=0

0 = 0 + C, odakle je C = −π
4
i f(x) =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 − π

4
,

za |x| < 1. Primetimo da red konvergira u taqkama x = ±1 (Lajbnic), ali
da polazna funkcija nije definisana u taqki x = −1! Kako je neprekidna u
taqki x = 1 zak	uqujemo da razvoj va�i za x ∈ (−1, 1]. Da bi naxli sumu

napiximo je kao S =
∞∑
n=1

(−1)n

4n(2n+ 1)
=
∞∑
n=1

(−1)n

2n+ 1

(
1

2

)2n

. Oblik sume nas navodi

da izraqunamo vrednost funkcije u taqki x =
1

2
. Imamo da je

f

(
1

2

)
=
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1

(
1

2

)2n+1

− π

4
=

1

2

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1

(
1

2

)2n

− π

4

=
1

2

(
1 +

∞∑
n=1

(−1)n

2n+ 1

(
1

2

)n
− π

2

)
=

1

2

(
1− π

2
+ S

)
,

odakle je S = 2f

(
1

2

)
+
π

2
− 1 = 2arctg

(
−1

3

)
+
π

2
− 1 = −2arctg

(
1

3

)
− 1 +

π

2
.

Zadatak 3.16. Funkciju f(x) = xarctg
(
x2
)
razviti u Maklorenov red i odre-

diti gde va�i razvoj dobijenog reda. Na osnovu dobijenog razvoja izraqunati

sumu reda
∞∑
n=0

(−1)n

16n(2n+ 1)
.

Oznaqimo sa g(x) = arctg
(
x2
)
. Tada je f(x) = xg(x). Imamo da je g′(x) =

2x

1 + x4
= 2x(1 + x4)−1 = 2x

∞∑
n=0

(−1)nx4n = 2
∞∑
n=0

(−1)nx4n+1 za |x| < 1. Odatle je

g(x) =

∫ (
2
∞∑
n=0

(−1)nx4n+2

)
dx = 2

∞∑
n=0

(−1)n x
4n+2

4n+ 2
+ C =

∞∑
n=0

(−1)n x
4n+2

2n+ 1
+ C.

Sa jedne strane je g(0) = 0 + C, a sa druge je g(0) = arctg (0) = 0, pa je C = 0.
Dakle,

f(x) = xg(x) = x
∞∑
n=0

(−1)n x
4n+2

2n+ 1
=
∞∑
n=0

(−1)n x
4n+3

2n+ 1
za |x| < 1.

Za x = ±1 lako se poka�e da red konvergir po Lajbnicu, a funkcija f(x) je
neprekidna u tim taqkama, pa zak	uqujemo da razvoj va�i za x ∈ [−1, 1]. Ostaje

da na�emo jox sumu. Imamo da je S =
∞∑
n=0

(−1)n

16n(2n+ 1)
=
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1

(
1

2

)4n

. Dakle,

raqunamo vrednost funkcije u x =
1

2

f

(
1

2

)
=
∞∑
n=0

(−1)n 1

4n+ 2

(
1

2

)4n+3

=

(
1

2

)3 ∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1

(
1

2

)4n

=
1

8
S.

Odatle je S = 8f

(
1

2

)
= 8

1

2
arctg

(
1

4

)
= 4arctg

(
1

4

)
.
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Zadatak 3.17. Funkciju f(x) = xarcsin (x) razviti u Maklorenov red i odre-
diti gde va�i razvoj dobijenog reda. Na osnovu dobijenog razvoja izraqunati

sumu reda
∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!(2n+ 1)
.

Oznaqimo sa g(x) = arcsin (x). Tada je

g′(x) =
1

1− x2
= (1 + (−x2))−

1
2 =

∞∑
n=0

(
−1

2

n

)
(−x2)n =

∞∑
n=0

(−1)n
(
−1

2

n

)
x2n,

za |x| < 1. Odatle je

g(x) =

∫ ( ∞∑
n=0

(−1)n
(
−1

2

n

)
x2n

)
dx+ C =

∞∑
n=0

(−1)n
(
−1

2

n

)
x2n+1

2n+ 1
+ C.

Lako se dobije da je C = 0, pa je konaqno

f(x) = xg(x) =
∞∑
n=0

(−1)n
(
−1

2

n

)
x2n+2

2n+ 1
za |x| < 1.

Proverimo da li razvoj va�i i za x = ±1. Za x = 1 dobijamo red

∞∑
n=0

(−1)n
(
−1

2

n

)
1

2n+ 1

koji apsolutno konvergira jer je prema Primeru 1.3∣∣∣∣(−1
2

n

)
1

2n+ 1

∣∣∣∣ = (2n− 1)!!

(2n)!!(2n+ 1)
∼ 1√

πn

1

2n+ 1
∼ 1

2
√
πn1+ 1

2

.

Potpuno isti argument va�i i za x = −1, a funkcija f(x) je neprekidna u obe
taqke pa zak	uqujemo da razvoj va�i za x ∈ [−1, 1]. Da bi izraqunali datu sumu

moramo drugaqije da zapixemo dati razvoj. Kako je

(
−1

2

n

)
= (−1)n (2n− 1)!!

(2n)!!
za

n > 1, a nax razvoj poqi�e od n = 0, onda moramo drugaqije da napixemo taj

nulti qlan. Me�utim, po definiciji je

(
α

0

)
= 1 za svako α ∈ R. Zbog toga je

f(x) = x2 +
∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!(2n+ 1)
x2n+2,

pa je f(1) = 1 + S, odakle je S = f(1)− 1 = arcsin (1)− 1 =
π

2
− 1.

Zadatak 3.18. Funkciju f(x) = arcsin

(
4x

x2 + 4

)
razviti u Maklorenov red i

odrediti gde va�i razvoj dobijenog reda.
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Raqunamo izvod funkcije

f ′(x) =
1√

1−
(

4x
x2+4

)2
(

4x

x2 + 4

)′
=

1√
x4−8x2+16
(x2+4)2

16− 4x2

(x2 + 4)2
=

4(4− x2)√
(x2 − 4)2(x2 + 4)

=
4(4− x2)

|x2 − 4| (x2 + 4)
= (∗).

Zastanimo ovde na trenutak. Vidimo da je izraz
4− x2

|x2 − 4|
= ±1 u zavisnosti od

toga kako se ponaxa apsolutna vrednost. Va�i da je

∣∣x2 − 4
∣∣ = { x2 − 4 za x2 − 4 > 0 ⇐⇒ x2 > 4;

4− x2 za x2 − 4 < 0 ⇐⇒ x2 < 4.

Prvi naqin da utvrdimo xta �e biti apsolutna vrednost je da se setimo da je
Maklorenov red zapravo razvoj funkcije u okolini taqke x = 0 i da primetimo
da je uslov x2 < 4 bli�i nuli nego x2 > 4, pa uzimamo da je apsolutna vrednost
zapravo 4 − x2 i da je x2 < 4. Drugi naqin da to vidimo je tako xto prvo

krenemo da razvijamo
4

x2 + 4
=

4

4
(
1 +

(
x
2

)2) =

(
1 +

(x
2

)2)−1
=

∞∑
n=0

(
−1
n

)
x2n

4n
...

i da vidimo da taj razvoj va�i za
∣∣∣x
2

∣∣∣ < 1, xto je ekvivalentno sa x2 < 4, pa

uzimamo da je apsolutna vrednost 4− x2. Vratimo se sada u (∗). Imamo da je

f ′(x) =
4

4 + x2
=

4

4
(
1 +

(
x
2

)2) =

(
1 +

(x
2

)2)−1
=
∞∑
n=0

(
−1
n

)
x2n

4n
=
∞∑
n=0

(−1)nx
2n

4n
,

odakle je posle integracije

f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

4n(2n+ 1)
+ C za

∣∣∣x
2

∣∣∣ < 1, odnosno |x| < 2.

Lako se dobija da je C = 0, kao i da dati red konvergira po Lajbnicu u taqkama

x = ±2, a kako je funkcija f(x) = arcsin

(
4x

4 + x2

)
neprekidna u tim taqkama,

to �e razvoj va�iti i u �ima, odnosno razvoj funkcije va�i za x ∈ [−2, 2].

Zadatak 3.19. Funkciju f(x) = x ln

(
2 + x

2− x

)
razviti u Maklorenov red i odre-

diti gde va�i razvoj dobijenog reda.

Oznaqimo sa g(x) = ln

(
2 + x

2− x

)
. Tada je f(x) = xg(x) i dovo	no je odrediti
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razvoj za funkciju g(x)

g′(x) =
2 + x

2− x

(
2− x
2 + x

)′
=

2 + x

2− x
4

(2 + x)2
=

4

4− x2
=

4

4
(
1 +

(
−
(
x
2

)2))
=

(
1 +

(
−
(x
2

)2))−1
=
∞∑
n=0

(
−1
n

)(
−
(x
2

)2)n
=
∞∑
n=0

(−1)n(−1)nx
2n

4n

=
∞∑
n=0

x2n

4n
, za

∣∣∣x
2

∣∣∣ < 1, odnosno |x| < 2.

Posle integracije dobijamo

g(x) =
∞∑
n=0

x2n+1

4n(2n+ 1)
+ C,

a lako se dobije da je C = 0. Kako funkcija g(x) nije definisana u taqki x = 2
(de	e�e nulom), a ni u taqki x = −2 (logaritam od nule), zak	uqujemo da razvoj
va�i za x ∈ (−2, 2). Konaqno

f(x) = xg(x) = x
∞∑
n=0

x2n+1

4n(2n+ 1)
=
∞∑
n=0

x2n+2

4n(2n+ 1)
, za x ∈ (−2, 2).

Zadatak 3.20. Funkciju f(x) = xarctg

(
2− x
2 + x

)
+ ln(4 + x2) razviti u Maklo-

renov red i odrediti gde va�i razvoj. Koriste�i dobijeni razvoj izraqunati

sumu reda
∞∑
n=2

(−1)n 1

3nn(2n− 1)
.

Zadatak 3.21. Funkciju f(x) =
√
4− x2 + 4√

4− x2
razviti u Maklorenov red

i odrediti gde va�i razvoj. Koriste�i dobijeni razvoj izraqunati sumu reda
∞∑
n=2

(n− 1)(2n− 3)!!

8nn!
.

Imamo da je

f(x) =

√
4

(
1−

(x
2

)2)
+

4√
4
(
1−

(
x
2

)2) = 2

(1− (x
2

)2) 1
2

+

(
1−

(x
2

)2)− 1
2


= 2

(
∞∑
n=0

(
1
2

n

)
(−1)nx2n

4n
+
∞∑
n=0

(
−1

2

n

)
(−1)nx2n

4n

)

= 2
∞∑
n=0

(−1)n
((

1
2

n

)
+

(
−1

2

n

))
x2n

4n
, za |x| < 2.
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Razvoj �e da va�i za x ∈ (−2, 2), jer funkcija nije definisana u taqkama x =
±2. Da bi izraqunali sumu koja se tra�i vidimo da razvoj treba napisati u
drugaqijem oblilku, kao i da suma treba da nam poqi�e za n = 2. Va�i da je(

−1
2

n

)
=

(−1)n(2n− 1)!!

(2n)!!
za n > 2(

1
2

n

)
=

(−1)n−1(2n− 3)!!

(2n)!!
za n ≥ 1,

kao i (
−1

2

0

)
def

= 1,

(
1
2

0

)
def

= 1,

(
−1

2

1

)
= −1

2
,

(
1
2

1

)
=

1

2
.

Odatle je

f(x) = 2

((
1
2

0

)
+

(
−1

2

0

)
−
((

1
2

1

)
+

(
−1

2

1

))
x2 +

∞∑
n=2

(
(−1)n

(
1
2

n

)
+

(
−1

2

n

))
x2n

4n

)

= 4 + 2
∞∑
n=2

(−1)n
((

1
2

n

)
+

(
−1

2

n

))
x2n

4n

= 4 + 2
∞∑
n=2

(−1)n
(
(−1)n−1(2n− 3)!!

(2n)!!
+

(−1)n(2n− 1)!!

(2n)!!

)
x2n

4n

= 4 + 2
∞∑
n=2

(−1)n
(
−(−1)n(2n− 3)!!

(2n)!!
+

(−1)n(2n− 1)(2n− 3)!!

(2n)!!

)
x2n

4n

= 4 + 2
∞∑
n=2

(−1)n (−1)
n(2n− 3)!!

(2n)!!
(−1 + 2n− 1)

x2n

4n

= 4 + 4
∞∑
n=2

(2n− 3)!!(n− 1)

4n(2n)!!
x2n = 4 + 4

∞∑
n=2

(2n− 3)!!(n− 1)

8nn!
x2n,

jer je (2n)!! = 2nn!. Za x = 1 imamo f(1) = 4 + 4S, a sa druge strane je f(1) =
√
3 +

4√
3
=

7√
3
, odakle je 4 + 4S =

7√
3
, odnosno S =

7

4
√
3
− 1.

Zadatak 3.22. Funkciju f(x) = (x3 + x)arctg (x) − ln (1 + x2) − x2

2
razviti u

Maklorenov red i odrediti gde va�i razvoj dobijenog reda. Na osnovu dobijenog

razvoja izraqunati sumu reda
∞∑
n=2

(−1)n(4n2 − 6n+ 3)

n(2n− 1)(2n− 3)
.

Oznaqimo sa g(x) = arctg (x) i h(x) = ln (1 + x2). Iz zadatka 3.14 je g(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 i razvoj va�i za x ∈ [−1, 1]. Na�imo razvoj za g(x). Imamo da je

g′(x) =
2x

1 + x2
= 2x

(
1 + x2

)−1
= 2x

∞∑
n=0

(−1)nx2n = 2
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1, za |x| < 1.
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Odatle je posle integracije h(x) = 2
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 2
x2n+2 + C =

∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
x2n+2 + C.

Lako se dobije da je C = 0, kao i da razvoj va�i i za x = ±1 (Lajbnicov

kriterijum + neprekidnost funkcije). Dakle, h(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
x2n+2 i razvoj

va�i za x ∈ [−1, 1]. Kako je f(x) = (x3 + x)g(x) − h(x) − x2

2
, a razvoji za g(x)

i h(x) va�e na istom intervalu [−1, 1], zak	uqujemo da �e i razvoj za f(x) da
va�i na intervalu [−1, 1]. Zamenom razvoja za g(x) i h(x) dobijamo

f(x) = (x3 + x)
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 −

∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
x2n+2 − x2

2
=
∞∑
n=0

(−1)n

2n− 1
x2n+4

+
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+2 −

∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
x2n+2 − x2

2
.

Ovo nije razvoj u Maklorenov red! Ne mo�emo ostaviti funkciju kao zbir nekih
suma, nego moramo spojiti sve u jednu sumu. Da bi to uradili moramo dovesti sve
tri sume na isti stepen. Primetimo da prva suma ide po stpenima 4, 6, 8..., dok
druge dve idu po setpenima 2, 4, 6.... Izdvojimo prvo kvadratni stepen (odnosno
qlanove za n = 0) u druge dve sume jer �e onda stepeni u sve tri sume biti isti.
Dobijamo

f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+4 + x2 +

∞∑
n=1

(−1)n

2n+ 1
x2n+2 − x2 −

∞∑
n=1

(−1)n

n+ 1
x2n+2 − x2

2

=
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+4 +

∞∑
n=1

(−1)n

2n+ 1
x2n+2 −

∞∑
n=1

(−1)n

n+ 1
x2n+2 − x2

2
.

Sada sve tri sume imaju isti stepen, ali su nam indeksi suma razliqiti, pa
ih moramo dovesti na isti indeks. Mo�emo ih dovesti na bilo koji zajedniqki
indeks, ali je najbo	e da pogledamo sumu reda koja se tra�i u postavci zadatka.
�en indeks �e nam biti vodi	a i na taj indeks �emo da namextamo sume. U prvoj
sumi uvedimo smenu k = n+2, a u druge dve smenu k = n+1. Odatle je n = k−2,



54 REDOVI [1

odnosno n = k − 1. Zamenom dobijamo

f(x) =
∞∑
k=2

(−1)k−2

2(k − 2) + 1
x2(k−2)+4 +

∞∑
k=2

(−1)k−1

2(k − 1) + 1
x2(k−1)+2

−
∞∑
k=2

(−1)k−1

k − 1 + 1
x2(k−1)+2 − x2

2

=
∞∑
k=2

(−1)k

2k − 3
x2k +

∞∑
k=2

−(−1)k

2k − 1
x2k −

∞∑
k=2

−(−1)k

k
x2k − x2

2

=
∞∑
k=2

(−1)k
(

1

2k − 3
− 1

2k − 1
+

1

k

)
x2k − x2

2

=
∞∑
k=2

(−1)k
(
(2k − 1)k − (2k − 3)k + (2k − 3)(2k − 1)

k(2k − 1)(2k − 3)

)
x2k − x2

2

=
∞∑
k=2

(−1)k(4k2 − 6k + 3)

k(2k − 1)(2k − 3)
x2k − x2

2
.

Odavde je jasno da je f(1) = S − 1

2
, a sa druge strane je f(1) = 2arctg (1) −

ln(2)− 1

2
=
π

2
− ln(2)− 1

2
, odakle je S =

π

2
− ln(2).
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