
FUNKCIJE DVE PROMENǈIVE

1. Odrediti i grafiqki predstaviti domen funkcije:
a) z =

√
x2 + y2 − 4 b) z = ln(1− x2 − y2) c) z = arcsin(x2 + y2 − 2)

d) z =
x2 + y2

x2 − y2
e) z =

√
lnx+ ln y f) z = ln(2x− x2 − y2) g) z =

1
√
xy
.

2. Odrediti domen i prve parcijalne izvode funkcije z = ln(tan
x

y
).

Domen: x
y 6=

π
2 + kπ, y 6= 0. Izvodi: z′x =

2
y sin 2x

y

i z′y =
2x

sin 2x
y

.

3. (dom.) Na�i parcijalne izvode prvog reda slede�ih funkcija:

a) z =
x2

y3
b) z = arccos(

1
x

+ y) c) z =
xy

x2 + y2
d) z = e

x
y e) z = ln(x+

√
x2 + y2).

4. Odrediti domen, prve i druge parcijalne izvode funkcije:

a) z =
x− y
x+ y

.

Domen: x 6= −y, z′x = 2y
(x+y)2 , z

′
y = −2x

(x+y)2 , z
′′
xx = −4y

(x+y)3 , z
′′
xy = 2(x−y)

(x+y)3 , z
′′
yy = 4x

(x+y)3 .

b) z = ln(x+
√
x2 + y2).

Domen: (x, y) 6= (0, 0), z′x = 1√
x2+y2

, z′y = y

(x+
√
x2+y2)

√
x2+y2

, z′′xx = −x√
x2+y2

3
2
, z′′xy = y√

x2+y2
3
2
.

5. z = xy, x > 0. z′x = yxy−1, z′y = xy lnx, z′′xx = y(y − 1)xy−2, z′′yx = z′′xy = yxy−1 lnx+ xy−1.

6. Odrediti domen, prve i druge parcijalne izvode funkcije:
a) z = arctg

y

x
b) z = ln

√
1− x2 + y2 c) z = x2e2x

2+3y.

7. Pokazati da je xz′x + yz′y = 2 za z = ln(x2 + y2 + xy).

8. a) Da li funkcija z = x ln
y

x
zadovoǉava relaciju x

∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= z ?

b) Da li funkcija z = ln(ex + ey) zadovoǉava relaciju
∂z

∂x
+
∂z

∂y
= 1 ?

9. Odrediti i grafiqki predstaviti domen date funkcije i na�i ǌene ekstremne vrednosti:

a) z = (x− 1)2 + 2y2.
Jedina stacionarna taqka je M(1, 0).
∆ = 8, zxx(M) > 0 pa je req o lokalnom minimumu i zmin = z(M) = 0.

b) z =
1 + x− y√
1 + x2 + y2

.

z′x = y2+xy−x+1

(1+x2+y2)
3
2
, z′y = −x2−xy−y−1

(1+x2+y2)
3
2

i za stacionarnu taqkuM(1,−1) su r = − 2
3
√

3
< 0 , s = − 1

3
√

3
,

t = − 2
3
√

3
i 4 = 1

9 > 0, pa je M taqka lokalnog maksimuma i zmax =
√

3.

v) z = x3 + 6xy + y2.
D = R2, zx = 3x2 + 6y, zxx = 6x, zxy = 6, zy = 6x + 2y, zyy = 2 i kandidati za ekstremume
su M1(0, 0) i M2(6,−18). ∆M1 = −36, a u M2 je ∆ > 0 i zxx(M) > 0 pa je req o lokalnom
minimumu.

g) z = x2 + xy + y2 − 10 lnx− 4 ln y.

D : x, y > 0. zx = 2x+y− 10
x

i zy = 2y+x− 4
y
, pa dobijamo sistem

2x2 + xy − 10 = 0
2y2 + xy − 4 = 0 , qija su
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rexeǌa taqkeM1(2, 1),M2(−2,−1),M3(− 5√
3
, 4√

3
),M4( 5√

3
,− 4√

3
). Kako samoM1 pripada domenu

dobijamo z
′′

xx(M1) = 9
2 , z

′′

xy(M1) = 1, z
′′

yy(M1) = 6 pa je ∆ > 0 i zmin = z(M1) = 7− 10 ln 2.

Odrediti i grafiqki predstaviti domen date funkcije i na�i ǌene ekstremne vrednosti:

10. (dom.) z = x3 + xy2 − 6xy.
11. (dom.) z = xy(6− x− y).

12. (dom.) z = x+
1
x

+ y +
4
y
.

13. (dom.) z = x2 − y + 4 ln(3− x) + ln(y + 2).
14. (dom.) z = (x2 + y)

√
ey.

15. (dom.) z =
8
x

+
x

y
+ y.

Odrediti i grafiqki predstaviti domen funkcije, na�i ekstremne vrednosti funkcije:
16. (sept 07) z = x3 + y2 − xy − y.
17. (okt 07)z = 2x+ 2y + ln(2y − x2 − y2).
18. (okt2 07) z = y + ln(4− x2 − y2).
19. (jan 08) z = (y − 8x)2 − x4 − y4.

20. (feb 08) z = x
4− x2 − y2√
4− x2 − y2

.

21. (kolok 08) z = x +
√

1− x2 − y2. Odrediti ekstremne vrednosti i proveriti da li za datu
funkciju va�i jednakost (z − x)(1− z′x − z′y) = x+ y.

22. (jan 09) z = e−x
2−y2

. Odrediti ekstremne vrednosti i proveriti da li va�i
z

′′

xxz
′′

yy + 2(z′x)2 + 2(z′y)2 = 4z.
23. (feb 09) z = arctg(x2 + y2).
24. (jun 06) z = ln(−2y − x2 − y2)− 2(x+ y).
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