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Osobina 1:
Ako je funkcija f integrabilna (a time i definisana) na interlavu [−a, a], onda je∫ a

−a

f(x)dx =

∫ a

−a

f(t)dt. .

Drugim reqima, vrednost integrala ne zavisi od toga kako imenujemo promenǉivu ve� samo od toga
kako podintegralna funkcija zavisi od te promenǉive i koje su granice integrala koji raqunamo.�

Osobina 2:
Neka je a > 0.
Ako je funkcija f parna i integrabilna (a time i definisana) na interlavu [−a, a], onda je

(∗)
∫ a

−a

f(x)dx = 2

∫ a

0

f(x)dx.

Ako je funkcija f neparna i integrabilna (a time i definisana) na interlavu [−a, a], onda je

(∗∗)
∫ a

−a

f(x)dx = 0.

Dokaz:∫ a

−a

f(x)dx =

∫ 0

−a

f(x)dx +

∫ a

0

f(x)dx = . . .. U prvom integralu uvedemo smenu x = −t a onda (na

osovu osobine 1) preoznaqimo t sa x. �

Zadatak 1: Izraqunati
∫ π

−π

x sin x√
cos2 x+ 1

dx.

Rexeǌe:∫ π

−π

x sin x√
cos2 x+ 1

dx
(∗)
= 2

∫ π

0

x sin x√
cos2 x+ 1

dx = 2I, za I =

∫ π

0

x sin x√
cos2 x+ 1

dx.

Prvi naqin: Biramo smenu koja �e interval integracije dovesti na simetriqan.
smena: x = t+ π

2
dx = dt

x = π ⇐⇒ t = π
2

x = 0 ⇐⇒ t = −π
2

sin x = sin(t+ π
2 ) = cos t

cos x = cos(t+ π
2 ) = − sin t

 I =

∫ π
2

−π
2

(t+ π
2 ) cos t√

sin2 t+ 1
dx =

∫ π
2

−π
2

t cos t√
sin2 t+ 1

dx+
π

2

∫ π
2

−π
2

cos t√
sin2 t+ 1

dx
(∗),(∗∗)
=

= 0 + π

∫ π
2

0

cos t√
sin2 t+ 1

dx = π

∫ π
2

0

d(sin t)√
sin2 t+ 1

= π ln | sin t+
√
sin2 t+ 1||

π
2
0 = π ln(1 +

√
2).

Drugi naqin: Biramo smenu koja ne�e da promeni interval integracije a podintegralna funkcija

da ,,pogodno” transformixe.
smena: x = π − t

dx = −dt
x = π ⇐⇒ t = 0
x = 0 ⇐⇒ t = π

sin x = sin(π − t) = sin t
cos x = cos(π − t) = − cos t

 I =

∫ 0

π

(π − t) sin t(−1)dt√
cos2 t+ 1

=

∫ π

0

(π − t) sin t√
cos2 t+ 1

dt = π

∫ π

0

sin t√
cos2 t+ 1

dt−

∫ π

0

t sin t√
cos2 t+ 1

dt = π

∫ π

0

−d(cos t)√
cos2 t+ 1

− I = −π ln(cos t+
√
cos2 t+ 1)|π0 − I = 2π ln(1 +

√
2)− I.

I = 2π ln(1 +
√
2)− I, pa I = π ln(1 +

√
2).

Dakle,
∫ π

−π

x sin x√
cos2 x+ 1

dx = 2π ln(1 +
√
2). �

Zadatak 2: Izraqunati
∫ 1

−1

1

(ex + 1)(x2 + 1)
dx.
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Rexeǌe: Oznaqimo sa I tra�eni integral.


smena: x = −t

dx = −dt
x = 1 ⇐⇒ t = −1
x = −1 ⇐⇒ t = 1

 I =

∫ −1

1

1

(e−t + 1)(−t2 + 1)
(−1)dt =

=

∫ 1

−1

et

(et + 1)(t2 + 1)
dt

Osobina1
=

∫ 1

−1

ex

(ex + 1)(x2 + 1)
dx.

Dakle,

I =

∫ 1

−1

1

(ex + 1)(x2 + 1)
dx

I =

∫ 1

−1

ex

(ex + 1)(x2 + 1)
dx

+———————————————————

2I =

∫ 1

−1

1 + ex

(ex + 1)(x2 + 1)
dx =

∫ 1

−1

1

(x2 + 1)
dx = arctgx|1−1 =⇒ I =

π

4
�

U ovom zadatku smo koristili dve qiǌenice. Jedna je vezana za izraz
1

1 + ex
, a druga za

1

1 + x2
.

(†) Ako x zameni sa −x u
1

1 + ex
dobije se

ex

1 + ex
, a zbir poqetnog i krajǌeg izraza je 1.

(‡) Ako x zameni sa −x u
1

1 + x2
, nixta se ne meǌa.

Zadatak 2 se, imaju�i u vidu (‡), mo�e uopxtiti na slede�i naqin: Za parnu funkciju f ,

definisanu i integrabilnu na [−a, a] posmatrajmo integral I =

∫ b

−b

1

1 + ex
f(x)dx i uvedimo u ǌega

smenu kao u zadatku 2


smena: x = −t

dx = −dt
x = b ⇐⇒ t = −b
x = −b ⇐⇒ t = b

 I =

∫ −b

b

1

1 + e−t
f(−t)(−1)dt

(†)(‡)
=

∫ b

−b

et

1 + et
f(t)dt

Osobina2
=

∫ b

−b

ex

1 + ex
f(x)dx.

2I = I + T =

∫ b

−b

1

1 + ex
f(x)dx+

∫ b

−b

ex

1 + ex
f(x)dx =

∫ b

−b

f(x)dx.

Zadatak 3: Izraqunati
∫ 1

−1

√
x2 + 1

(ex + 1)
dx.

Zadatak 4: Izraqunati
∫ a

1
a

| lnx|
x(x+ 1)

dx smenom x =
1

t
, pri qemu je a proizvoǉan pozitivan re-

alan broj.

Zadatak 5: Izraqunati
∫ 1

−1

ex

(ex + 1)(x2 + 1)
dx smenom x = −t.

Zadatak 6: Izraqunati
∫ ∞

−∞

arctg2x

(ex + 1)(x2 + 1)
dx.

Zadatak 7: Izraqunati
∫ π

−π

sin2 x cos x

(ex + 1)
dx.

Zadatak 8: Izraqunati
∫ π

−π

x sin x

(ex + 1)
√
cos2 x+ 1

dx.

Zadatak 9: Izraqunati
∫ 1

−1

1

(3x + 1)(x2 + 1)
dx.

- Ako se umesto
1

1 + ex
posmatra

1

1 + ax
za neki (bilo koji) popzitivan realan broj a, prime�uje

se da osobina koja je va�ila u (†) va�i i daǉe:

(†′) Ako se x zameni sa −x u
1

1 + ax
dobije se

ax

1 + ax
a zbir poqetnog i krajǌeg izraza je 1.
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Zadatak 10: Izraqunati
∫ 1

−1

√
x2 + 1

(4x + 1)
dx.

Zadatak 11: Izraqunati
∫ a

1
a

| lnx|
x(x+ 1)

dx smenom x =
1

t
, pri qemu je a proizvoǉan pozitivan realan

broj .

Zadatak 12: Izraqunati
∫ 1

−1

( 14 )
x

(( 14 )
x + 1)(x2 + 1)

dx smenom x = −t.

Zadatak 13: Izraqunati
∫ ∞

−∞

arctg2x

(πx + 1)(x2 + 1)
dx.

Zadatak 14: Izraqunati
∫ π

−π

sin2 x cos x

(
√
2
x
+ 1)

dx.

Zadatak 15: Izraqunati
∫ π

−π

x sin x

((1e )
x + 1)

√
cos2 x+ 1

dx.

(‡) smo uopxtili tako xto smo primetili da od osobina izraza
1

1 + x2
u zadatku 2 koristimo

samo to da on predstavǉa parnu funkciju.

(†) mo�emo da uopxtimo tako xto primetimo da
1

1 + ex
predstavǉa funkciju g(x) qija je jedina

osobina koju smo koristili u zadatku 2: g(x) + g(−x) = 1. Ovo mo�e da se uopxti.

Osobina 3: Neka je a > 0 i neka je funkcija f parna i integrabilna (a time i definisana) na
interlavu [−a, a] i neka je g integrabilna funkcija na [−a, a] takva da je g(x) + g(−x) = k(= const) .

Tada je
∫ a

−a

g(x)f(x)dx =
k

2

∫ a

−a

f(x)dx

Dokaz: Oznaqimo sa I =

∫ a

−a

g(x)f(x)dx i uvedimo u ǌega smenu kao u zadatku 2.
smena: x = −t

dx = −dt
x = a ⇐⇒ t = −a
x = −a ⇐⇒ t = a

 I =

∫ −a

a

g(−t)f(−t)(−1)dt =

∫ a

−a

(k − g(t))f(t)dt =

∫ a

−a

(k − g(x))f(x)dx.

2I = I + I =

∫ a

−a

g(x)f(x)dx+

∫ a

−a

(k − g(x))f(x)dx = k

∫ a

−a

f(x)dx.

�


