
Matematika 2 - materijal za ve�be

Stevan Milaxinovi�

email: s.milasinovic@sf.bg.ac.rs

U toku rada slede�e integrale �emo smatrati tabliqnim:

1.

∫
xα dx =

xα+1

α + 1
+ C, α 6= 0;

2.

∫
1

x
dx = ln |x|+ C;

3.

∫
ex dx = ex + C;

4.

∫
sinx dx = − cosx+ C;

5.

∫
cosx dx = sinx+ C;

6.

∫
1

cos2 x
dx = tg x+ C;

7.

∫
1

sin2 x
dx = − ctg x+ C;

8.

∫
1

a2 + x2
dx =

1

a
arctg

(x
a

)
+ C, a > 0;

9.

∫
1√

a2 − x2
dx = arcsin

(x
a

)
+ C, a > 0;

10.

∫
1√

x2 ± a2
dx = ln

∣∣∣x+
√
a2 ± x2

∣∣∣+ C, a > 0;

11.

∫
1

x2 − a2
dx =

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C, a > 0.

1

mailto:s.milasinovic@sf.bg.ac.rs


Ve�be planirane za 19.3.2020.

Podse�a�e: Ako pri rexava�u integrala uzmemo smenu t = ϕ(x),
onda je veza izme�u diferencijala dx i dt data sa dt = (ϕ(x))′dx.

Zadatak 1. Izraqunati integrale:

a)

∫
x+ 1

x2 + x+ 1
dx; b)

∫
2x+ 5

x2 + 2x+ 10
dx; v)

∫
3x+ 4

5x2 + 10x+ 1
dx.

Rexe�e:

a) Kada je stepen polinoma u imeniocu za jedan ma�i nego u
brojiocu onda se name�e da probamo da uzmemo imenilac za smenu,
vidimo xta je izvod pa napakujemo u brojiocu do oblika izvoda
imenioca. Dakle, vidimo da je (x2 + x + 1)′ = 2x + 1, pa prvo
pakujemo integral.∫

x+ 1

x2 + x+ 1
dx =

1

2

∫
2(x+ 1)

x2 + x+ 1
dx =

1

2

∫
2x+ 1 + 1

x2 + x+ 1
dx

=
1

2

∫ (
2x+ 1

x2 + x+ 1
+

1

x2 + x+ 1

)
dx =

1

2

∫
2x+ 1

x2 + x+ 1
dx

+
1

2

∫
1

x2 + x+ 1
dx =

1

2
I1 +

1

2
I2 = (∗).

Izraqunajmo integrale I1 i I2.

I1 =

∫
2x+ 1

x2 + x+ 1
dx =

{
smena : t = x2 + x+ 1
dt = (2x+ 1) dx

}
=

∫
dt

t

= ln |t|+ C = ln
∣∣x2 + x+ 1

∣∣+ C1.

Integral I2 �emo svesti na tabliqni svo�e�em izraza na potpun
kvadrat i malom smenom

I2 =

∫
1

x2 + x+ 1
dx =

∫
dx

x2 + x+ 1
4 + 3

4

=

∫
dx(

x+ 1
2

)2
+
(√

3
4

)2

=

{
smena : t = x+ 1

2

dt = dx

}
=

∫
dt

t2 +
(√

3
4

)2 =
1√

3
4

arctg

 t√
3
4

+ C2

=
2√
3

arctg

(
2t√

3

)
+ C2 =

2√
3

arctg

(
2
(
x+ 1

2

)
√

3

)
+ C2
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=
2√
3

arctg

(
2x+ 1√

3

)
+ C2.

Konaqno, vra�aju�i dobijene integrale, kao i koriste�i to da je
1

2
(C1 + C2) = C imamo

(∗) =
1

2

(
ln
∣∣x2 + x+ 1

∣∣+ C1

)
+

1

2

(
2√
3

arctg

(
2x+ 1√

3

)
+ C2

)
=

1

2

(
ln
∣∣x2 + x+ 1

∣∣+ arctg

(
2x+ 1√

3

))
+ C.

b) Ovaj integral se rexava na sliqan naqin kao i prethodni.
Prvo primetimo da je (x2 + 2x+ 10)′ = 2x+ 2 pa pakujemo integral
kao u delu pod a)∫

2x+ 5

x2 + 2x+ 10
dx =

∫
2x+ 2 + 3

x2 + 2x+ 10
dx =

∫
2x+ 2

x2 + 2x+ 10
dx

+

∫
3

x2 + 2x+ 10
dx = ln

∣∣x2 + 2x+ 10
∣∣+ 3

∫
dx

(x+ 1)2 + 32

= ln
∣∣x2 + 2x+ 10

∣∣+ 3
1

3
arctg

(
x+ 1

3

)
+ C

= ln
∣∣x2 + 2x+ 10

∣∣+ arctg

(
x+ 1

3

)
+ C.

v) Primetimo da je (5x2 + 10x+ 1)′ = 10x+ 10, pa raqunamo∫
3x+ 4

5x2 + 10x+ 1
dx = 3

∫
x+ 4

3

5x2 + 10x+ 1
dx =

3

10

∫
10
(
x+ 4

3

)
5x2 + 10x+ 1

dx

=
3

10

∫
10x+ 40

3

5x2 + 10x+ 1
dx =

3

10

∫
10x+ 10− 10 + 40

3

5x2 + 10x+ 1
dx

=
3

10

(∫
10x+ 10

5x2 + 10x+ 1
dx+

10

3

∫
dx

5x2 + 10x+ 1

)
=

3

10
I1 + I2 = (∗).

Raqunamo integrale I1 i I2.

I1 =

∫
10x+ 10

5x2 + 10x+ 1
dx =

{
smena : t = 5x2 + 10x+ 1

dt = (10x+ 10) dx

}
=

∫
dt

t

= ln |t|+ C1 = ln
∣∣5x2 + 10x+ 1

∣∣+ C1.
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I2 =

∫
dx

5x2 + 10x+ 1
=

∫
dx

5
(
x2 + 2x+ 1

5

)
=

1

5

∫
dx

x2 + 2x+ 1− 4
5

=
1

5

∫
dx

(x+ 1)2 −
(√

4
5

)2

=

{
smena : t = x+ 1

dt = dx

}
=

1

5

∫
dt

t2 −
(√

4
5

)2

=
1

5

1

2
√

4
5

ln

∣∣∣∣∣∣∣
t−
√

4
5

t+
√

4
5

∣∣∣∣∣∣∣+ C2 =

√
5

20
ln

∣∣∣∣∣∣∣
x+ 1−

√
4
5

x+ 1 +
√

4
5

∣∣∣∣∣∣∣+ C2.

Konaqno je

(∗) =
3

10
ln
∣∣5x2 + 10x+ 1

∣∣+

√
5

20
ln

∣∣∣∣∣∣∣
x+ 1−

√
4
5

x+ 1 +
√

4
5

∣∣∣∣∣∣∣+ C.

Zadatak 2. Izraqunati integrale:

∫
dx√

2 + 3x− 2x2
;a)

∫
dx√

x2 − 2x− 3
;b)∫

x+ 3√
x2 + 2x+ 2

dx;v)

∫
3x− 2√

5 + 4x− x2
dx.g)

Rexe�e:

a) Ideja je da napakujemo integral na oblik

∫
dt√
a2 − t2

.∫
dx√

2 + 3x− 2x2
=

∫
dx√

2− (2x2 − 3x)
=

∫
dx√

2− 2
(
x2 − 3x

2

)
=

∫
dx√

2
(
1−

(
x2 − 3x

2 + 9
16 −

9
16

)) =
1√
2

∫
dx√

1−
(
x− 3

4

)2
+ 9

16

=
1√
2

∫
dx√

25
16 −

(
x− 3

4

)2
=

{
smena : t = x− 3

4

dt = dx

}
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=
1√
2

∫
dt√(

5
4

)2 − t2
=

1√
2

arcsin

(
t
5
4

)
+ C

=
1√
2

arcsin

(
4(x− 3

4)

5

)
+ C =

1√
2

arcsin

(
4x− 3

5

)
+ C.

b) Ideja je da napakujemo na

∫
dt√
t2 − a2

.∫
dx√

x2 − 2x− 3
=

dx√
x2 − 2x+ 1− 4

=
dx√

(x− 1)2 − 22

=

{
smena : t = x− 1

dt = dx

}
=

∫
dt√
t2 − 22

= ln
∣∣∣t+

√
t2 − 4

∣∣∣+ C

= ln
∣∣∣x− 1 +

√
(x− 1)2 − 4

∣∣∣+ C = ln
∣∣∣x− 1 +

√
x2 − 2x− 3

∣∣∣+ C.

v) Ideja je ista kao i kod zadatka 1. Vidimo da je pod korenom
polinom drugog stepena, a i brojiocu je polinom prvog stepena.
Pogledamo xta je izvod pod korenom i dopunimo u brojiocu do tog
izvoda. Kako je (x2 + 2x+ 2)′ = 2x+ 2, onda dopu�ujemo brojioc da
bude oblika 2x+ 2 plus jox nexto.∫

x+ 3√
x2 + 2x+ 2

dx =
1

2

∫
2(x+ 3)√
x2 + 2x+ 2

dx =
1

2

∫
2x+ 2 + 4√
x2 + 2x+ 2

dx

=
1

2

(∫
2x+ 2√

x2 + 2x+ 2
dx+ 4

∫
dx√

x2 + 2x+ 2

)
=

1

2
(I1 + 4I2) = (∗)

Raqunamo sada integrale I1 i I2.

I1 =

∫
2x+ 2√

x2 + 2x+ 2
dx =

{
smena : t = x2 + 2x+ 2

dt = (2x+ 2)dx

}
=

∫
dt√
t

=

∫
t−

1
2 dt =

t−
1
2+1

−1
2 + 1

+ C1 = 2t
1
2 + C1 = 2

√
t+ C1

= 2
√
x2 + 2x+ 2 + C1.

Integral I2 namextamo na oblik

∫
dt

t2 + a2
.

I2 =

∫
dx√

x2 + 2x+ 2
=

∫
dx√

(x+ 1)2 + 1
=

{
smena : t = x+ 1

dt = dx

}
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=

∫
dt√
t2 + 1

= ln
∣∣∣t+

√
t2 + 1

∣∣∣+ C2

= ln
∣∣∣x+ 1 +

√
x2 + 2x+ 2

∣∣∣+ C2.

Konaqno je

(∗) =
1

2

(
2
√
x2 + 2x+ 2 + 4 ln

∣∣∣x+ 1 +
√
x2 + 2x+ 2

∣∣∣)+ C

=
√
x2 + 2x+ 2 + 2 ln

∣∣∣x+ 1 +
√
x2 + 2x+ 2

∣∣∣+ C.

g) Ideja je ista kao i u prethodnom. Vidimo da je (5 + 4x−x2)′ =
4− 2x pa pakujemo.∫

3x− 2√
5 + 4x− x2

dx = −
∫ −3(x− 2

3)
√

5 + 4x− x2
dx = −3

2

∫ −2(x− 2 + 2− 2
3)

√
5 + 4x− x2

dx

= −3

2

(∫
4− 2x√

5 + 4x− x2
− 8

3

∫
dx√

5 + 4x− x2

)
= −3

2

(
I1 −

8

3
I2

)
= (∗)

Integral I1 se rexava smenom t = 5 + 4x− x2 i na isti naqin kao

u prethodnom primeru se dobija da je I1 = 2
√

5 + 4x− x2 + C1, a

integral I2 se pakuje na oblik

∫
dt√
a2 − t2

.

I2 =

∫
dx√

5 + 4x− x2
=

∫
dx√

5− (x2 − 4x+ 4− 4)
=

∫
dx√

5− ((x− 2)2 − 4)

=

∫
dx√

9− (x− 2)2
= arcsin

(
x− 2

3

)
+ C2.

Konaqno je

(∗) = −3

2

(
2
√

5 + 4x− x2 − 8

3
arcsin

(
x− 2

3

))
+ C

= 4arcsin

(
x− 2

3

)
− 3
√

5 + 4x− x2 + C.

Zadatak 3. Izraqunati integrale:

∫
x3

5− x2
dx;a)

∫
x3

x8 − 2
dx;b)

∫
x√
x2 + 1

dx;v)∫
x
√
x2 − 4 dx;g)

∫
x sin (1− x2) dx.d)
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Rexe�e:

a)∫
x3

5− x2
dx =

∫
x2

5− x2
xdx =

{
smena : t = 5− x2 ⇒ x2 = 5− t
dt = −2xdx⇒ xdx = −dt

2

}
=

∫
5− t
t

(−dt
2

) =
1

2

∫
t− 5

t
dt =

1

2

∫ (
1− 5

t

)
dt =

1

2
(t− 5 ln |t|) + C

=
1

2

(
5− x2 − 5 ln

∣∣5− x2
∣∣)+ C.

b)∫
x3

x8 − 2
dx =

∫
x3

(x4)2 − 2
dx =

{
smena : t = x4

dt = 4x3dx⇒ x3dx = dt
4

}
∫ dt

4

t2 − 2
=

1

4

∫
dt

t2 − (
√

2)2
=

1

4

1

2
√

2
ln

∣∣∣∣∣t−
√

2

t+
√

2

∣∣∣∣∣+ C

=
1

8
√

2
ln

∣∣∣∣∣x4 −
√

2

x4 +
√

2

∣∣∣∣∣+ C.

v)∫
x√
x2 + 1

dx =

{
smena : t = x2 + 1

dt = 2xdx⇒ xdx = dt
2

}
=

1

2

∫
dt√
t

=
√
t+ C

=
√
x2 + 1 + C.

g)∫
x
√
x2 − 4 dx =

∫ √
x2 − 4xdx =

{
smena : t = x2 − 4

dt = 2xdx⇒ xdx = dt
2

}
=

1

2

∫ √
t dt =

1

2

∫
t
1
2 dt =

1

2

t
3
2

3
2

+ C =
1

3

√
t3 + C =

1

3

√
(x2 − 4)3 + C.

d)∫
x sin (1− x2) dx =

∫
sin(1− x2)xdx =

{
smena : t = 1− x2

dt = −2xdx⇒ xdx = −dt
2

}
= −1

2

∫
sin t dt =

cos t

2
+ C =

cos (1− x2)

2
+ C.

Zadatak 4. Izraqunati integrale:
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∫ √
arcsinx

1− x2
dx;a)

∫
earctg x

1 + x2
dx;b)∫

arctg x
2

x2 + 4
dx;v)

∫
dx

x lnx ln (lnx)
.g)

Rexe�e: U ovim zadacima smena se name�e sama ako dobro znamo

izvode.
a)∫ √

arcsinx

1− x2
dx =

∫ √
arcsinx

dx√
1− x2

=

{
smena : t = arcsinx

dt = dx√
1−x2

}
=

∫ √
t dt =

t
3
2

3
2

+ C =
2
√
t3

3
+ C =

2
√

arcsin3 x

3
+ C.

b)∫
earctg x

1 + x2
dx =

∫
earctg x dx

1 + x2
=
{
smena : t = arctg xdt = dx

1+x2

}
=

∫
et dt = et + C = earctg x + C.

v) Primetimo da je
(

arctg
x

2

)′
=

2

x2 + 4
, pa imamo∫

arctg x
2

x2 + 4
dx =

{
smena : t = arctg x

2

dt = 2dx
x2+4 ⇒

dx
x2+4 = dt

2

}
=

1

2

∫
t dt =

t2

4
+ C

=
arctg2 x

2

4
+ C.

g)

∫
dx

x lnx ln (lnx)
=

{
smena : t = lnx

dt = dx
x

}
=

∫
dt

t ln t
=

{
smena : z = ln t

dz = dt
t

}
=

∫
dz

z
= ln |z|+ C = ln |ln t|+ C = ln |ln (lnx)|+ C.

Zadatak 5. Izraqunati integrale:
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∫
tg x dx;a)

∫
sinx cosx dx;b)

∫
sin2 x cos3 x dx;v)∫

sin3 x dx;g)

∫
sin2 x dx;d)

∫
sin2 x cos4 x dx;�)∫

sin 3x cos 5x dx;e)

∫
cosx cos 5x dx;�)

∫
1

sin2 x cos2 x
dx.z)

Rexe�e:

U nekim od narednih zadataka koristi�emo slede�e integrale

kao poznate

∫
sin ax dx = −cos ax

a
+C i

∫
cos ax dx =

sin ax

a
+C za

a 6= 0, a koji se jednostavno rexavaju smenom t = ax.

a)∫
tg x dx =

∫
sinx

cosx
dx =

{
smena : t = cosx

dt = − sinx dx⇒ sinx dx = −dt

}
= −

∫
dt

t
= − ln |t|+ C = − ln |cosx|+ C.

b) ∫
sinx cosx dx =

{
smena : t = sinx
dt = cosx dx

}
=

∫
t dt =

t2

2
+ C

=
sin2 x

2
+ C.

Napomenimo da smo u prehodnom primeru mogli uzeti i smenu t =

cosx. Ovaj primer je specijalni sluqaj integrala

∫
sinn x cosm x dx,

gde su m,n ∈ N. Ako je n neparan, onda je smena t = cosx. Ako je
n neparan, onda je smena t = sinx, a ako su i m i n parni, onda se
pomo�u identiteta

sin2 x =
1− cos 2x

2
;

cos2 x =
1 + cos 2x

2
,

dati integral svodi na neki od prethodna dva sluqaja, primenom
ovih pravila odre�en broj puta.
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v) ∫
sin2 x cos3 x dx =

∫
sin2 x cos2 x cosx dx

=

∫
sin2 x(1− sin2 x) cosx dx =

{
smena : t = sinx
dt = cosx dx

}
=

∫
t2(1− t2) dt =

∫
t2 dt−

∫
t4 dt =

t3

3
− t5

5
+ C

=
sin3 x

3
− sin5 x

5
+ C.

Koristili smo identitet cos2 x = 1− sin2 x, a koji sledi

iz poznatog identiteta sin2 x+ cos2 x = 1.

g) ∫
sin3 x dx =

∫
sin2 x sinx dx =

∫
(1− cos2 x) sinx dx

=

{
smena : t = cosx

dt = − sinx dx⇒ sinx dx = −dt

}
= −

∫
(1− t2) dt

= −t+
t3

3
+ C = − cosx+

cos3 x

3
+ C.

d) ∫
sin2 x dx =

∫
1− cos 2x

2
dx =

x

2
− sin 2x

4
+ C.

�)∫
sin2 x cos4 x dx =

∫
sin2 x

(
cos2 x

)2
dx

=

∫
1− cos 2x

2

(
1 + cos 2x

2

)2

dx

=
1

8

∫ (
1 + cos 2x− cos2 2x− cos3 2x

)
dx

=
1

8

(∫
dx+

∫
cos 2x dx−

∫
cos2 2x dx−

∫
cos3 2x dx

)
=

1

8

(
x+

sin 2x

2
−
∫

1 + cos 4x)

2
−
∫

(1− sin2 2x) cos 2x dx

)
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=
1

8

(
x+

sin 2x

2
− x

2
− sin 4x

8
− I1

)
= (∗)

I1 =

∫
(1− sin2 2x) cos 2x dx =

{
smena : t = sin 2x

dt = 2 cos 2x dx⇒ cos 2x dx = dt
2

}
=

1

2

∫
(1− t2) dt =

1

2

(
t− t3

3

)
+ C1 =

1

2

(
sin 2x− sin3 2x

3

)
+ C1

=
sin 2x

2
− sin3 2x

6
+ C1, pa je

(∗) =
1

8

(
x+

sin 2x

2
− x

2
− sin 4x

8
− sin 2x

2
+

sin3 2x

6

)
+ C

=
1

8

(
x

2
− sin 4x

8
+

sin3 2x

6

)
+ C.

Integrali oblika∫
sin ax cos bx dx,

∫
cos ax cos bx dx,

∫
sin ax sin bx dx

se rexavaju korix�e�em identiteta

sin ax cos bx =
1

2
(sin(a+ b)x+ sin(a− b)x) ;

cos ax cos bx =
1

2
(cos(a+ b)x+ cos(a− b)x) ;

sin ax sin bx =
1

2
(cos(a− b)x− cos(a+ b)x) .

e)∫
sin 3x cos 5x dx =

∫
1

2
(sin(3 + 5)x+ sin(3− 5)x) dx

=
1

2

∫
(sin 8x+ sin(−2x)) dx =

1

2

(∫
sin 8x dx−

∫
sin 2x dx

)
=

1

2

(
−cos 8x

8
+

cos 2x

2

)
+ C.

U prethodnom primeru iskoristili smo da je sinus neparna fu-
nkcija. Tako�e, treba znati i da je kosinus parna funkcija, odno-
sno

sin(−x) = − sinx i cos(−x) = cos x.
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�) ∫
cosx cos 5x dx =

∫
1

2
(cos(1 + 5)x+ cos(1− 5)x) dx

=
1

2

∫
(cos 6x+ cos 4x) dx =

1

2

(
sin 6x

6
+

sin 4x

4

)
+ C.

z)∫
1

sin2 x cos2 x
dx =

∫
sin2 x+ cos2 x

sin2 x cos2 x
dx =

∫
sin2 x

sin2 x cos2 x
dx

+

∫
cos2 x

sin2 x cos2 x
dx =

∫
1

cos2 x
dx+

∫
1

sin2 x
dx = tg x− ctg x+ C.

Zadatak 6. Izraqunati integrale:

∫
ex√

1 + e2x
dx ;a)

∫
1√

1 + e2x
dx;b)∫

e2x

1 + ex
dx;v)

∫
1

1 + ex
dx.g)

Rexe�e:

a)∫
ex√

1 + e2x
dx =

∫
ex√

1 + (ex)2
dx =

{
smena : t = ex

dt = ex dx

}
=

∫
dt√

1 + t2

= ln
∣∣∣t+

√
1 + t2

∣∣∣+ C = ln
(
ex +

√
1 + e2x

)
+ C.

b) ∫
1√

1 + e2x
dx =

∫
e−x

e−x
√

1 + e2x
dx =

∫
e−x√

e−2x(1 + e2x)
dx

=

∫
e−x√
e−2x + 1

dx =

∫
e−x√

1 + (e−x)2
dx

=

{
smena : t = e−x

dt = −e−x dx⇒ e−x dx = −dt

}
= −

∫
dt√

1 + t2

= − ln
∣∣∣t+

√
1 + t2

∣∣∣+ C = − ln
(
e−x +

√
1 + e−2x

)
+ C.
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v)∫
e2x

1 + ex
dx =

∫
ex

1 + ex
ex dx =

{
smena : t = 1 + ex ⇒ ex = t− 1

dt = ex dx

}
=

∫
t− 1

t
dt =

∫ (
1− 1

t

)
dt = t− ln |t|+ C

= 1 + ex − ln (1 + ex) + C

g)∫
1

1 + ex
dx =

∫
ex

ex(1 + ex)
dx =

{
smena : t = ex

dt = ex dx

}
=

∫
dt

t(1 + t)

=

∫
((t+ 1)− t)
t(1 + t)

dt =

∫
t+ 1

t(1 + t)
dt−

∫
t

t(1 + t)
dt =

∫
dt

t

−
∫

dt

1 + t
= ln |t| − ln |1 + t|+ C = ln

∣∣∣∣ t

1 + t

∣∣∣∣+ C

= ln

(
ex

1 + ex

)
+ C.

Zadaci za ve�bu:∫
x− 3

x2 + 2x+ 11
dx;1.

∫
x− 1

x2 − x− 1
dx;2.

∫
1− x

2x2 + 4x+ 3
dx;3.∫

dx√
17− 4x− x2

;4.

∫
dx√

x2 + 4x+ 8
;5.

∫
dx√

2x2 − 6x+ 5
;6.∫

x+ 3√
3 + 4x− 4x2

dx;7.

∫
3x+ 1√

2x2 − x+ 1
dx;8.

∫
x√
x+ 3

dx;9.∫
x2

1 + x6
dx;10.

∫
arcsinx+ x√

1− x2
dx;11.

∫
x−

√
arctg (2x)

1 + 4x2
dx;12.∫

exee
x

dx;13.

∫
etg x

cos2 x
dx;14.

∫
sinx cos(cosx) dx;15.∫

sin5 x cos3 x dx;16.

∫
cos6 x dx;17.

∫
sinx sin 3x dx;18.∫

sin 2020x cosx dx;19.

∫
dx

ex + e−x
.20.
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Ve�be planirane za 26.3.2020.

Metoda parcijalne integracije

Metoda parcijalne integracije se qesto pamti u slede�em obliku∫
udv = uv −

∫
vdu,

gde su u, v funkcije koje treba pogodno odabrati (du i dv su di-
ferencijali tih funkcija, odnosno du = u′(x) dx i dv = v′(x) dx).
Postav	a se pita�e kako odabrati xta nam je u, a xta nam je dv
u poqetnom integralu. Imamo nekoliko karakteristiqnih tipova
integrala na koje se prime�uje pravilo parcijalne integracije.
To su slede�i tipovi:

1.

∫
ex Pn(x) dx;

2.

∫
sinxPn(x) dx;

3.

∫
cosxPn(x) dx;

4.

∫
lnx g(x) dx;

5.

∫
arctg x g(x) dx;

6.

∫
arcsinx g(x) dx,

gde je Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0 polinom stepena n, a
g(x) neka neprekidna funkcija. U prva tri sluqaja za u uzimamo
polinom, a dv ono ostalo. Recimo, u prvom sluqaju u = Pn(x), dv =
ex dx. Razlog je taj xto ako za u uzmemo polinom, diferencira�em
polinoma snizavamo stepen i time olaksavamo problem. Koliki
je stepen polinoma, toliko �emo parcijalnih integracija morati
da upotrebimo. U preostala tri sluqaja za u uvek uzimamo ili
lnx ili arcctg x ili arcsinx, a dv = g(x) dx. Razlog je taj xto
integral logaritma i arkusa ne znamo, ali izvod znamo i tako�e
pretpostav	amo da znamo da odredimo integral funkcije g(x).
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Dakle, kada odredimo u i dv, po formuli treba odrediti du i
v, a to radimo na slede�i naqin[

u = f(x) du = f ′(x) dx
dv = g(x) dx v =

∫
g(x) dx

]
,

pri qemu kod raquna�a v =

∫
g(x) dx uzimamo samo jednu primitivnu

funkciju (ne pixemo konstntu).

Zadatak 7. Izraqunati integrale:∫
xex dx;a)

∫
x sinx dx;b)

∫
(x2 + x− 3) cosx dx;v)∫

(2x+ 3)e−5x dx;g)

∫
lnx dx;d)

∫
x lnx dx;�)∫

arcsinx dx.e)

Rexe�e:

a) Ovo je primer jednog od prva tri tipa gde je Pn(x) = P1(x) = x
polinom prvog stepena.∫

xex dx =

[
u = x du = dx

dv = ex dx v =
∫
ex dx = ex

]
= xex −

∫
ex dx

= xex − ex + C.

b) Radimo sliqno kao u prethodnom.∫
x sinx dx =

[
u = x du = dx

dv = sinx dx v =
∫

sinx dx = − cosx

]
= −x cosx−

∫
− cosx dx = −x cosx+ sinx+ C.

v) U ovom primeru nema potrebe razdvajati dati integral na tri
pa raqunati svaki zasebno. P2(x) = x2 + x − 3 je polinom drugog
stepena i mo�emo ga celog uzeti za u i uraditi dve parcijalne
integracije!∫

(x2 + x− 3) cosx dx =

[
u = x2 + x− 3 du = (2x+ 1) dx
dv = cosx dx v = sinx

]
15



= (x2 + x− 3) sinx−
∫

(2x+ 1) sinx dx =

[
u = (2x+ 1) du = 2dx
dv = sinx dx v = − cosx

]
= (x2 + x− 3) sinx−

(
−(2x+ 1) cosx− 2

∫
− cosx dx

)
= (x2 + x− 3) sinx− (−(2x+ 1) cosx+ 2 sinx) + C

= (x2 + x− 3) sinx+ (2x+ 1) cosx− 2 sinx+ C

= (x2 + x− 5) sinx+ (2x+ 1) cosx+ C.

g) Radi se sliqno kao prethodni.∫
(2x+ 3)e−5x dx =

[
u = (2x+ 3) du = 2dx
dv = e−5x dx v = −1

5e
−5x

]
= −1

5
(2x+ 3)e−5x

+
2

5

∫
e−5x dx = −1

5
(2x+ 3)e−5x − 2

25
e−5x + C.

Iskoristili smo

∫
eax dx =

eax

a
+ C, a 6= 0.

d) Ovaj primer je onaj koji spada u jedan od posled�a tri tipa.∫
lnx dx =

[
u = lnx du = 1

x dx

dv = dx v = x

]
= x lnx−

∫
x

1

x
dx

= x lnx−
∫

dx = x lnx− x+ C.

�) Ovde iako imamo polinom, tj. P1(x) = x, za u uzimamo loga-
ritam!∫

x lnx dx =

[
u = lnx du = 1

x dx

dv = x dx v = x2

2

]
=
x2

2
lnx−

∫
x2

2

1

x
dx

=
x2 lnx

2
− 1

2

∫
x dx =

x2 lnx

2
− x2

4
+ C.

∫
arcsinx dx =

[
u = arcsinx du = 1√

1−x2 dx

dv = dx v = x

]
= x arcsinx

−
∫

x√
1− x2

dx = x arcsinx+
√

1− x2 + C,

gde se posled�i integral lako rexava smenom t = 1− x2.
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Zadatak 8. Izraqunati integrale:∫
x sin2 x dx;a)

∫
x sinx cosx dx;b)

∫
x tg2 2x dx;v)∫

arcsin
√
x dx;g)

∫
(5x4 − 1)arctg x dx.d)

Rexe�e:

a) Iskoristi�emo formulu za svo�e�e kvadrata na dvostruki
ugao.∫

x sin2 x dx =

∫
x

1− cos 2x

2
dx =

1

2

∫
x dx− 1

2

∫
x cos 2x dx

=
x2

4
− 1

2

∫
x cos 2x dx =

[
u = x du = dx

dv = cos 2x dx v = sin 2x
2

]
=
x2

4
− 1

2

(
x sin 2x

2
− 1

2

∫
sin 2x dx

)
=
x2

4
− x sin 2x

4
− cos 2x

8
+ C.

b) Ovde �emo iskoristi formulu za dvostruki ugao

sin 2x = 2 sin x cosx.∫
x sinx cosx dx =

1

2

∫
x sin 2x dx =

[
u = x du = dx

dv = sin 2x dx v = −cos 2x
2

]
=

1

2

(
−x cos 2x

2
+

1

2

∫
cos 2x dx

)
= −x cos 2x

4
− sin 2x

8
+ C.

v) Ovaj primer ne spdada ni pod jedan od tipova navedenih
na poqetku. Primetimo da znamo da uradimo integral i od x i
od tg2 2x, ali integral polinoma bi nam pove�ao stepen i time
dodatno otezao problem. Dakle, radimo parcijalnu integraciju na
slede�i naqin∫

x tg2 2x dx =

[
u = x du = dx

dv = tg2 2x dx v =
∫

tg2 2xdx = tg 2x
2 − x

]
= x

(
tg 2x

2
− x
)
−
∫ (

tg 2x

2
− x
)
dx =

x tg 2x

2
− x− 1

2

∫
sin 2x

cos 2x
dx

+
x2

2
+ C =

x tg 2x

2
− x+

1

4
ln |cos 2x|+ x2

2
+ C.

17



Koristili smo

v =

∫
tg2 2x dx =

∫
sin2 2x

cos2 2x
dx =

∫
1− cos2 2x

cos2 2x
dx =

∫
dx

cos2 2x
dx

−
∫

dx =
tg 2x

2
− x.

g)∫
arcsin

√
x dx =

[
u = arcsin

√
x du = 1

2
√
x
√

1−x dx

dv = dx v = x

]

= x arcsin
√
x−

∫
x

2
√
x
√

1− x
dx = x arcsin

√
x−

∫
(
√
x)2

2
√
x
√

1− (
√
x)2

dx

=

{
smena : t =

√
x

dt = dx
2
√
x

}
= x arcsin

√
x−

∫
t2√

1− t2
dt = x arcsin

√
x− I1

= (∗).

Integral I1 mo�emo uraditi na vixe naqina. Uradimo ga pomo�u
parcijalne integracije na slede�i naqin

I1 =

∫
t2√

1− t2
dt =

∫
t

t√
1− t2

dt =

[
u = t du = dt

dv = t√
1−t2 dt v = −

√
1− t2

]

= −t
√

1− t2 +

∫ √
1− t2 dt = −t

√
1− t2 +

∫
1− t2√
1− t2

dt

= −t
√

1− t2 +

∫
dt√

1− t2
−
∫

t2√
1− t2

dt = −t
√

1− t2 + arcsin t− I1.

Dakle, dobli smo slede�u vezu

I1 = −t
√

1− t2 + arcsin t− I1 =⇒ 2I1 = arcsin t− t
√

1− t2,

odnosno

I1 =
1

2

(
arcsin t− t

√
1− t2

)
+ C.

Konaqno je

(∗) = x arcsin
√
x− 1

2

(
arcsin

√
x−
√
x
√

1− x
)

+ C.

d)∫
(5x4 − 1)arctg x dx =

[
u = arctg x du = 1

1+x2 dx

dv = (5x4 − 1) dx v = x5 − x

]
18



= (x5 − x)arctg x−
∫
x5 − x
1 + x2

dx = (x5 − x)arctg x−
∫

x5

1 + x2
dx

+

∫
x

1 + x2
dx = (x5 − x)arctg x− I1 + I2 = (∗).

Rexavamo I1, I2.

I1 =

∫
x5

1 + x2
dx =

∫
x4

1 + x2
x dx =

{
smena : t = 1 + x2 ⇒ x2 = t− 1

dt = 2x dx⇒ x dx = dt
2

}
=

1

2

∫
(1− t)2

t
dt =

1

2

(∫
1

t
dt− 2

∫
dt+

∫
t dt

)
=

1

2
ln |t| − t

+
t2

4
+ C =

1

2
ln(1 + x2)− (1 + x2) +

(1 + x2)2

4
+ C

=
1

2
ln(1 + x2) +

(1 + x2)(x2 − 3)

4
+ C1.

I2 =
1

2
ln(1 +x2) +C2, koji se jednostavno rexava smenom t = 1 +x2.

Konaqno,

(∗) = (x5 − x)arctg x− (1 + x2)(x2 − 3)

4
+ C.

Zadatak 9. Izraqunati integrale:

∫
x ln

(
1 + x

1− x

)
dx;a)

∫
ln
(
x+

√
1 + x2

)
dx;b)∫

x sin
√
x dx;v)

∫
x arcctg x√

1 + x2
dx.g)

Rexe�e:

a) Vidimo da imamo logaritam, znaqi radimo parcijalnu i u je
bax taj logaritam.∫

x ln

(
1 + x

1− x

)
dx =

[
u = ln

(
1+x
1−x
)
du = 2

1−x2 dx

dv = x dx v = x2

2

]
=
x2 ln

(
1+x
1−x
)

2

−
∫

x2

1− x2
dx =

x2 ln
(

1+x
1−x
)

2
+

∫
−x2 + 1− 1

1− x2
dx =

x2 ln
(

1+x
1−x
)

2

+

∫
dx+

∫
dx

x2 − 1
dx =

x2 ln
(

1+x
1−x
)

2
+ x+

1

2
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ C.
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b) Opet imamo logaritam.∫
ln
(
x+

√
1 + x2

)
dx =

[
u = ln

(
x+
√

1 + x2
)
du = 1√

1+x2
dx

dv = dx v = x

]
=

= x ln
(
x+

√
1 + x2

)
−
∫

x√
1 + x2

dx = x ln
(
x+

√
1 + x2

)
− 1

2

√
1 + x2 + C.

v) Ovde vidimo da imamo polinom i sinus, ali sinus nam je sa
korenom pa ne mo�emo da primenimo odmah parcijalnu. Mora�emo
prvo da uvedemo jednu smenu, pa tek onda parcijalnu.∫

x sin
√
x dx =

{
smena : t =

√
x⇒ t2 = x

dx = 2t dt

}
= 2

∫
t3 sin t dt

=

[
u = t3 du = 3t2 dt

dv = sin t dt v = − cos t

]
= 2

(
−t3 cos t+ 3

∫
t2 cos t

)
=

[
u = t2 du = 2tdt

dv = cos t dt v = sin t

]
= −2t3 cos t+ 6

(
t2 sin t− 2

∫
t sin t dt

)
= −2t3 cos t+ 6t2 sin t− 12 (−t cos t+ sin t) + C

= −2
√
x3 cos

√
x+ 6x sin

√
x+ 12

√
x cos

√
x− 12 sin

√
x+ C.

g) Ovde imamo arkus funkciju pa �e nam to biti u u parcijalnoj.∫
x arcctg x√

1 + x2
dx =

[
u = arcctg x du = − 1

1+x2 dx

dv = x√
1+x2

dx v =
√

1 + x2

]
=
√

1 + x2 arcctg x

+

∫ √
1 + x2

1 + x2
dx =

√
1 + x2 arcctg x+

∫
dx√

1 + x2
=
√

1 + x2 arcctg x

+ ln
(
x+

√
1 + x2

)
+ C.

Zadatak 10. Izraqunati integrale:∫ √
a2 − x2 dx, a > 0;a)

∫ √
a2 + x2 dx, a > 0.b)

Rexe�e:

a) Jedan od naqina da se izraquna ovaj integral je parcijalnom
integracijom. Ideja je ista kao kada smo raqunali integral I1 u
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zadatku 8 pod v).

I =

∫ √
a2 − x2 dx =

∫
a2 − x2

√
a2 − x2

dx = a2

∫
dx√

a2 − x2 dx
−
∫

x2

√
a2 − x2

dx

= a2arcsin
(x
a

)
−
∫
x

x√
a2 − x2

dx =

[
u = x du = dx

dv = x√
a2−x2 dx v = −

√
a2 − x2

]

= a2arcsin
(x
a

)
−
(
−x
√
a2 − x2 +

∫ √
a2 − x2 dx

)
= a2arcsin

(x
a

)
+ x
√
a2 − x2 − I.

Dakle, dobili smo vezu

I = a2arcsin
(x
a

)
+ x
√
a2 − x2 − I, odnosno

2I = a2arcsin
(x
a

)
+ x
√
a2 − x2, odakle je

I =
1

2

(
a2arcsin

(x
a

)
+ x
√
a2 − x2

)
+ C.

b) Za ve�bu. Ideja je potpuno ista.

Zadatak 11. Izraqunati integrale

I =

∫
eax sin bx dx i J =

∫
eax cos bx dx, a, b 6= 0.

Rexe�e:

Ovaj zadatak je karakteristiqan i trebalo bi zapamtiti metod
kojim se rexava. Ovde �e biti izlo�ena tri metoda, ali je dovo	no
znati samo prvi metod. Problematika u ovom zadtku je ta xto je
podintegralna funkcija proizvod sinusa (kosinusa) i eksponenci-
jalne, a znamo da u onim tipovima kada se jav	aju sa polinomima
�ih uzimamo da odredimo v.

Prvi naqin

Postav	a se pita�e xta da odaberemo za u? Odgovor glasi, sve-
jedno je! Me�utim, u ovom zadatku je karakteristiqno to xto �emo
uraditi dve parcijalne i dobiti odre�enu vezu, ali tako xto mo-
ramo biti pa�	ivi da ono xto uzmemo u prvoj parcijalnoj za u
to isto uzimamo i u drugoj (ako uzmemo ex u prvoj onda opet ex u
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drugoj, a ako uzmemo sinus u prvoj onda u drugoj uzimamo kosinus,
ali vide�emo ve� na xta se misli...)

I =

∫
eax sin bx dx =

[
u = eax du = aeax dx

dv = sin bx dx v = −cosx
b

]
= −e

ax cos bx

b

+
a

b

∫
eax cos bx dx =

[
u = eax du = aeax dx

dv = cos bx dx v = sin bx
b

]
= −e

ax cos bx

b

+
a

b

(
eax sin bx

b
− a

b

∫
eax sin bx dx

)
= −e

ax cos bx

b
+
aeax sin bx

b2
− a2

b2
I.

Dakle, dobili smo vezu

I = −e
ax cos bx

b
+
aeax sin bx

b2
− a2

b2
I, odnosno(

1 +
a2

b2

)
I =

aeax sin bx

b2
− beax cos bx

b2
=
eax (a sin bx− b cos bx)

b2
⇒

I =
eax (a sin bx− b cos bx)

a2 + b2
+ C.

Na sliqan naqin se odbija da je J =
eax (a cos bx+ b sin bx)

a2 + b2
+ C.

Drugi naqin

Krenemo da rexavamo I kao u prvom naqinu

I =

∫
eax sin bx dx =

[
u = eax du = aeax dx

dv = sin bx dx v = −cosx
b

]
= −e

ax cos bx

b

+
a

b

∫
eax cos bx dx = −e

ax cos bx

b
+
a

b
J,

pa imamo prvu vezu

I − a

b
J = −e

ax cos bx

b
.

Krenemo sada da rexavamo J

J =

∫
eax cos bx dx =

[
u = eax du = aeax dx

dv = cos bx dx v = sinx
b

]
=
eax sin bx

b

− a

b

∫
eax sin bx dx =

eax sin bx

b
− a

b
I,
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pa imamo i drugu vezu

a

b
I + J =

eax sin bx

b
.

Rexava�em sistema

I − a

b
J = −e

ax cos bx

b
a

b
I + J =

eax sin bx

b
,

gde su nepoznate I i J dobijamo tra�eno rexe�e.

Tre�i naqin

Ovde �e biti potrebno malo zna�e iz kompleksnih brojeva, ko-
risti�emo Ojlerovu formulu

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ, ϕ ∈ R,

a koja je, nadam se, spomenuta u okviru Matematike 1 (ako nije
dokaza�emo je u Matematici 3).
Primetimo slede�e

I + iJ =

∫
eax cos bx dx+ i

∫
eax sin bx dx =

∫
eax (cos bx+ i sin bx) dx

=

∫
eaxeibx dx =

∫
e(a+ib)x dx =

e(a+ib)x

a+ ib
+ C,

gde je C kompleksan broj, odnosno C = C1 + iC2, C1, C2 ∈ R. Kada
e(a+ib)x

a+ ib
+C1 + iC2 rastavimo na realni i imaginarni deo (probajte

za ve�bu) dobi�emo da je I realni deo tog izraza, a J imaginarni
deo.

Zadatak 12. Neka je In =

∫
dx

(x2 + a2)n
, n ∈ N. Na�i vezu izme�u

In i In−1, a zatim izraqunati I2 i I3.

Rexe�e:

Ovaj tip zadatka je tako�e karakteristiqan i bitno je zapamtiti
ideju rexava�a.

In =

∫
dx

(x2 + a2)n
=

1

a2

∫
a2

(a2 + x2)n
dx =

1

a2

∫
a2 + x2 − x2

(a2 + x2)n
dx

23



=
1

a2

(∫
a2 + x2

(a2 + x2)n
dx−

∫
x2

(a2 + x2)n
dx

)
=

1

a2

∫
dx

(a2 + x2)n−1

− 1

a2

∫
x

x

(a2 + x2)n
dx =

1

a2
In−1 −

1

a2

∫
x

x

(a2 + x2)n
dx

=

[
u = x du = dx

dv = x
(a2+x2)n dx v = 1

2
(a2+x2)1−n

1−n

]
=

1

a2
In−1 −

1

a2

(
x(a2 + x2)1−n

2(1− n)

− 1

2(1− n)

∫
(a2 + x2)1−n dx

)
=

1

a2
In−1 −

x

2a2(1− n)(a2 + x2)n−1

+
1

2a2(1− n)

∫
dx

(a2 + x2)n−1
=

1

a2
In−1 −

x

2a2(1− n)(a2 + x2)n−1

+
1

2a2(1− n)
In−1 =

(
1

a2
+

1

2a2(1− n)

)
In−1 −

x

2a2(1− n)(a2 + x2)n−1
.

Dakle, veza izme�u In i In−1 je data sa

In =
3− 2n

2a2(1− n)
In−1 −

x

2a2(1− n)(a2 + x2)n−1
.

Sada izraqunajmo I2, to znaqi da je n = 2.

I2 =

∫
dx

(a2 + x2)2
=

3− 4

2a2(1− 2)
I1 −

x

2a2(1− 2)(a2 + x2)2−1

=
1

2a2

∫
dx

a2 + x2
+

x

2a2(a2 + x2)
=

1

2a3
arctg

(x
a

)
+

x

2a2(a2 + x2)
+ C.

I3 izraqunati za ve�bu.

Zadatak 13. Izraqunati

∫
ex(x− 1)

x2
dx.

Ovaj zadatak je malo te�i i mo�e se uraditi na dva naqina.
Prvi naqin je direktno parcijalnom, s tim xto nije odmah jasno
xta uzeti za u, a xta za dv.∫

ex(x− 1)

x2
dx =

[
u = ex(x− 1) du = xex dx

dv = 1
x2 dx v = − 1

x

]
= −e

x(x− 1)

x

+

∫
xex

x
dx = −ex +

ex

x
+ ex + C =

ex

x
+ C.
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Drugi naqin

Razdvojimo poqetni integral na dva i u jednom uradimo parci-
jalnu, sa pogodno odabranim komponentama, tako da se dobije inte-
gral koji �e se skratiti sa onim drugim.

I =

∫
ex(x− 1)

x2
dx =

∫
ex

x
dx−

∫
ex

x2
dx = I1 − I2 = (∗)

Ho�emo u integralu I1 da uradimo parcijalnu, ali kako odabrati
xta je u, a xta dv? Pomsatramo integral I2 i vidimo da je u �emu

faktor
1

x2
. Ako �elimo da iz I1 nekako dobijemo I2 onda sigurno

moramo za u da uzmemo
1

x
, jer �e pri izvodu u imeniocu da se pojavi

kvadrat!

I1 =

∫
ex

x
dx =

[
u = 1

x du = − 1
x2 dx

dv = ex dx v = ex

]
=
ex

x
+

∫
ex

x2
dx

=
ex

x
+ I2 + C.

Kada zamenimo u (∗) dobijamo

I =
ex

x
+ I2 + C − I2 =

ex

x
+ C.

Zadatak 14. Na�i grexku u slede�em zak	uqiva�u.∫
1

x
dx =

[
u = 1

x du = − 1
x2 dx

dv = dx v = x

]
= x

1

x
+

∫
1

x
dx = 1 +

∫
1

x
dx,

odakle skra�iva�em integrala sa leve i desne strane dobijamo da
je 0 = 1.

Zadaci za ve�bu:∫
x arctg x dx;1.

∫
(x2 + 4)e−x dx;2.

∫
(x2 + 5x+ 6) cos 2x dx;3.∫

x

sin2 x
dx;4.

∫
lnx√
x
dx;5.

∫
x ln

(
x+
√

1 + x2
)

√
1 + x2

dx;6.∫
arcsin2 x dx;7.

∫
cos(lnx) dx;8.

∫
ln(sinx)

cos2 x
dx;9.
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∫
e−2x sin2 3x dx;10.

∫
e
√
x dx;11.

∫
ex(2x− 3)

(2x+ 1)3
dx;12.

Ve�be planirane za 2.4.2020.

Integracija racionalnih funkcija

Racionalna funkcija je funkcija oblika R(x) =
Pn(x)

Qm(x)
, gde su

Pn(x) i Qm(x) polinomi stepena n i m respektivno. Ako je n < m
ka�emo da je racionalna funkcija prava. Ako je n > m onda se
de	e�em polinoma Pn(x) i Qm(x) dobija da je R(x) = Qn−m(x) +
Rk(x)

Qm(x)
, gde je Qn−m(x) koliqnik, a Rk(x) ostatak pri de	e�u poli-

noma, i 0 6 k < m. Primetimo da je tada
Rk(x)

Qm(x)
prava racionalna

funkcija.

Definicija 1. Prostom ili elementarnom racionalnom funkci-
jom nazivamo funkcije oblika:

A

x− a
;1.

A

(x− a)k
;2.

Bx+ C

x2 + bx+ c
;3.

Bx+ C

(x2 + bx+ c)k
,4.

gde su A,B, a, b, c ∈ R, k ∈ N i k > 2 i b2− 4c < 0. Posled�i uslov
nam ka�e da polinom x2 + bx+ c nema realne nule, odnosno ka�emo
da je nerastav	iv na linearne faktore nad realnim brjevima ili
samo nerastav	iv (podrazumevamo da je nad R).

Poznato je da svaki polinom Qm(x) stepenam sa realnim koefi-
cijentima ima taqno m nula, raqunaju�i i vixestruke. Rastavimo
ga u obliku

Qm(x) = (x− a1)
k1(x− a2)

k2...(x− ap)kp(x2 + b1x+ c1)
l1·

(x2 + b2x+ c2)
l2...(x2 + bqx+ cq)

lq ,

gde su a1, a2, ..., ap ∈ R, k1 + k2 + ...+ kp + l1 + l2 + ...+ lq = m, a svi
kvadratni faktori su nerastav	ivi. Tako�e, pretpostavili smo
da je koeficijent uz vode�i qlan polionom Qm(x) jednak 1.
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Teorema 1. (O razlaga�u racionalne funkcije)
Svaka prava racionalna funkcija mo�e se predstaviti kao zbir
prostih racionalnih funkcija.

Rastav	a�e se radi metodom neodre�enih koeficijenata i to na
slede�i naqin. Svakom od qinioca u rastav	a�u polinoma Qm(x)
oblika (x− ai)ki odgovara�e slede�i sabirci

A1

x− ai
+

A2

(x− ai)2
+ ...+

Aki

(x− ai)ki
,

a svakom nerastav	ivom qiniocu oblika (x2 +bjx+cj)
lj odgovara�e

sabirci

B1x+ C1

x2 + bjx+ cj
+

B2x+ C2

(x2 + bjx+ cj)2
+ ...+

Bjx+ Cj
(x2 + bjx+ cj)lj

,

gde su A1, A2, .., B1, B2, ...C1, C2... nepoznati koeficijenti koje treba
odrediti.

Napomena. Rastav	a�e racionalnih funkcija je razumno ra-
diti za stepen imenioca najvixe 5. Ukoliko se u nekim zadacima
pojave racionalne funkcije qiji imenilac ima stepen ve�i od 5,
one �e najverovatnije biti takve da se lako mogu rexiti nekom
smenom ili parcijalnom integracijom. Vide�emo kasnije neke ta-
kve primere.

Zadatak 15. Izraqunati integrale:

∫
dx

x2 − a2
, a 6= 0;a)

∫
2x2 + 8x− 2

(x− 1)(x+ 1)(x+ 3)
dx;b)∫

4x2 − 4

x2(x− 2)
dx;v)

∫
2x3 − 4x2

(x− 1)2(x2 + 1)
dx.g)

Rexe�e:

a) Ovo je tabliqni integral koji �emo uraditi preko rastav	a�a

racionalne funkcije. Vidimo da je naxa funkcija R(x) =
1

x2 − a2
.

Kada rastavimo imenilac dobijamo R(x) =
1

(x− a)(x+ a)
odakle
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vidimo da imamo dve realne nule koje se ponav	aju samo jednom,
pa je onda rastav	a�e slede�e

1

(x− a)(x+ a)
=

A

x− a
+

B

x+ a

Mno�e�em leve i desne strane jednakosti sa (x−a)(x+a) dobijamo

1 = A(x+ a) +B(x− a) = x(A+B) + a(A−B) odnosno

0 · x+ 1 = x(A+B) + a(A−B),

odnosno dobijamo jednakost dva polinoma, a dva polinoma su jednaka
ako i samo ako su istog stepena i imaju jednake koeficijente uz
odgovaraju�e stepene. Drugim reqima mora da va�i slede�i sistem
jednakosti

A+B = 0

a(A−B) = 1.

Rexe�e ovog sistema je A =
1

2a
, B = − 1

2a
, pa je

R(x) =
1

2a

1

x− a
− 1

2a

1

x+ a
.

Dakle, ∫
R(x) dx =

∫
dx

x2 − a2
=

∫
1

2a

(
1

x− a
+

1

x+ a

)
dx

=
1

2a
(ln |x− a|+ ln |x+ a|) + C =

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C.

b) Prvo �emo rastaviti datu racionalnu funkciju na proste.
Vidimo da u imeniocu imamo tri razliqite realne nule koje se
ponav	aju po jednom pa �e rastav biti slede�eg oblika

2x2 + 8x− 2

(x− 1)(x+ 1)(x+ 3)
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+

C

x+ 3
.

Mno�e�em leve i desne strane jednakosti sa (x − 1)(x + 1)(x + 3)
dobijamo

2x2 + 8x− 2 = A(x+ 1)(x+ 3) +B(x− 1)(x+ 3) + C(x− 1)(x+ 1)

= A(x2 + 4x+ 3) +B(x2 − 2x− 3) + C(x2 − 1) = x2(A+B + C)
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+ x(4A− 2B) + 3A− 3B − C.

Dakle, dobili smo jednakost

2x2 + 8x− 2 = x2(A+B + C) + x(4A− 2B) + 3A− 3B − C,

iz koje dobijamo slede�i sistem jednaqina

A+B + C = 2

4A− 2B = 8

3A− 3B − C = −2.

Rexe�e ovog sistema je A = 1, B = 2, C = −1, pa je∫
2x2 + 8x− 2

(x− 1)(x+ 1)(x+ 3)
dx =

∫ (
1

x− 1
+

2

x+ 1
− 1

x+ 3

)
dx

= ln |x− 1|+ 2 ln |x+ 1| − ln |x+ 3|+ C = ln |x− a|+ ln(x+ 1)2

− ln |x+ 3|+ C = ln

∣∣∣∣(x− 1)(x+ 1)2

(x+ 3)

∣∣∣∣+ C.

Sre�iva�e izraza sa logaritmima nije bilo neophodno.
v) U ovom primeru jedan qinilac ima realnu nulu koja se dva

puta ponav	a, a drugi ima realnu nulu koja se jednom ponav	a.
Dakle, prvo rastav	amo na slede�i naqin

4x2 − 4

x2(x− 2)
=
A

x
+
B

x2
+

C

x− 2
.

Mno�e�em leve i desne strane jednakosti sa x2(x− 2) dobijamo

4x2 − 4 = Ax(x− 2) +B(x− 2) + Cx2

= x2(A+ C) + x(−2A+B)− 2B,

a odatle imamo sistem jednaqina

A+ C = 4

B − 2A = 0

− 2B = −4.

Rexe�e ovog sistema je A = 1, B = 2, C = 3, odakle sledi da je∫
4x2 − 4

x2(x− 2)
dx =

∫ (
1

x
+

2

x2
+

3

x− 2

)
dx = ln |x| − 2

x
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+ 3 ln |x− 2|+ C.

g) U ovom primeru imenilac ima jednu realnu nulu koja se pona-
v	a dva puta i ima jedan nerastav	iv faktor (koji ima kompleksne
nule) koji se pojav	uje samo jednom. Rastav	a�e izgleda ovako

2x3 − 4x2

(x− 1)2(x2 + 1)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+
Cx+D

x2 + 1
.

Mno�e�em leve i desne strane jednakosti sa (x− 1)2(x2 + 1) dobi-
jamo

2x3 − 4x2 = A(x− 1)(x2 + 1) +B(x2 + 1) + (Cx+D)(x− 1)2

= x3(A+ C) + x2(−A+B − 2C +D) + x(A+ C − 2D)

− A+B +D.

Odatle dobijamo slede�i sistem jednaqina

A+ C = 2

D − A+B − 2C = −4

A+ C − 2D = 0

B − A+D = 0,

a qije je rexe�e A = 0, B = −1, C = 2, D = 1, pa je∫
2x3 − 4x2

(x− 1)2(x2 + 1)
dx =

∫ (
− 1

(x− 1)2
+

2x+ 1

x2 + 1

)
dx

= −
∫

1

(x− 1)2
dx+

∫
2x

x2 + 1
dx+

∫
dx

x2 + 1
dx

=
1

x− 1
+ ln(x2 + 1) + arctg x+ C.

Zadatak 16. Izraqunati integrale:

∫
x2

x4 − 16
dx;a)

∫
x3 + 1

(x2 − 4x+ 5)2
dx;b)∫

2x− 5

x3 + x2 − x+ 2
dx;v)

∫
x4 + x3 − x2 + 1

x3 + x2 − 2x
dx.g)

Rexe�e:
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a)∫
x2

x4 − 16
dx =

∫
x2

(x2 − 4)(x2 + 4)
dx =

∫
x2

(x− 2)(x+ 2)(x2 + 4)
dx.

Rastav	amo racionalnu funkciju.

x2

(x− 2)(x+ 2)(x2 + 4)
=

A

x− 2
+

B

x+ 2
+
Cx+D

x2 + 4
.

Mno�e�i levu i desnu stranu jednakosti sa (x − 2)(x + 2)(x2 + 4)
dobijamo

x2 = A(x+ 2)(x2 + 4) +B(x− 2)(x2 + 4) + (Cx+D)(x2 − 4)

= x3(A+B + C) + x2(2A− 2B +D) + x(4A+ 4B − 4C)

+ 8A− 8B − 4D,

a odatle sistem jednaqina

A+B + C = 0

2A− 2B +D = 1

4A+ 4B − 4C = 0

8A− 8B − 4D = 0,

qije je rexe�e A =
1

8
, B = −1

8
, C = 0, D =

1

2
. Konaqno je∫

x2

x4 − 16
dx =

1

8

∫
dx

x− 2
− 1

8

∫
dx

x+ 2
+

1

2

∫
1

x2 + 4
dx

=
1

8
ln |x− 2| − 1

8
ln |x+ 2|+ 1

4
arctg

(x
2

)
+ C.

b) Primetimo da je polinom drugog stepena x2 − 4x+ 5 nerasta-
v	iv jer mu je diskriminanta D = 16 − 20 = −4 < 0. To znaqi da
se data racionalna funkcija razla�e na slede�i naqin

x3 + 1

(x2 − 4x+ 5)2
=

Ax+B

x2 − 4x+ 5
+

Cx+D

(x2 − 4x+ 5)2
.

Mno�e�i levu i desnu stranu jednkosti sa (x2 − 4x+ 5)2 dobijamo

x3 + 1 = (Ax+B)(x2 − 4x+ 5) + Cx+D = Ax3 + x2(−4A+B)

+ x(5A− 4B + C) + 5B +D,
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a zatim i sistem jednaqina

A = 1

B − 4A = 0

5A− 4B + C = 0

5B +D = 1.

Rexe�e sistema je A = 1, B = 4, C = 11, D = −19, odakle je∫
x3 + 1

(x2 − 4x+ 5)2
dx =

∫
x+ 4

x2 − 4x+ 5
dx+

∫
11x− 19

(x2 − 4x+ 5)2
dx

= I1 + I2 = (∗).

Integral I1 je tip integrala iz Zadatka 1 i dobija se da je I1 =
1

2
ln(x2−4x+5)+6 arctg (x−2)+C1. Integral I2 se radi na sliqnu

foru.

I2 =

∫
11x− 19

(x2 − 4x+ 5)2
dx =

11

2

∫
2(x− 19

11 − 2 + 2)

(x2 − 4x+ 5)2
dx

=
11

2

∫
2x− 4

(x2 − 4x+ 5)2
dx+ 3

∫
dx

(x2 − 4x+ 5)2
= I3 + I4.

I3 se rexava smenom t = x2−4x+5 i dobija se da je I3 =
−11

2(x2 − 4x+ 5)
+

C3, a I4 se svodi na tip

∫
dt

(t2 + a2)2
, za t = x− 2 i a = 1, a koji je

ra�en u Zadatku 12, pa je I4 =
3

2

(
x− 2

x2 − 4x+ 5
+ arctg (x− 2)

)
+C4.

Konaqno, kada se sve sabere i oduzme, imamo

(∗) =
1

2

(
ln(x2 − 4x+ 5) + 15 arctg (x− 2) +

3x− 17

x2 − 4x+ 5

)
+ C.

v) Da bi videli kako da rastavimo ovu racionalnu funkciju,
potrebno je da faktorixemo polinom u imeniocu. Kako je ovde
req o polinomu tre�eg stepena moramo se malo dovijati (postoje
i eksplicitne formule za rexe�a, ali o �ima ne�emo). Nama �e
u praksi biti od znaqaja tvr�e�e koje ka�e da ako polinom xn +
an−1x

n−1 + ... + a1x + a0, ai ∈ Z, 0 6 i 6 n − 1 ima celobrojnu
nulu, onda ona mora biti delioc broja a0. Pretpostavka je da je
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a0 6= 0 jer u suprotnom je x = 0 jedna celobrojna nula. Dakle, u
naxem sluqaju polinom je Q(x) = x3 + x2 − x + 2, odnosno a0 = 2.
Kandidati za celobrojne nule polinom su delioci broja 2, a to su
±1, ±2. Kre�emo od npr. x = 1 i proveravamo da li je to nula
13 + 12 − 1 + 2 = 3 6= 0. Dakle, nije nula. Lako se ustanovi da
�e x = −2 biti jedna celobrojna nula datog polinoma, a to znaqi
da �e se polinom rastav	ati kao Q(x) = (x + 2)K(x). Polinom
K(x) �emo dobiti de	e�em polinoma Q(x) polinomom x+2. Posle
de	e�a dobijamo da je K(x) = x2 − x + 1, odnosno Q(x) = (x +
2)(x2 − x+ 1). Primetimo da je polinom K(x) nerastav	iv jer mu
je diskriminanta D = −3 < 0, pa nema realne nule. Rastavimo
sada datu racionalnu funkciju na proste faktore

2x− 5

x3 + x2 − x+ 2
=

2x− 5

(x+ 2)(x2 − x+ 1)
=

A

x+ 2
+

Bx+ C

x2 − x+ 1
.

Mno�e�em leve i desne strane jednakosti sa (x + 2)(x2 − x + 1)
dobijamo

2x− 5 = A(x2 − x+ 1) + (Bx+ C)(x+ 2) = x2(A+B)

+ x(−A+ 2B + C) + A+ 2C,

a odatle sistem

A+B = 0

2B − A+ C = 2

A+ 2C = −5.

Rexe�e sistema je A = −9

7
, B =

9

7
, C = −13

7
. Dakle, dobijamo da

je polazni integral jednak slede�em∫ (
−9

7

1

x+ 2
+

1

7

9x− 13

x2 − x+ 2

)
dx =

9

14
ln(x2 − x+ 1)

− 9

7
ln |x+ 2|+ 17

21
√

3
arctg

(
2x− 1√

3

)
+ C,

a koji se lako rexava primenom nekih od prethodnih pravila koja
su ra�ena.
g) U ovom primeru vidimo da racionalna funkcija nije prava,

odnosno stepen polinom u brojiocu je ve�i od stepena polinom u
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imeniocu. U tom sluqaju delimo polinome. Posle de	e�a dobijamo∫
x4 + x3 − x2 + 1

x3 + x2 − 2x
dx =

∫ (
x+

x2 + 1

x3 + x2 − 2x

)
dx =

x2

2

+

∫
x2 + 1

x(x2 + x− 2)
dx =

x2

2
+

∫
x2 + 1

x(x− 1)(x+ 2)
dx

=
x2

2
+

∫ (
−1

2x
+

5

6(x+ 2)
+

2

3(x− 1)

)
dx

=
x2

2
− 1

2
ln |x|+ 5

6
ln |x+ 2|+ 2

3
ln |x− 1|+ C.

Zadatak 17. Izraqunati integrale:

∫
x+ 1

(x2 + 1)2
dx;a)

∫
x5

(x6 + 1)10
dx;b)∫

x2

(x2 + 1)3
dx;v)

∫
x4 + 1

x6 + 1
dx;g)∫

5ex

e4x − 3e2x − 4
dx;d)

∫
sin 2x+ cosx

sin3 x+ sin2 x− 2
dx.�)

Rexe�e:

Naredne primere samo �emo prokomentarisati i dati kratka
uputstva za rexava�e.

a) Ova racionalna funkcija je ve� rastav	ena!!! Ako bi probali
da rastavimo kao

x+ 1

(x2 + 1)2
=
Ax+B

x2 + 1
+
Cx+D

(x2 + 1)2
,

dobili bi da je A = 0, B = 0, C = 1, D = 1, a to je nixta drugo do
ustanov	ava�a da je �=� gde je � u ovom sluqaju racionalna
funkcija. Dakle, kako je funkcija ve� prosta racionalna imamo
da je ∫

x+ 1

(x2 + 1)2
dx =

∫
x

(x2 + 1)2
dx+

∫
dx

(x2 + 1)2
.

Prvi integral se rexava smenom t = x2 + 1, a drugi smo radili u
Zadatku 12 za a = 1.
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b) Ovde vidimo da je stepen polinoma u imeniocu 60, xto je
praktiqno neizvod	ivo rastav	ati na proste faktore! Primeti-

mo da se ovaj integral smenom t = x6 + 1 svodi na
1

6

∫
dt

t10
koji je

tabliqni.
v) U ovom primeru je stepen polinoma u imeniocu 6, ali i to

je praktiqno previxe za raquna�e pa mo�emo pomisliti da se
rexava na neki drugi naqin. Mo�emo ga rexiti recimo parcija-
lnom integracijom.∫

x2

(x2 + 1)3
dx =

∫
x

x

(x2 + 1)3
dx =

[
u = x du = dx

dv = x
(1+x2)3 dx v = − 1

4(x2+1)2

]
= − x

4(x2 + 1)2
+

1

4

∫
dx

(x2 + 1)2
,

a ovaj integral je isti kao i u Zadatku 12.
g) ∫

x4 + 1

x6 + 1
dx =

∫
x4 − x2 + 1 + x2

(x2 + 1)(x4 − x2 + 1)
dx =

∫
dx

x2 + 1

+

∫
x2

x6 + 1
dx = arctg (x) +

∫
x2

(x3)2 + 1
dx

= arctg (x) +
1

3
arctg

(
x3
)

+ C.

d) Smenom t = ex integral direktno svodimo na integral racionalne
funkcije.∫

5ex

e4x − 3e2x − 4
dx =

{
smena : t = ex

dt = ex dx

}
=

∫
5dt

t4 − 3t2 − 4

=

∫
5dt

(t2 + 1)(t2 − 4)
=

∫
5dt

(t2 + 1)(t− 2)(t+ 2)
= ...

Ostatak je ostav	en za ve�bu.
�) ∫

sin 2x+ cosx

sin3 x+ sin2 x− 2
dx =

∫
2 sinx cosx+ cosx

sin3 x+ sin2 x− 2
dx

=

∫
(2 sinx+ 1) cosx

sin3 x+ sin2 x− 2
dx =

{
smena : t = sinx
dt = cosx dx

}
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=

∫
2t+ 1

t3 + t2 − 2
dt =

∫
2t+ 1

(t− 1)(t2 + 2t+ 2)
dt = ...

Ostatak zadatka uraditi za ve�bu.

Zadaci za ve�bu:

∫
x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
dx;1.

∫
dx

x3 + 1
;2.∫

2x

x3 − 4x2 + 5x− 2
dx;3.

∫
dx

x4 − 1
;4.∫

x

x3 − 3x+ 2
dx;5.

∫
6x2 + 11x− 15

x3 + 4x2 − 15x− 18
dx.6.∫

tg x

2 + sin 2x+ cos 2x
dx;7.

∫
1 + ln x

1 + (x lnx)3
dx.8.∫

3e3x − e2x + 4ex

(ex + 1)(e2x + 1)(e2x − 2ex + 5)
dx;9.

Ve�be planirane za 9.4.2020.

Integracija iracionalnih funkcja

Trigonometrijske smene

Neke iraconalne funkcije se mogu odgovaraju�om smenom svesti na
integrale trigonometrijskih funckija i to:

1.

∫
f(x,

√
a2 − x2) dx se rexava smenom x = a sin t i t ∈ (−π

2 ,
π
2 );

2.

∫
f(x,

√
x2 − a2) dx se rexava smenom x =

a

sin t
i t ∈ (−π

2 , 0) ∪
(0, π2 );

3.

∫
f(x,

√
a2 + x2) dx se rexava smenom x = a tg t, i t ∈ (−π

2 ,
π
2 );

gde je a > 0.

Zadatak 18. Izraqunati integrale:
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∫ √
a2 − x2 dx;a)

∫ √
x2 − a2 dx;b)∫ √

a2 + x2 dx;v)

∫
x3

√
2− x2

dx;g∫
dx

x
√
x2 − 1

;d)

∫
dx

(1 + x2)
5
2

.�)

Rexe�e:

a) Ovde imamo tip 1, pa integral rexava smenom x = a sin t,
odakle je t = arcsin

(
x
a

)
.∫ √

a2 − x2 dx =

{
smena : x = a sin t
dx = a cos t dt

}
=

∫
a cos t

√
a2 − a2 sin2 t dt

=

∫
a cos t

√
a2(1− sin2 t dt =

∫
a2 cos t

√
1− sin2 t dt

= a2

∫
cos t
√

cos2 t dt = a2

∫
cos t |cos t| dt = a2

∫
cos2 t dt

= a2

∫
1 + cos 2t

2
dt = a2

(
t

2
+

sin 2t

4

)
+ C = a2

(
arcsin

(
x
a

)
2

+
sin
(
2 arcsin

(
x
a

))
4

)
+ C.

Primetimo da smo iskoristi da je |cos t| = cos t, a to smo smeli

jer je t ∈
(
−π

2
,
π

2

)
. Rexe�e mo�e ostati u datom obliku, ali

se mo�e posled�i deo mo�e transformisati u algebarski oblik!
Primetimo da je

sin
(

2 arcsin
(x
a

))
= 2 sin

(
arcsin

(x
a

))
cos
(

arcsin
(x
a

))
=

2x

a
cos
(

arcsin
(x
a

))
,

jer je sin(arcsin (t)) = t. Ostaje jox da transformixemo izraz

cos
(

arcsin
(x
a

))
.

To mo�emo na dva naqina. Prvi naqin:

cos
(

arcsin
(x
a

))
=

√
1− sin2

(
arcsin

(x
a

))
=

√
1− x2

a2
=

√
a2 − x2

a
.
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Drugi naqin je da uoqimo pravougli trougao sa uglom α = arcsin
(
x
a

)
(kao na slici ispod).

Kako je sinα =
x

a
, a znamo da je u pravouglom trouglu sinus ugla

jednak koliqniku naspramne strane i hipotenuze, to onda biramo
takav pravougli trougao qija je hipotenuza du�ine a, kateta na-
spram ugla α du�ine x (za x > 0), a druga kateta iz Pitagorine
teoreme je onda du�ine

√
a2 − x2.

Nama je nepoznat cos
(
arcsin

(
x
a

))
, odnsno cosα, a iz pravouglog tro-

ugla vidimo da je cosα =

√
a2 − x2

a
. Na kraju, nax integral u

drugom obliku glasi∫ √
a2 − x2 dx = a2

(
arcsin

(
x
a

)
2

+
x
√
a2 − x2

2a2

)
+ C,

a to je upravo oblik koji smo dobili u Zadatku 10. deo a).

b) Ovo je tip 2, pa je smena x =
a

sin t
, odakle je t = arcsin

(
a
x

)
.

Odre�enosti radi, izaberimo da je t ∈
(

0,
π

2

)
(jer se integracija

radi na intervalu).

∫ √
x2 − a2 dx =

{
smena : x = a

sin t

dx = −a cos t
sin2 t

dt

}
= −a

∫
cos t

sin2 t

√
a2

sin2 t
− a2 dt

= −a
∫

cos t

sin2 t

√
a2 − a2 sin2 t

sin2 t
dt = −a2

∫
cos t |cos t|
sin2 t |sin t|

dt = −a2

∫
cos2 t

sin3 t
dt

= −a2

∫
1− sin2 t

sin3 t
dt = −a2

(∫
dt

sin3 t
−
∫

dt

sin t

)
= −a2 (I1 − I2) = (∗).

38



Ostaje ra reximo integrale I1 i I2.

I1 =

∫
dt

sin3 t
=

∫
sin t

sin4 t
dt = −

∫
− sin t

(1− cos2 t)2
dt =

{
smena : z = cos t
dz = − sin t dt

}
= −

∫
dz

(1− z2)2
= −

∫
dz

(1− z)2(1 + z)2
= −1

4

(∫
dz

1 + z
+

∫
dz

1− z

+

∫
dz

(1 + z)2
+

∫
dz

(1− z)2

)
= −1

4

(
ln

∣∣∣∣1 + z

1− z

∣∣∣∣− 1

1 + z
+

1

1− z

)
+ C1

= −1

4

(
ln

∣∣∣∣1 + z

1− z

∣∣∣∣+
2z

1− z2

)
+ C1 = −1

4

(
ln

∣∣∣∣1 + cos t

1− cos t

∣∣∣∣+
2 cos t

1− cos2 t

)
+ C1

= −1

4

(
ln

∣∣∣∣1 + cos t

1− cos t

∣∣∣∣+
2 cos t

sin2 t

)
+ C1.

I2 =

∫
dt

sin t
=

∫
sin t

sin2 t
dt = −

∫
− sin t

1− cos2 t
dt =

{
smena : z = cos t
dz = − sin t dt

}
= −

∫
dz

1− z2
=

1

2
ln

∣∣∣∣1− z1 + z

∣∣∣∣+ C2 =
1

2
ln

∣∣∣∣1− cos t

1 + cos t

∣∣∣∣+ C2.

Kada se vratimo integrale I1 i I2 imamo

(∗) = −a2

(
−1

4
ln

∣∣∣∣1 + cos t

1− cos t

∣∣∣∣− 1

2

cos t

sin2 t
− 1

2
ln

∣∣∣∣1− cos t

1 + cos t

∣∣∣∣)+ C

= a2

(
1

4
ln

∣∣∣∣1 + cos t

1− cos t

∣∣∣∣+
cos t

2 sin2 t
− 1

2
ln

∣∣∣∣1 + cos t

1− cos t

∣∣∣∣)+ C

= a2

(
cos t

2 sin2 t
− 1

4
ln

∣∣∣∣1 + cos t

1− cos t

∣∣∣∣)+ C = a2

(
cos(arcsin

(
a
x

)
)

2 sin2(arcsin
(
a
x

)
)

− 1

4
ln

∣∣∣∣∣1 + cos(arcsin
(
a
x

)
))

1− cos(arcsin
(
a
x

)
))

∣∣∣∣∣
)

+ C = ♠.

Rexe�e tako�e mo�emo izraziti u algebarskom obliku, a za to
�e nam trebati da irazimo koliko je cos(arcsin

(
a
x

)
)). Oznaqimo sa

α = arcsin
(
a
x

)
. Tada je sinα =

a

x
. Sliqno kao u prehodnom primeru,

posmatrajmo pravougli trougao kao na slici ispod.
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Odatle je cosα =

√
x2 − a2

x
, odnosno cos

(
arcsin

(x
a

))
=

√
x2 − a2

x
.

Zamenom dobijamo

♠ = a2

(√
x2−a2
x

2a2

x2

− 1

4
ln

∣∣∣∣∣1 +
√
x2−a2
x

1−
√
x2−a2
x

∣∣∣∣∣
)

+ C = a2

(
x
√
x2 − a2

2a2

− 1

4
ln

∣∣∣∣∣x+
√
x2 − a2

x−
√
x2 − a2

∣∣∣∣∣
)

+ C = ♣.

Jednostavnom racionalizacijom u argumentu logaritma dobija se

da je ln

∣∣∣∣∣x+
√
x2 − a2

x−
√
x2 − a2

∣∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣∣
(
x+
√
x2 − a2

)2

a2

∣∣∣∣∣ = 2 ln
∣∣∣x+

√
x2 − a2

∣∣∣−
ln a2. Kako je ln a2 konstanta, to je rexe�e u drugom obliku dato sa

♣ =
1

2

(
x
√
x2 − a2 − a2 ln

∣∣∣x+
√
x2 − a2

∣∣∣)+ C.

Ovo rexe�e bi dobili i da je zadatak ra�en parcijalnom integra-
cijom (sliqno kao u Zadatku 10).
v) Ovaj primer je tip 3 pa ga rexavamo smenom x = a tg t, odnosno

t = arctg x
a .∫ √

x2 + a2 dx =

{
smena : x = a tg t
dx = a

cos2 t dt

}
= a

∫
1

cos2 t

√
a2 sin2 t

cos2 t
+ a2 dt

= a

∫
1

cos2 t

√
a2(sin2 t+ cos2 t)

cos2 t
dt = a2

∫
dt

cos2 t |cos t|
= a2

∫
dt

cos3 t

= a2I1 = (∗).
Raqunamo I1

I1 =

∫
dt

cos3 t
=

∫
cos t

cos4 t
dt =

∫
cos t

(1− sin2 t)2
dt =

{
smena : z = sin t
dz = cos t dt

}
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=

∫
dz

(1− z2)2
=

1

4

(
2z

1− z2
+ ln

∣∣∣∣1 + z

1− z

∣∣∣∣)+ C =
1

4

(
2 sin t

cos2 t

+ ln

∣∣∣∣1 + sin t

1− sin t

∣∣∣∣
)

+ C =
1

4

(
2 sin

(
arctg

(
x
a

))
cos2

(
arctg

(
x
a

)) + ln

∣∣∣∣∣1 + sin
(
arctg

(
x
a

))
1− sin

(
arctg

(
x
a

))∣∣∣∣∣
)

+ C = ♠.

Da bi ovo rexe�e izrazili u algebarskom obliku potrebno je da

vidimo xta je sin
(

arctg
(x
a

))
i xta je cos

(
arctg

(x
a

))
. Opet �emo

se poslu�iti pravouglim trouglom. Oznaqimo sa α = arctg
x

a
, a

odatle je tgα =
x

a
. Kako je tangens ugla u pravoglom trouglu odnos

naspramne i nalegle katete ugla, to onda posmatramo pravougli
trougao sa oxtrim uglom α, katetom duzine x naspram �ega i
nalegle katete du�ine a. Iz Pitagorine teoreme je onda du�ina
hipotenuze

√
x2 + a2 kao na slici ispod.

Sa slike je jasno da je sinα =
x√

x2 + a2
, a cosα =

a√
x2 + a2

. Zame-

nom dobijamo da je

♠ =
1

4

(
2x√
x2+a2

a2

x2+a2

+ ln

∣∣∣∣∣1 + x√
x2+a2

1− x√
x2+a2

∣∣∣∣∣
)

+ C =
1

4

(
2x
√
x2 + a2

a2

+ ln

∣∣∣∣∣
√
x2 + a2 + x√
x2 + a2 − x

∣∣∣∣∣
)

+ C =
x
√
x2 + a2

2a2
+

ln
(
x+
√
x2 + a2

)
2

+ C,

gde smo iskoristili da je ln

∣∣∣∣∣
√
x2 + a2 + x√
x2 + a2 − x

∣∣∣∣∣ = 2 ln
(
x+

√
x2 + a2

)
+
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ln a2. Konaqno je∫ √
x2 + a2 dx = a2I1 =

x
√
x2 + a2

2
+
a2 ln

(
x+
√
x2 + a2

)
2

+ C.

g) Ovo je tip 1 i smena je x =
√

2 sin t, odnsno t = arcsin
(

x√
2

)
.∫

x3

√
2− x2

dx =

{
smena : x =

√
2 sin t

dx =
√

2 cos t dt

}
= 4

∫
sin3 t cos t√
2− 2 sin2 t

dt

= 2
√

2

∫
sin3 t cos t

cos t
dt = 2

√
2

∫
sin3 t dt = 2

√
2

(
− cos t+

cos3 t

3

)
+ C

= 2
√

2

(
− cos

(
arcsin

(x
a

))
+

cos3
(
arcsin

(
x
a

))
3

)
+ C.

Iskoristili smo rezultat Zadatka 5 pod g) za integral

∫
sin3 t dt.

Za ve�bu izraziti dato rexe�e u algebarskom obliku. Treba da se

dobije −2
√

2− x2 +

√
(2− x2)3

3
+ C.

d) Ovo je tip 2 i smena je x =
1

sin t
, odnosno t = arcsin

(
1
x

)
.∫

dx

x
√
x2 − 1

=

{
smena : x = 1

sin t

dx = − cos t
sin2 t

dt

}
=

∫ − cos t
sin2 t

1
sin t

√
1

sin2 t
− 1

dt =

∫
−dt

= −t+ C = −arcsin

(
1

x

)
+ C.

�) Ovo je tip 3 pa je smena x = tg t, odnosno t = arctg x.∫
dx

(1 + x2)
5
2

=

{
smena : x = tg t
dx = 1

cos2 t dt

}
=

∫
dt

cos2 t
(

1 + sin2 t
cos2 t

) 5
2

=

∫
dt

cos2 t

√(
cos2 t+sin2 t

cos2 t

)5
=

∫
cos3 t dt = sin t− sin3 t

3
+ C

= sin (arctg x)− sin3 (arctg x)

3
+ C.

Za doma�i izraziti rexe�e u algebarskom obliku. Dobija se da je

sin (arctg x) =
x√

1 + x2
.
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Metod Ostrogradskog

Integrali oblika

∫
Pn(x)√

ax2 + bx+ c
dx, gde je Pn(x) polinom stepena

n > 1, mogu se rexiti na slede�i naqin:∫
Pn(x)√

ax2 + bx+ c
dx = Qn−1(x)

√
ax2 + bx+ c+ λ

∫
dx√

ax2 + bx+ c
,

gde je Qn−1(x) polinom stepena n− 1 sa koeficijentima koje treba
odrediti, a λ ∈ R tako�e nepoznati parametar kog treba odrediti.
Odre�iva�e ovih koeficijenata bi�e prikazano u zadacima koji
slede.

Zadatak 19. Izraqunati integrale:

∫
3x− 2√

5 + 4x− x2
dx;a)

∫
3x3 + 5√
x2 + 4

dx;b)

∫ √
x2 + x+ 1 dx.v)

Rexe�e:

a) U brojiocu je polinom stepena n = 1, xto znaqi da je nax
nepoznat polinom Q(x) stepena 0, odnosno samo konstanta, odnosno
Q(x) = A. Imamo∫

3x− 2√
5 + 4x− x2

dx = A
√

5 + 4x− x2 + λ

∫
dx√

5 + 4x− x2
.

Diferenciramo sada levu i desnu stranu prethodne jednakosti

(koriste�i da je

(∫
f(x) dx

)′
= f(x) po definiciji neodre�enog

integrala) i dobijamo

3x− 2√
5 + 4x− x2

= A
4− 2x

2
√

5 + 4x− x2
+ λ

1√
5 + 4x− x2

.

Pomno�imo levu i desnu stranu jednakosti sa
√

5 + 4x− x2 i dobijamo

3x− 2 =
A

2
(4− 2x) + λ = −Ax+ λ+ 2A,

odakle mora biti −A = 3 i λ+ 2A = −2, odnosno A = −3 i λ = 4.
Vraca�em koeficijenata A, λ u poqetnu jednakost dobijamo∫

3x− 2√
5 + 4x− x2

dx = −3
√

5 + 4x− x2 + 4

∫
dx√

5 + 4x− x2
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= −3
√

5 + 4x− x2 + 4

∫
dx√

9− (x− 2)2
= −3

√
5 + 4x− x2

+ 4 arcsin

(
x− 2

3

)
+ C.

b) U ovom primeru je polinom u brojiocu stepena n = 3, pa �e
biti Q(x) = Ax2 +Bx+ C. Dakle∫

3x3 + 5√
x2 + 4

dx = (Ax2 +Bx+ C)
√
x2 + 4 + λ

∫
dx√
x2 + 4

.

Diferenciramo i dobijamo

3x3 + 5 = (2Ax+B)
√
x2 + 4 + (Ax2 +Bx+ C)

x√
x2 + 4

+
λ√
x2 + 4

.

Mno�imo sve sa
√
x2 + 4 i dobijamo

3x3 + 5 = (2Ax+B)(x2 + 4) + Ax3 +Bx2 + Cx+ λ = 3Ax3 + 2Bx2

+ x(8A+ C) + 4B + λ,

odakle mora biti 3A = 3, 2B = 0, 8A + C = 0, 4B + λ = 5.
Rexava�em dobijamo da jeA = 1, B = 0, C = −8, λ = 5 i vra�a�em
u poqetnu jednakost imamo∫

3x3 + 5√
x2 + 4

dx = (x2 − 8)
√
x2 + 4 + 5

∫
dx

x2 + 4
= (x2 − 8)

√
x2 + 4

+
5

2
arctg

(x
2

)
+ C.

v) Ovaj primer se mo�e uraditi na nekoliko naqina. Metodom
Ostrogradskog se rexava racionalisa�em.∫ √

x2 + x+ 1 dx =

∫
x2 + x+ 1√
x2 + x+ 1

dx = (Ax+B)
√
x2 + x+ 1

+ λ

∫
dx√

x2 + x+ 1
.

Ostatak uraditi za ve�bu. Tako�e, za ve�bu uraditi integrale∫ √
x2 − a2 dx,

∫ √
a2 − x2 dx,

∫ √
x2 + a2 dx metodom Ostrogra-

dskog.

Zadaci za ve�bu:
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∫
x2

√
1− x2

dx;1.

∫ √
x2 + 1

x
dx;2.∫

x6

√
1 + x2

dx;3.

∫
x2
√

1 + x2 dx;4.∫
x2 + 4x√
x2 + 2x− 3

dx;5.

∫ √
x2 − 6x− 7 dx.6.

Ve�be planirane za 16.4.2020.

Integrali oblika

∫
R

(
x,

n1

√
ax+ b

cx+ d
,

n2

√
ax+ b

cx+ d
, ...,

nk

√
ax+ b

cx+ d

)
dx

Ovi integrali se rexavaju smenom

ax+ b

cx+ d
= tN ,

gde je
N = NZS(n1, n2, ..., nk), n1, n2, ..., nk ∈ N

(NZS je najma�i zajedniqki sadr�alac) jer �emo time ,,ubiti"
svaki od korena i svesti integral na integral racionalne fu-
nkcije.

Zadatak 20. Izraqunati integrale:

∫
3

√
x+ 1

x− 1
dx;a)

∫
x 3
√
x+ 2

x+ 3
√
x+ 2

dx;b)∫
dx

x(1 + 2
√
x+ 3
√
x)
;v)

∫
dx

(2− x)
√

1− x
;g)

∫ √
x+ 1

x− 1

dx

(x2 − 1)(x+ 1)
.d)

Rexe�e:
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a) U ovom primeru imamo samo jedan koren i to tre�i koren, a
kako �elimo da se oslobodimo korena za smenu uzimamo to unutar
korena dignuto na tre�i stepen, odnosno

x+ 1

x− 1
= t3 ⇒ (x− 1)t3 = x+ 1⇒ xt3 − x = 1 + t3

⇒ x(t3 − 1) = t3 + 1⇒ x =
t3 + 1

t3 − 1
.

Odatle izra�avamo vezu izme�u diferencijala dx i dt.

dx =

(
t3 + 1

t3 − 1

)′
dt = − 6t2

(t3 − 1)2
dt.

Sada raqunamo integral∫
3

√
x+ 1

x− 1
dx =

{
smena : x+1

x−1 = t3 ⇒ x = t3+1
t3−1

dx = − 6t2

(t3−1)2 dt

}
= −

∫
3
√
t3

6t2

(t3 − 1)2
dt

= −
∫

6t3

(t3 − 1)2
dt = −I.

Sveli smo integral na racionalnu funkciju i mo�emo je sada
rastav	ati pomo�u poznatog xablona. Me�utim, primetimo da je
stepen imenioca relativno veliki (xesti stepen), a rekli smo da
u tim sluqajevima verovatno mo�emo malo lakxe rexiti zadatak
ako uvedemo neku smenu ili primenimo parcijalnu integraciju. U
ovom sluqaju �e parcijalna integracija olakxati zadatak. Napi-
ximo integral I u malo drugaqijem obliku i primenimo parcija-
lnu integraciju.

I =

∫
2t

3t2

(t3 − 1)2
dt =

[
u = 2t du = 2 dt

dv = 3t2

(t3−1)2 dt v = − 1
t3−1

]
= − 2t

t3 − 1
+

2

∫
dt

t3 − 1
= − 2t

t3 − 1
+ 2

∫ (
1

3(t− 1)
− t+ 2

3(t2 + t+ 1)

)
dt

= − 2t

t3 − 1
+

2

3
ln |t− 1| − 1

3
ln(t2 + t+ 1)− 2

√
3

3
arctg

(
2t+ 1√

3

)
+ C = ♠.
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Kako je
x+ 1

x− 1
= t3, to je t = 3

√
x+ 1

x− 1
, pa je konaqno

♠ = −
2 3

√
x+1
x−1

x+1
x−1 − 1

+
2

3
ln

∣∣∣∣∣ 3

√
x+ 1

x− 1
− 1

∣∣∣∣∣− 1

3
ln

 3

√(
x+ 1

x− 1

)2

+ 3

√
x+ 1

x− 1
+ 1


− 2
√

3

3
arctg

2 3

√
x+1
x−1 + 1
√

3

+ C = −(x− 1) 3

√
x+ 1

x− 1
+

2

3
ln

∣∣∣∣∣ 3

√
x+ 1

x− 1
− 1

∣∣∣∣∣
− 1

3
ln

 3

√(
x+ 1

x− 1

)2

+ 3

√
x+ 1

x− 1
+ 1

− 2
√

3

3
arctg

2 3

√
x+1
x−1 + 1
√

3

+ C.

b) Ovde se pod svim korenima jav	a izraz x+ 2, a svaki od �ih
je tre�i koren, pa je smena

t = 3
√
x+ 2 ⇐⇒ x+ 2 = t3 ⇒ x = t3 − 2.

Raqunamo∫
x 3
√
x+ 2

x+ 3
√
x+ 2

dx =

{
smena : t3 = x+ 2⇒ x = t3 − 2

dx = 3t2 dt

}
= 3

∫
(t3 − 2)t

t3 − 2 + t
dt

= 3

∫
t4 − 2t

t3 + t− 2
dt = 3

∫ (
t− t2

t3 + t− 2

)
dt =

3t2

2
− 3

∫
t2

(t− 1)(t2 + t+ 2)
dt

=
3t2

2
− 9

8
ln
(
t2 + t+ 2

)
− 3

4
ln |t− 1| − 6

√
7

28
arctg

(
2t+ 1√

7

)
+ C

=
3

2
3
√

(x+ 2)2 − 9

8
ln
(

3
√

(x+ 2)2 + 3
√
x+ 2 + 2

)
− 3

4
ln
∣∣∣ 3
√
x+ 2− 1

∣∣∣− 6
√

7

28
arctg

(
2 3
√
x+ 2 + 1√

7

)
+ C.

v) U ovom primeru se izraz x jav	a u svim korenima, a jav	aju
se kvadratni i tre�i koren, pa �e smena biti x = t6 ⇐⇒ t = 6

√
x,

jer je NZS(2, 3) = 6.∫
dx

x(1 + 2
√
x+ 3
√
x)

=

{
smena : x = t6

dx = 6t5 dt

}
=

∫
6t5

t6(1 + 2t3 + t2)
dt

=

∫
6dt

t(2t3 + t2 + 1)
=

∫
6dt

t(t+ 1)(2t2 − t+ 1)
= 6 ln |t| − 3

2
ln |t+ 1|
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− 9

4
ln(2t2 − t+ 1)− 3

2
√

7
arctg

(
4t− 1√

7

)
+ C = ln 6

√
x− 3

2
ln( 6
√
x+ 1)

− 9

4
ln(2 3
√
x−
√
x+ 1)− 3

2
√

7
arctg

(
4 6
√
x− 1√

7

)
+ C.

g)∫
dx

(2− x)
√

1− x
=

{
smena : x− 1 = t2 ⇒ x = 1 + t2

dx = 2t dt

}
=

∫
2t

(1− t2)t
dt

=

∫
2dt

1− t2
= ln

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣+ C = ln

∣∣∣∣1 +
√
x− 1

1−
√
x− 1

∣∣∣∣+ C.

d) Smena �e biti

t =

√
x+ 1

x− 1
⇐⇒ x+ 1

x− 1
= t2 ⇒ x+ 1 = t2(x− 1)⇒ t2x− x = 1 + t2

⇒ x(t2 − 1) = t2 + 1⇒ x =
t2 + 1

t2 − 1
.

Sa strane sraqunajmo izraze koji se jox jav	aju u integralu.

x2 − 1 =

(
t2 + 1

t2 − 1

)2

− 1 =
(t2 + 1)2 − (t2 − 1)2

(t2 − 1)2
=

4t

(t2 − 1)2
i

x+ 1 =
t2 + 1

t2 − 1
+ 1 =

2t2

t2 − 1
.

Sada uvrxtavamo dobijene izraze u integral uvode�i smenu.∫ √
x+ 1

x− 1

dx

(x2 − 1)(x+ 1)
=

{
smena : x = t2+1

t2−1

dx = − 4t
(t2−1)2 dt

}

=

∫
t
− 4t

(t2−1)2

4t
(t2−1)2

2t2

t2−1

dt = −1

2

∫
t2 − 1

t
dt = −t

2

4
+ ln |t|+ C

= −1

4

x+ 1

x− 1
+ ln

(
x+ 1

x− 1

)
+ C.

Ojlerove smene

Integrali oblika

∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx, gde je R racionalna

funkcija, se mogu rexiti i pomo�u Ojlerovih smena. Tim smenama
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se integral iracionalne funkcije trafsormixe u integral raci-
oanle funkcije koji znamo da uradimo. Postoje tri Ojlerove smene:
1. Ako je a > 0 smena je√

ax2 + bx+ c = t±
√
ax.

Kvadrira�em leve i desne strane dobijamo da je

ax2 + bx+ c = t2 ± 2
√
axt+ ax2 ⇒ bx+ c = t2 ± 2

√
atx

⇒ x =
t2 − c

b± 2
√
at
,

a odavde se lako izrazi veza izme�u dx i dt.
Napomena. Da li �emo u smeni izabrati znak + ili znak − je
svejedno, ali nekad u odre�enim zadacima je sa jednim znakom lakxe
izraqunati integral nego sa drugim.
2.Ako je c > 0 smena je√

ax2 + bx+ c = tx±
√
c.

Kvadrira�em dobijamo da je

ax2 + bx+ c = t2x2 ± 2tx
√
c+ c⇒ ax2 + bx = t2x2 ± 2tx

√
c

⇒ ax+ b = t2x± 2t
√
c⇒ x =

b± 2t
√
c

t2 − a
.

3. Ako je D = b2 − 4ac > 0, osnosno kvadratna jednaqina ima
realna rexe�a (oznaqimo ih sa x1, x2), smena je√

ax2 + bx+ c = t(x− x1).

Kako je ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2), to onda posle kvadrira�a
dobijamo

a(x− x1)(x− x2) = t2(x− x1)
2 ⇒ a(x− x2) = t2(x− x1)

⇒ x =
x1t

2 − ax2

t2 − a
.

Zadatak 21. Izraqunati integrale:∫
dx

x+
√
x2 + x+ 1

;a)

∫
dx

1 +
√

1− 2x− x2
;b)∫

x−
√
x2 + 3x+ 2

x+
√
x2 + 3x+ 2

dx;v)

∫
dx

x2(x+
√
x2 + 1)

.g)
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Rexe�e:

a) Primetimo da je koeficijent a = 1 ⇒
√

1 = 1, pa mo�emo
iskoristiti prvu Ojlerovu smenu. Dakle, smena je√

x2 + x+ 1 = t± x.

Postav	a se pita�e xta je bo	e uzeti, da li sa znakom + ili
sa znakom −? Ovde je bo	e uzeti znak − jer se u tom sluqaju
mo�emo osloboditi celoog imenioca u integralu, odnosno tada je√
x2 + x+ 1 + x = t. Kvadrira�em jednakosti

√
x2 + x+ 1 = t− x

dobijamo

x2 + x+ 1 = t2 − 2tx+ x2 ⇒ x+ 1 = t2 − 2tx

⇒ x =
t2 − 1

2t+ 1
⇒ dx =

2t2 + 2t+ 2

(2t+ 1)2
dt.

Ubaciva�em u poqetni itnegral dobijamo∫
dx

x+
√
x2 + x+ 1

=

∫
2t2 + 2t+ 2

t(2t+ 1)2
dt = 2 ln |t| − 3

2
ln |2t+ 1|

+
3

4t+ 2
+ C = 2 ln

∣∣∣x+
√
x2 + x+ 1

∣∣∣− 3

2
ln
∣∣∣2(x+

√
x2 + x+ 1) + 1

∣∣∣
+

3

4(x+
√
x2 + x+ 1) + 2

+ C.

b) Primetimo da je ovde c = 1 > 0 ⇒
√
c = 1, pa mo�emo

iskoristiti drugu smenu i to sa predznakom − jer �emo imati
ma�e da raqunamo! Smena je√

1− 2x− x2 = xt− 1⇒ 1 +
√

1− 2x− x2 = xt

⇒ t =
1 +
√

1− 2x− x2

x
.

Ostaje da izrazimo x preko t. Kvadrira�em dobijamo

1− 2x− x2 = x2t2 − 2xt+ 1⇒ −2x− x2 = x2t2 − 2xt

⇒ −2− x = xt2 − 2t⇒ x =
2t− 2

t2 + 1

⇒ dx =
−2t2 + 4t+ 2

(t2 + 1)2
dt.
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Ubaciva�em smene dobijamo∫
dx

1 +
√

1− 2x− x2
=

∫ −2t2+4t+2
(t2+1)2

t2t−2
t2+1

dt =

∫
−2t2 + 4t+ 2

t(2t− 2)(t2 + 1)
dt

= ln |t− 1| − ln |t| − 2arctg t+ C = ln

∣∣∣∣∣1 +
√

1− 2x− x2

x
− 1

∣∣∣∣∣
= ln

∣∣∣∣∣1 +
√

1− 2x− x2

x

∣∣∣∣∣− 2arctg

(
1 +
√

1− 2x− x2

x

)
+ C.

v) U ovom primeru je a > 0, c > 0, ali je tako�e i D = 9 −
8 = 1 > 0, pa kvadratna jednaqina ima realna rexe�a. U ovom
primeru mo�emo za smenu uzeti bilo koju od tri smene, ali �e nam
tre�a dati najbr�e rexe�e. Recimo ako bismo hteli prvu smenu
da uzmemo, tada bi nam jedan znak (±) olakxao jedan deo razlomka,
dok bi drugi deo ote�ao. Tako da nam to daje motivacju da probamo
sa tre�om smenom. Kako su nule jednaqine x2 + 3x + 2 = 0 x1 =
−1, x2 = −2, to mo�emo uzeti smenu√

x2 + 3x+ 2 = t(x+ 1)⇒ x2 + 3x+ 2 = t2(x+ 1)2

⇒ (x+ 1)(x+ 2) = t2(x+ 1)2 ⇒ (x+ 2) = t2(x+ 1)

⇒ x =
2− t2

t2 − 1
⇒ dx = − 2t

(t2 − 1)2
dt.

Imamo jox da je√
x2 + 3x+ 2 = t(x+ 1) = t

(
2− t2

t2 − 1
+ 1

)
=

t

t2 − 1
.

Ubaciva�em smene u integral dobijamo∫
x−
√
x2 + 3x+ 2

x+
√
x2 + 3x+ 2

dx = −
∫ 2−t2

t2−1 −
t

t2−1
2−t2
t2−1 + t

t2−1

2t

(t2 − 1)2
dt

=

∫
2t(t2 + t− 2)

(t2 − 1)2(2 + t− t2)
dt =

∫
2t(t− 1)(t+ 2)

−(t− 2)(t+ 1)3(t− 1)2
dt

= −
∫

2t(t+ 2)

(t− 2)(t− 1)(t+ 1)3
dt = − 17

108
ln |t+ 1|+ 3

4
ln |t− 1|

− 16

27
ln |t− 2| − 5

18(t+ 1)
− 1

6(t+ 1)2
+ C.
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Na kraju se samo zameni smena t =

√
x2 + 3x+ 2

x+ 1
.

g) U ovom primeru �emo iskoristiti prvu smenu
√
x2 + 1 = t−x.

Kvadrira�em se dobija 1 = t2 − 2tx, odnosno x =
t2 − 1

2t
=

t

2
−

1

2t
. Odatle dobijamo dx =

(
1

2
+

1

2t2

)
dt i ubaciva�em u integral

imamo∫
dx

x2(x+
√
x2 + 1)

=

∫
1

(t2−1)2

4t2 t

(
1

2
+

1

2t2

)
dt =

∫
4t

(t2 − 1)2

t2 + 1

2t2
dt

=

∫
2(t2 + 1)

t(t− 1)2(t+ 1)2
dt = 2 ln |t| − ln

∣∣t2 − 1
∣∣− 2

t2 − 1
+ C.

Na kraju se vrati smena t = x+
√
x2 + 1.

Integrali binomnog diferencijala

Integrali binomnog diferencijala su oblika

∫
xm(a+ bxn)p dx,

gde su a, b ∈ R, m, n, p ∈ Q. Rexavaju se na slede�i naqin.

Prvo se uvede smena t = xn ⇐⇒ x = t
1
n ⇒ dx =

t
1
n−1

n
dt.

Ubaciva�em u integral dobijamo∫
xm(a+ bxn)p dx =

1

n

∫
t
m
n (a+ bt)pt

1
n−1 dt =

1

n

∫
t
m+1−n

n (a+ bt)p dt

=
1

n

∫
tq(a+ bt)p dt, gde je q =

m+ 1− n
n

.

Razlikujemo tri sluqaja.

1. q ∈ Z, p =
r

s
. To znaqi da imamo znak korena kod izraza a+ bt

i �elimo da ga ,,ubijemo", a to radimo smenom a+ bt = zs.

2. q =
r

s
, p ∈ Z. To znaqi da je znak korena kod t, pa je smena

t = zs.

3. q ∈ Q, p ∈ Q, ali je q + p ∈ Z. Mno�e�em i de	e�em
podintegralne funkcije sa tp dobijamo da je∫

tp(a+ bt)q dt =

∫
tp+q

(
a+ bt

t

)p
dt,
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i sada se sliqno sluqaju 1. uvodi smena
a+ bt

t
= zs, gde je p =

r

s
,

jer je p+ q ceo broj.

Zadatak 22. Izraqunati integrale:

∫
dx

x 3
√

1 + x5
;a)

∫ √
x

(1 + 3
√
x)2

dx;b)∫
dx

√
x3 3
√

1 +
4
√
x3
.v)

Rexe�e:

a) Zapiximo integral malo drugaqije.∫
dx

x 3
√

1 + x5
=

∫
x−1

(
1 + x5

)− 1
3 dx =

{
smena : x5 = t⇒ x = t

1
5

dx = t−
4
5

5 dt

}
=

1

5

∫
t−

1
5 (1 + t)−

1
3 t
−4
5 dt =

1

5

∫
t−1(1 + t)−

1
3 dt = (∗).

Vidimo da nam samo izraz u zagradi pravi problem pa uvodimo
smenu 1 + t = z3. Dakle

(∗) =

{
smena : 1 + t = z3 ⇒ t = z3 − 1

dt = 3z2 dz

}
=

3

5

∫
(z3 − 1)−1z−1z2 dz

=
3

5

∫
z

z3 − 1
dz =

3

5

∫
z

(z − 1)(z2 + z + 1)
dz = − 1

10
ln(z2 + z + 1)

+
1

5
ln |z − 1|+

√
3

5
arctg

(
2z + 1√

3

)
+ C

= − 1

10
ln
(

3
√

(1 + x5)2 +
3
√

1 + x5 + 1
)

+
1

5
ln
∣∣∣ 3
√

1 + x5 − 1
∣∣∣

+

√
3

5
arctg

(
2 3
√

1 + x5 + 1√
3

)
+ C,

gde smo iskoristili da je z = 3
√

1 + t, a t = x5.
b) Pixemo integral u drugom obliku i uvodimo odgovaraju�u

smenu.∫ √
x

(1 + 3
√
x)2

dx =

∫
x

1
2 (1 + x

1
3 )−2 dx =

{
smena : t = x

1
3 ⇒ x = t3

dx = 3t2 dt

}
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= 3

∫
t
3
2 (1 + t)−2t2 dt = 3

∫
t
7
2 (1 + t)−2 dt =

{
smena : t = z2

dt = 2z dz

}
= 6

∫
z7(1 + z2)−2z dz = 6

∫
z8

(1 + z2)2

(*)
= 6

∫ (
z4 − 2z2 + 3− 4z2 + 3

(1 + z2)2

)
=

6

5
z5 − 4z3 + 18z − 21arctg z − 3z

1 + z2
+ C =

6

5

6
√
x5 − 4

√
x+ 18 6

√
x

− 21arctg 6
√
x− 3 6

√
x

1 + 3
√
x

+ C.

U jednakosti (*) je iskorix�eno de	e�e polinoma z8 polinomom
(1 + z2)2 = z4 + 2z2 + 1.
v)∫

dx
√
x3 3
√

1 +
4
√
x3

=

∫
x−

3
2

(
1 + x

3
4

)− 1
3

dx =

{
smena : x

3
4 = t⇒ x = t

4
3

dx = 4
3t

1
3 dt

}
=

4

3

∫
t−

12
6 (1 + t)−

1
3 t

1
3 dt =

4

3

∫
t−

5
3 (1 + t)−

1
3 dt =

4

3

∫
t−

5
3 (1 + t)−

1
3
t−

1
3

t−
1
3

dt

=
4

3

∫
t−2

(
1 + t

t

)− 1
3

dt =

{
smena : 1+t

t = z3 ⇒ t = 1
z3−1

dt = − 3z2

(z3−1)2 dz

}

= −4

∫ (
1

z3 − 1

)−2

z−1 z2

(z3 − 1)2
dz = −4

∫
z dz = −2z2 + C

= −2
3

√(
1 +

1
4
√
x3

)2

+ C.

Integrali oblika

∫
R (sinx, cosx) dx

Univerzalna smena koja u teoriji rexava sve integrale ovog oblika
je

t = tg
x

2
⇒ x

2
= arctg t⇒ x = 2 arctg t⇒ dx =

2 dt

1 + t2
.

Ostaje jox da izrazimo sinx i cosx u funkciji od tg x
2 .

sinx = sin 2
(x

2

)
= 2 sin

x

2
cos

x

2
= 2 sin

x

2
cos

x

2
·

cos x
2

cos x
2

= 2
sin x

2

cos x
2

cos2 x

2

= 2 tg
x

2
cos2 x

2

(*)
=

2 tg x
2

1 + tg2 x
2

=
2t

1 + t2
.
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cosx = cos 2
(x

2

)
= cos2 x

2
− sin2 x

2
=
(

cos2 x

2
− sin2 x

2

) cos2 x
2

cos2 x
2

=

(
1−

sin2 x
2

cos2 x
2

)
cos2 x

2
=

1− tg2 x
2

1 + tg2 x
2

=
1− t2

1 + t2
.

U (*) smo iskoristli jednakost cos2 x =
1

1 + tg2 x
, a koja se mo�e

proveriti direktno ili videti iz osnovne trigonometrijske jedakosti.
Naime, ako jednakost

sin2 x+ cos2 x = 1

podelimo sa cos2 x (jer �emo tangens dobiti kao odnos sinusa i
kosinusa) dobijamo da je

tg2 x+ 1 =
1

cos2 x
⇒ cos2 x =

1

1 + tg2 x
.

Dakle, kad imamo univerzalnu trigonometrijsku smenu dovo	no je
znati slede�e:

t = tg
x

2
⇒ dx =

2 dt

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
.

Ova smena je najbo	a za racionalne funkcije koje imaju samo prve

stenepe sinusa i kosinusa. Npr. R (sinx, cosx) =
1 + sin x

2− 5 cosx
. Za

ostale oblike se u praksi texko koristi jer se mogu dobiti ra-
cionalne funkcije sa veoma velikim stepenima. Zbog toga postoje
tri pravila koja nam mogu olakxati rexava�e takvih integrala
pomo�u drugaqijih smena.
1. Ako je R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx), odnosno funkcija je

neparna po sinusu, smena je cosx = t.
2.Ako je R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx), odnosno funkcija je

neparna po kosinusu, smena je sinx = t.
3. Ako je R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx), odnosno funkcija je

neparna i po sinusu i po kosinusu (dva minusa da�e plus ispred),
smena je tg x = t.
Kod tre�e smene (uglavnom) znaqi da �e se sinus i kosinus ja-

v	ati sa parnim stepenima. U tu svrhu primetimo da je

cos2 x =
1

1 + tg2 x
i sin2 x = 1− cos2 x = 1− 1

1 + tg2 x
=

tg2 x

1 + tg2 x
.
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Zadatak 23. Izraqunati integrale:

∫
dx

2 sinx− cosx+ 5
;a)

∫
sinx+ 2 cosx− 3

sinx− 2 cosx+ 3
dx;b)∫

dx

3 cos2 x+ 4 sin2 x
;v)

∫
cos2 x

sin4 x
dx;g)∫

cosx

sin2 x− 6 sinx+ 5
dx;d)

∫
sin3 x

1 + cos2 x
dx.�)

Rexe�e:

a) Vidimo da su svi sinusi i kosinusi koji se jav	aju u razlomku

prvog stepena, pa uvodimo univerzalnu smenu t = tg
x

2
i me�amo

izvedene identitete u integral. Imamo da je∫
dx

2 sinx− cosx+ 5
=

∫ 2
1+t2

2 2t
1+t2 −

1−t2
1+t2 + 5

dt =

∫
2

6t2 + 4t+ 4
dt

=

∫
dt

3t2 − 2t+ 2
=

1√
5

arctg

(
3t+ 1√

5

)
+ C

=
1√
5

arctg

(
3 tg x

2 + 1
√

5

)
+ C.

b) U ovom primeru su tako�e svi sinusi i kosinusi prvog stepena,

pa uvodimo smenu t = tg
x

2
i me�amo u integral.

∫
sinx+ 2 cosx− 3

sinx− 2 cosx+ 3
dx =

∫ 2t
1+t2 + 2(1−t2)

1+t2 − 3

2t
1+t2 −

2(1−t2)
1+t2 + 3

2

1 + t2
dt

= 2

∫
−5t2 + 2t− 1

(5t2 + 2t+ 1)(1 + t2)
dt = −4

5
ln
(
1 + t2

)
+

4

5
ln
(
5t2 + 2t+ 1

)
− 6

5
arctg t− 6

5
arctg

(
5t+ 1

2

)
+ C = −4

5
ln
(

1 + tg2 x

2

)
+

4

5
ln
(

5 tg2 x

2
+ 2 tg

x

2
+ 1
)
− 6

5
arctg

(
tg
x

2

)
− 6

5
arctg

(
5 tg x

2 + 1

2

)
+ C

= −4

5
ln
(

1 + tg2 x

2

)
+

4

5
ln
(

5 tg2 x

2

)
− 3x

5
− 6

5
arctg

(
5 tg x

2 + 1

2

)
+ C.
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v) Primetimo da je podintegralna funkcija neparna i po sinusu
i po kosinusu. Zaista, va�i da je

R(− sinx,− cosx) =
1

3(− cosx)2 + 4(− sinx)2
=

1

3 cos2 x+ 4 sin2 x

= R(sinx, cosx),

pa �emo uvesti smenu t = tg x. U ovom primeru nije neophodno
izra�avati sinusa i kosinusa preko tangensa kao xto �emo videti
u rexe�u. Dakle,∫

dx

3 cos2 x+ 4 sin2 x
=

∫
dx

cos2 x(3 + 4 tg2 x)
=

{
smena : t = tg x

dt = dx
cos2 x

}
=

∫
dt

3 + 4t2
=

1

2
√

3
arctg

2t√
3

+ C =
1

2
√

3
arctg

(
2 tg x√

3

)
+ C.

g) Podintegralna funkcija je neparna i po sinusu i kosinusu.
Zaista,

R(− sinx,− cosx) =
(− cosx)2

(− sinx)4
=

cos2 x

sin4 x
= R(sinx, cosx),

pa uvodimo smenu t = tg x.
Ovde mo�emo da napixemo slede�e:

t = tg x⇒ x = arctg t⇒ dx =
dt

1 + t2

sin2 x =
tg2 x

1 + tg2 x
=

t2

1 + t2

cos2 x =
1

1 + tg2 x
=

1

1 + t2
,

pa da to me�amo u integral. A mo�emo i malo da se sna�emo i
br�e sraqunamo integral. Naime, imamo da je∫

cos2 x

sin4 x
dx =

∫
cos4 x

cos2 x sin4 x
dx =

∫
ctg4 x

dx

cos2 x
=

∫
1

tg4x

dx

cos2 x

=

{
smena : t = tg x

dt = dx
cos2 x

}
=

∫
dt

t4
= − 1

3t3
+ C = − 1

3 tg3 x
+ C.

d) Podintegralna funkcija je neparna po kosinusu pa �e smena
biti t = sinx (a xto je i oqigledno). Doka�imo neparnsot po
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kosinusu.

R(sinx,− cosx) =
− cosx

sin2 x− 6 sinx+ 5
= − cosx

sin2 x− 6 sinx+ 5
= −R(sinx, cosx).

Integral se svodi na integral racionalne funkcije smenom t =
sinx.∫

cosx

sin2 x− 6 sinx+ 5
dx =

{
smena : t = sinx
dt = cosx dx

}
=

∫
dt

t2 − 6t+ 6

=
1

4
ln

∣∣∣∣t+ 1

t+ 5

∣∣∣∣+ C =
1

4
ln

∣∣∣∣sinx+ 1

sinx+ 5

∣∣∣∣+ C.

�) Podintegralna funkcija je neparna po sinusu. Zaista

R(− sinx, cosx) =
(− sinx)3

1 + cos2 x
= − sin3 x

1 + cos2 x
= −R(sinx, cosx),

pa uvodimo smenu t = cosx.∫
sin3 x

1 + cos2 x
dx =

∫
(1− cos2 x) sinx

1 + cos2 x
dx =

{
smena : t = cosx
dt = − sinx dx

}
= −

∫
1− t2

1 + t2
dt =

∫
t2 − 1

t2 + 1
dt =

∫ (
1− 2

t2 + 1

)
dt

= t− 2 arctg t+ C = cosx− 2 arctg (cosx) + C.

Zadaci za ve�bu:∫ √
x+ 4 + 3

(x+ 4)2 −
√
x+ 4

dx;1.

∫ √
x− 1

x+ 1

1

x
dx;2.∫

dx

x+
√
x2 + 2x+ 2

;3.

∫
x+
√
x2 + x+ 1

x+ 1 +
√
x2 + x+ 1

dx;4.∫
3
√
x

7

√
1 +

3
√
x4 dx;5.

∫
dx

x3 5

√
1 + 1

x

;6.

∫
dx

x
√
x

3
√

2 +
4
√
x3
;7.

∫
1 + cos x

sinx(3− cosx)
dx;8.∫

dx

3 sinx− 4 cosx
;9.

∫
cos3 x

sin2 x− 1
;10.∫

tg x

1 + cos2 x
dx;11.

∫
(tg2 x+ 1)2

(tg x+ 1)4
dx.12.

58



Ve�be planirane za 23.4.2020.

Odre�eni integral

Neka je f : [a, b] → R neprekidna funkcija. Posmatrajmo grafik
funkcije na slici ispod.

Geometijski, odre�eni integral funkcije f na segmentu [a, b] pre-
dstav	a povrxinu xrafiranu na slici, odnosno povrxinu obla-
sti ogranqene grafikom funkcije, x-osom i pravama x = a i x =

b. Odre�eni integral na segmentu [a, b] se oznaqava sa

∫ b

a

f(x) dx.

Ako je F (x) primitivna funkcija za f(x) na [a, b], odnosno ako je∫
f(x) dx = F (x) + C, tada je∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Prethodnu formulu zovemo �utn-Lajbnicovom formulom i ona
nam daje naqin za izraqunava�e odre�enog integrala. Koriste se

jox i slede�e oznake

∫ b

a

f(x) dx = F (x)
∣∣∣b
x=a

ili

∫ b

a

f(x) dx = F (x)
∣∣∣b
a

(kod dvojnih integrala �e prva oznaka biti korisnija jer �emo
morati da vodimo raquna po kojoj promen	ivoj integralimo). Va�e
slede�a svojstva:

1.

∫ b

a

αf(x) dx = α

∫ b

a

f(x) dx;
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2.

∫ b

a

(f(x)± g(x)) dx =

∫ b

a

f(x) dx±
∫ b

a

g(x) dx;

3.

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx, za c ∈ (a, b);

4.

∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx.

Kod izraqunava�a odre�enog integrala koristi�emo i teoremu
o smeni promen	ive.

Teorema 2. (O smeni promen	ive)
Ako je f : [a, b] → R neprekidna funkcija i ϕ : [α, β] → R nepre-
kidna i ima neprekidan prvi izvod na [α, β] i ϕ(α) = a, ϕ(β) = b
tada je ∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Ova teorema nam ka�e da kada uvedemo smenu moramo da promenimo
i granice integracije, xto �e re�i da kod raquna�a odre�enog
integrala ne moramo vra�ati smenu!

Naredna dva svojstva odre�enog integrala su vrlo bitna jer u
nekim sluqajevima olakxavaju izraqunava�e.
1. Ako je f : [−a, a] ⇒ R neparna funkcija, odnosno f(−x) =

−f(x) tada je ∫ a

−a
f(x) dx = 0.

2. Ako je f : [−a, a] ⇒ R parna funkcija, odnosno f(−x) = f(x)
tada je ∫ a

−a
f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx.

Objasni�emo geometrijsko znaqe�e ovih osobina.
1.Ako je funkcija neparna onda je �en grafik simetriqan u

odnosu na koordinatni poqetak.
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Kao xto se na slici vidi, povrxine crvenog i plavog dela su
jednake, ali je povrxina plavog dela ispod x-ose pa �e u integra-
ciji do�i sa negativnim predznakom. Kada se integral razdvoji na
intervale [−a, 0] i [0, a] i sabere dobi�emo da je rezultat nula.
2. Ako je funkcija parna to znaqi da je �en grafik simetriqan

u odnosu na y-osu.

Sa slike vidimo da su osenqene povrxine jednake pa �e povrxina
u intervalu [−a, a] biti jednaka dvostrukoj povrxini u intervalu
[0, a].
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Zadatak 24.

Izraqunati:∫ 3

1

(x2 − x− 1) dx;a)

∫ 2

−1

3
√
x dx;b)

∫ 4

1

1 +
√
x

x2
dx;v)∫ π

0

sinx dx;g)

∫ 1

0

dx

1 + x2
;d)

∫ 4

3

dx

x2 − 3x+ 2
.�)

Rexe�e:

a)∫ 3

1

(x2 − x− 1) dx =

(
x3

3
− x2

2
− x
) ∣∣∣∣3

1

=
33

3
− 32

2
− 3−

(
13

3
− 12

2
− 1

)
= 6− 9

2
− 3− 1

3
+

1

2
+ 1 = −1

3
.

b)∫ 2

−1

3
√
x dx =

3x
4
3

4

∣∣∣∣2
−1

=
3

4

(
2

4
3 − (−1)

4
3

)
=

3

4

(
3
√

24 − 1
)

=
3

4

(
2

3
√

2− 1
)
.

v)∫ 4

1

1 +
√
x

x2
dx =

∫ 4

1

1

x2
dx+

∫ 4

1

√
x

x2
dx =

(
−1

x
− 2x−

1
2

) ∣∣∣∣4
1

= −1

4
− 1

− (−1− 2) =
7

4
.

g) ∫ π

0

sinx dx = − cosx
∣∣∣π
0

= −(cosπ − cos 0) = −(−1− 1) = 2.

d) ∫ 1

0

dx

1 + x2
= arctg x

∣∣∣1
0

= arctg 1− arctg 0 =
π

4
.

�)∫ 4

3

dx

x2 − 3x+ 2
=

∫ 4

3

dx(
x− 3

2

)2 − 1
4

= ln

∣∣∣∣x− 2

x− 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣4
3

= ln
2

3
− ln

1

2

= ln
2
3
1
2

= ln
4

3
.
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Zadatak 25. Izraqunati:

∫ 3

0

dx√
25 + 3x

;a)

∫ 1

0

x2

1 + x6
dx;b)

∫ 3

1

e
1
x2

x3
dx;v)∫ π

0

x sinx dx;g)

∫ π
2

π
6

cosx

sin4 x
dx;d)

∫ π
2

0

dx

5 + 3 cosx
;�)

∫ π
3

π
6

dx

cos2 x sin2 x
;e)

∫ 2

0

|1− x| dx;�)

∫ π

0

√
1− sin 2x dx.z)

Rexe�e:

a) Raqunamo∫ 3

0

dx√
25 + 3x

=

{
smena : t = 25 + 3x

dt = 3 dx

}
= (∗).

Kad uvdedemo smenu rekli smo da moramo da promenimo i granice
integracije. Raqunamo graice za t. Ako je x = 0 =⇒ t = 25+3 ·0 =
25, a ako je x = 3 =⇒ t = 25 + 3 · 3 = 34, pa imamo novi odre�eni
integral (lakxi) u novim granicama! Dakle,

(∗) =
1

3

∫ 34

25

dt√
t

=
2

3

√
t

∣∣∣∣34

25

=
2

3

(√
34−

√
25
)

=
2

3

(√
34− 5

)
.

b)∫ 1

0

x2

1 + x6
dx =

{
smena : t = x3 x = 0⇒ t = 0
dt = 3x2 dx x = 1⇒ t = 1

}
=

1

3

∫ 1

0

dt

1 + t2

=
1

3
arctg t

∣∣∣1
0

=
π

12
.

v)∫ 3

1

e
1
x2

x3
dx =

{
smena : t = 1

x2 x = 1⇒ t = 1
dt = − 3

x3 dx x = 3⇒ t = 1
9

}
= −1

3

∫ 1
9

1

et dt

=
1

3

∫ 1

1
9

et dt =
1

3
et
∣∣∣1
1
9

=
1

3

(
e− e

1
9

)
.

U prethodnom primeru smo iskoristili znak minus da obrnemo
granice od ma�e ka ve�oj.
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g)∫ π

0

x sinx dx =

[
u = x du = dx

dv = sinx dx v = − cosx

]
= −x cosx

∣∣∣π
0

+

∫ π

0

cosx dx = −(−π − 0) + sin x
∣∣∣π
0

= π + 0 = π.

d)∫ π
2

π
6

cosx

sin2 x
dx =

{
smena : t = sinx x = π

6 ⇒ t = 1
2

dt = cosx dx x = π
2 ⇒ t = 1

}
=

∫ 1

1
2

dt

t2

= −1

t

∣∣∣∣1
1
2

= − (1− 2) = 1.

�)∫ π
2

0

dx

5 + 3 cosx
=


smena : t = tg x

2 x = 0⇒ t = 0
dx = 2dt

1+t2 x = π
2 ⇒ t = 1

cosx = 1−t2
1+t2

 =

∫ 1

0

2
1+t2

5 + 3(1−t2)
1+t2

dt

=

∫ 1

0

dt

t2 + 4
=

1

2
arctg

t

2

∣∣∣1
0

=
1

2
arctg

1

2
.

e)

∫ π
3

π
6

dx

cos2 x sin4 x
=


smena : t = tg x x = π

6 ⇒ t = 1√
3

dt = dx
cos2 x x = π

3 ⇒ t =
√

3

sin2 x = t2

1+t2

 =

∫ √3

1√
3

1
1+t2

t4

(1+t2)2

dt

=

∫ √3

1√
3

1 + t2

t4
dt =

(
− 1

3t3
− 1

t

) ∣∣∣∣
√

3

1√
3

=
80

9
√

3
.

�) U ovom primeri moramo da vodimo raquna o apsolutnoj vrednosti!
Naime, va�i da je

|1− x| =
{

1− x, za x < 1
x− 1, za x > 1

,

pa moramo integral razdvojiti na dva intervala. Na interval [0, 1]
i na interval [1, 2]. Dakle,∫ 2

0

|1− x| dx =

∫ 1

0

(1− x) dx+

∫ 2

1

(x− 1) dx =

(
x− x2

2

) ∣∣∣∣1
0
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+

(
x2

2
− x
) ∣∣∣∣2

1

= 1.

z)∫ π

0

√
1− sin 2x dx =

∫ π

o

√
cos2 x+ sin2 x− 2 sinx cosx dx

=

∫ π

0

√
(cosx− sinx)2 dx =

∫ π

0

| cosx− sinx| dx

=

∫ π

0

√
2

∣∣∣∣∣
√

2

2
cosx−

√
2

2
sinx

∣∣∣∣∣ dx =
√

2

∫ π

0

∣∣∣cosx cos
π

4
− sinx sin

π

4

∣∣∣ dx
=
√

2

∫ π

0

∣∣∣cos
(
x+

π

4

)∣∣∣ dx =

{
smena : t = x+ π

4 x = 0⇒ t = π
4

dt = dx x = π ⇒ t = 5π
4

}
=
√

2

∫ 5π
4

π
4

| cos t| dt = (∗).

Zbog apsolutne vrednosti moramo da odredimo znak. Znamo da je cos

pozitivan na intervalu
[π

4
,
π

2

]
, a negativan na intervalu

[
π

2
,
5π

4

]
pa je

(∗) =
√

2

(∫ π
2

π
4

cos t dt−
∫ 5π

4

π
2

cos t dt

)
=
√

2

(
sin t

∣∣∣π2
π
4

− sin t
∣∣∣ 5π4
π
2

)
= 2
√

2.

Zadatak 26. Izraqunati:

∫ π

0

sinx cosx dx;a)

∫ 2

0

√
4− x2 dx;b)

∫ π
3

−π3
x3 cos 3x dx;v)

∫ 1

−1

x2 ln

(
x+ 2

2− x

)
dx;g)

∫ 2

−2

ln
(
x+

√
x2 + 1

)
dx.d)

Rexe�e:

a) Ovaj primer �emo uraditi na nekoliko naqina.

Prvi naqin: Uvedimo smenu sinx = t. Tada je cosx dx = dt,
me�utim kada treba da odredimo granice po t nastaje problem.
Naime, za x = 0 =⇒ t = 0, a za x = π =⇒ t = 0! Odnsno dobili
smo ,,interval" [0, 0] xto nije dobro, pa ne mo�emo da primenimo
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smenu promen	ive na tom intervalu! Problem sa smenom je taj xto
je smena t = sinx, odnosno t = arcsinx definisana na intervalu[
−π

2
,
π

2

]
, a nax interval integracije je [0, π], odnosno parqe

[π
2
, π
]

pravi problem. Ovaj problem se mo�e izbe�i tako xto �emo rexiti
integral kao neodre�eni i onda ubaciti poqetne granice. Ako

posmatramo integral

∫
sinx cosx dx uvedimo smenu t = sinx prave-

�i se da je ona definisana na odgovaraju�em intervalu. Dobijamo∫
sinx cosx dx =

∫
t dt =

t2

2
+ C =

sin2 x

2
+ C.

Primetimo da je funkcija
sin2 x

2
definisana i diferencijabilna

na intervalu [0, π], kao i da je

(
sin2 x

2

)′
= sinx cosx. Pa onda po

�utn-Lajbnicovoj formuli imamo da je∫ π

0

sinx cosx dx =
sin2 x

2

∣∣∣∣π
0

=
1

2

(
sin2 π − sin2 0

)
= 0.

Drugi naqin: Iskorstimo formulu za sinus dvostrukokg ugla.∫ π

0

sinx cosx dx =
1

2

∫ π

0

sin 2x dx = −1

4
cos 2x

∣∣∣π
0

= −1

4
(cos 2π − cos 0)

= −1

4
(1− 1) = 0.

Tre�i naqin: Razdvojimo integral na intervale
[
0,
π

2

]
i
[π

2
, π
]
,

a na drugom uvedemo smenu t = x−π
2
kojom dati interval ,,pomeramo"

na interval
[
0,
π

2

]
koji nam odgovara.∫ π

0

sinx cosx dx =

∫ π
2

0

sinx cosx dx+

∫ π

π
2

sinx cosx dx = I1 + I2 = (∗).

U integralu I2 pomeramo granice

I2 =

{
smena : t = x− π

2 x = π
2 ⇒ t = 0

dt = dx x = π ⇒ t = π
2

}
=

∫ π
2

0

sin
(
t+

π

2

)
cos
(
t+

π

2

)
dt

= −
∫ π

2

0

cos t sin t dt = −I1.

66



Odatle sledi da je (∗) = I1 − I1 = 0.

b) Ovaj primer �emo uraditi na dva naqina.
Priv naqin: Smenom x = 2 sin t ⇐⇒ t = arcsin x

2 .∫ 2

0

√
4− x2 dx =

{
smena : x = 2 sin t x = 0⇒ t = 0
dx = 2 cos t dt x = 2⇒ t = arcsin 1 = π

2

}
= 2

∫ π
2

0

√
4− 4 sin2 t cos t dt = 4

∫ π
2

0

√
1− sin2 t cos t dt

= 4

∫ π
2

0

√
cos2 t cos t dt = 4

∫ π
2

0

| cos t| cos t dt = 4

∫ π
2

0

cos2 t dt

= 4

∫ π
2

0

1 + cos 2t

2
dt = 2

(
t+

sin 2t

2

) ∣∣∣∣π2
0

= π.

Drugi naqin:

Geometrijski pristup. Neka je y =
√

4− x2. Tada je y2 = 4 − x2,
odnosno x2 + y2 = 4, a xto predstav	a jednaqinu kru�nice sa
centrom u koordinatom poqetku i polupreqnika r = 2. Kako je
,,gor�i" deo kru�nice dat jednaqinom y =

√
4− x2, a integrali

se u intervalu [0, 2], to �e dati integral predstav	ati povrxinu
ispod kru�nice u datom intervalu. Ta povrxina je zapravo qe-
tvrtina povrxine kruga polupreqnika r = 2, a to je π.
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Odatle sledi da je zapravo∫ 2

0

√
4− x2 dx = π.

Ovaj reuzltat se mo�e uopxtiti za proizvo	no a > 0. Bi�e∫ a

0

a2 − x2 dx =
a2π

4
,

kao qetvrtina povrxine kruga polupreqnika r = a.

v) Primetimo da je podintegralna funkcija neparna kao pro-
izvod neparne f(x) = x3 i parne g(x) = cos 3x, a integrali se na
simetriqnom intervalu, odakle sledi da je integral jednak nuli.
Odnosno ∫ π

3

−π3
x3 cos 3x dx = 0.

Napomena. Ovaj primer je mogao da se uradi i pomo�u parcijalne
integracije, ali bi zahtevao dosta pa�	ivog raquna. Zato kada
u zadacima imamo simetriqan interval integracije, nije loxe
proveriti da li je funkcija mo�da neparna (ili parna) xto bi
nam uxtedelo mnogo vremena.

g) Vidimo da je interval integracije simetriqan pa �emo pro-
veriti da li nam je mo�da podintegralna funkcija neparna. Kako
je funkcija f(x) = x2 parna, to je dovo	no proveriti kakva je

funkcija g(x) = ln

(
x+ 2

2− x

)
. Proverimo parnost funkcije g.

g(−x) = ln

(
−x+ 2

2− (−x)

)
= ln

(
2− x
2 + x

)
= ln

(
x+ 2

2− x

)−1

= − ln

(
x+ 2

2− x

)
= −g(x).

Dakle, g je neparna funkcija, pa je podintegralna neparna kao
proizvod parne i neparne i integral je jednak nuli jer je na sime-
triqnom intervalu, odnosno∫ 1

−1

x2 ln

(
x+ 2

2− x

)
dx = 0.
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d) I u ovom primeru je interval integracije simetriqan pa �emo
proveriti parnost podintegralne funkcije.

f(−x) = ln
(
−x+

√
(−x)2 + 1

)
= ln

(
−x+

√
x2 + 1

)
= (∗).

Kako je

−x+
√
x2 + 1 =

(√
x2 + 1− x

) √x2 + 1 + x√
x2 + 1 + x

=
1

x+
√
x2 + 1

=
(
x+

√
x2 + 1

)−1

,

to je

(∗) = ln
(
x+

√
x2 + 1

)−1

= − ln
(
x+

√
x2 + 1

)
= −f(x),

xto znaqi da je funkcija neparna, pa je integral na simetriqnom
intervalu jednak nuli, odnosno∫ 2

−2

= ln
(
x+

√
x2 + 1

)
dx = 0.

Zadaci za ve�bu:

∫ 1

0

x3

1 + x8
dx;1.

∫ −2

−3

dx

x2 − 1
;2.

∫ π
4

0

x cos2 x dx;3.

∫ 1

0

x√
x2 + 3x+ 2

dx;4.∫ 5

3

√
6x− x2 − 5 dx;5.

∫ 2

0

|x2 + x− 2| dx;6.∫ e

1
e

|lnx| dx;7.

∫ π

−π
sin 2x cos 5x dx;8.

∫ π
2

0

dx

1 + cos x+ sinx
;9.

∫ π
4

0

sinx cosx

3 sin2 x+ 5 cos2 x
dx;10.∫ π

3

−π3

2x7 − x5 + 2x3 − x+ 1

cos2 x
dx.11.
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Ve�be planirane za 30.4.2020.

Povrxina ravnog lika

Ako su f, g : [a, b] → R dve integrabilne (za nas je dovo	no ne-
prekidne) funkcije i ako je f(x) > g(x) za sve x ∈ [a, b], tada je
povrxina oblasti D u ravni koju ograniqavaju krive f(x), g(x) i
prave x = a, x = b data sa

P (D) =

∫ b

a

(f(x)− g(x)) dx,

xto je prikazno na slici ispod.

Dakle, osenqenu povrxinu dobijamo kada od povrxine ispod krive

f(x), a to je

∫ b

a

f(x) dx oduzmemo povrxinu ispod krive g(x), a to

je

∫ b

a

g(x) dx u datim granicama.

Napomena. Ako vixe krivih ograniqava neku oblast obavezno
nacrtati sliku (ako je mogu�e) i odrediti intervale u kojima je
neka kriva iznad ili ispod druge (da se ne bi dobile negativne
povrxine)!

Zadatak 27. Izraqunati povrxinu oblasti D ograniqene krivom
y = x2 − 5x+ 4 i pravama y = 0, x = 1, x = 3.
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Tra�ena povrxina je osenqena na slici.

Sa slike vidimo da je gor�a gor�a kriva zapravo y = 0, a do�a je
y = x2 − 5x+ 4, pa je povrxina oblasti D

P (D) =

∫ 3

1

(0− (x2 − 5x+ 4)) dx =

∫ 3

1

(−x2 + 5x− 4) dx

=

(
−x

3

3
+

5x2

2
− 4x

) ∣∣∣∣3
1

=
10

3
.

Zadatak 28. Izraqunati povrxinu oblasti D ograniqene krivom
y = (x− 2)2 i pravom y = 4− x.
Sa slike vidimo da je gor�a kriva zapravo prava y = 4 − x, a

do�a kriva y = (x− 2)4.
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Interval integracije dobijamo iz preseka krivih y = 4 − x i
y = (x− 2)2, odnosno rexava�em jednaqine 4− x = (x− 2)2, a qija
su rexe�a x = 0 i x = 3. Odatle je

P (D) =

∫ 3

0

(4− x− (x− 2)2) dx =

∫ 3

0

(−x2 + 3x) dx

=

(
−x

3

3
+

3x2

2

) ∣∣∣∣3
0

=
9

2
.

Zadatak 29. Izraqunati povrxinu oblasti D odre�ene pravama

x = e, x = e2, y = 0 i grafikom funkcije f(x) =
1

x
ln

1

x2
.

Povrxina koja se tra�i osenqena je na slici.

Grafik ove krive nije neophodno nacrtati. Da bi odredili koja
kriva je gore, a koja dole primetimo da je na datom intervalu [e, e2]

f(x) =
1

x
ln

1

x2
= −1

x
lnx2 < 0! To znaqi da je grafik funkcije f(x)

ispod prave y = 0, pa je povrxina

P (D) =

∫ e2

e

(
0− 1

x
ln

1

x2

)
dx = −

∫ e2

e

1

x
(− lnx2) dx = 2

∫ e2

e

lnx

x
dx

=

{
smena : t = lnx x = e⇒ t = 1

dt = dx
x x = e2 ⇒ t = 2

}
= 2

∫ 2

1

t dt = t2
∣∣∣2
1

= 3.

Zadatak 30. Izraqunati povrxinu oblast D ograniqene parabo-
lama y2 = 4x i x2 = 4y.
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Presek parabola y2 = 4x i x2 = 4y se dobija ako npr. iz jednaqine
druge parabole izrazimo y preko x i zamenimo u prvu. Imamo da

je iz druge jednaqine y =
x2

4
, a to kad zamenimo u prvu dobijamo

x4

16
= 4x, odnsono x

(
x3

16
− 4

)
= 0, a (realna) rexe�a ove jednaqine

su x = 0 i x = 4. Parabola y2 = 4x ima dve grane, gor�u i do�u.
Gor�a je data jednaqinom y = 2

√
x, a do�a y = −2

√
x. Sa slike (a

i zato xto je parabola 4y = x2 uvek iznad x-ose) vidimo da nam
treba gor�a grana druge parabole. Prema tome, povrxina je

P (D) =

∫ 4

0

(
2
√
x− x2

4

)
dx =

(
4
√
x3

3
− x3

12

)∣∣∣∣∣
4

0

=
16

3
.

Zadatak 31. Izraqunati povrxinu oblasti D koja je ograniqena
parabolom 2x = y2, y−osom i hiperbolom y2 − x2 = 1.

U ovom zadatku je potrebno lepo nacrtati sliku. Primetimo da
je u datoj hiperboli y2−x2 = 1 zame�eno mesto promen	ivama x i
y u odnosnu na hiperbolu x2− y2 = 1 koju smo cex�e vi�ali tokom
sred�e skole. To znaqi da su samo uloge osa zame�ene. Pogledajmo
na slikama kako one izgledaju.
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Naxa oblast D je prikazana na slici ispod.

Presek krivih nalazimo rexava�em sistema y2 = 2x i y2− x2 = 1.
Zamenom dobijamo da je 2x − x2 = 1, a rexe�a ove jednaqine su
x = 0 i x = 1. Kako je sve simetriqno, vidimo da je do�a povrxina
jednaka gor�oj pa je dovo	no posmatrati gor�u. Dakle, povrxina
oblasti je

P (D) = 2

∫ 1

0

(√
1 + x2 −

√
2x
)
dx = 2

∫ 1

0

√
1 + x2 dx

− 2
√

2

∫ 1

0

√
x dx = 2

(
x
√

1 + x2

2
+

ln
(
x+
√

1 + x2
)

2

)∣∣∣∣∣
1

0
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− 4
√

2
√
x3

3

∣∣∣∣∣
1

0

= ln(1 +
√

2)−
√

2

3
.

Zadatak 32. Izraqunati povrxinu oblastiD ograniqene krivama
y = x2 i (x− 1)2 + y2 = 1.

Kriva (x − 1)2 + y2 = 1 je kru�nica sa centrom u (1, 0) polu-
preqnika r = 1. Presek kru�nice i parabole je rexe�e sistema
y = x2 i (x− 1)2 + y2 = 1. Zamenom dobijamo jednaqinu x2 − x = 0.
Rexe�a ove jednaqine su x = 0 i x = 1.

Sa slike vidimo da je gor�a kriva zapravo gor�a strana kru�nice,
odnosno y =

√
1− (x− 1)2, a do�a kriva parabola y = x2. Prema

tome, povrxina je

P (D) =

∫ 1

0

(√
1− (x− 1)2 − x2

)
dx =

∫ 1

0

√
1− (x− 1)2 dx

−
∫ 1

0

x2 dx =
π

4
− 1

3
.

Zapremina rotacionog tela

Neka je f : [a, b]→ R neprekidna i pozitivna funkcija. Obrta�em
oko x−ose kriva y = f(x) opisuje povrx koja sa ravnima x =
a i x = b ograniqava telo T (rotaciono telo). Zapremina tako
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dobijenog tela T raquna se po formuli

V (T ) = π

∫ b

a

f 2(x) dx.

Zadatak 33. Naci zapreminu tela T nastalog rotacijom krive
y = 2x− x2 oko x−ose za x ∈ [0, 2].

Pogledajmo sliku.

Na datom intervalu funkcija f(x) = 2x− x2 je pozitivna, pa je
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zapremina rotacionog tela data sa

V (T ) = π

∫ 2

0

(2x− x2)2 dx = π

∫ 2

0

(4x2 − 4x3 + x4) dx =

= π

(
4x3

3
− x4 +

x5

5

) ∣∣∣∣2
0

=
16π

15
.

Zadatak 34. Odrediti zapreminu tela T nastalog rotacijom kri-

ve y =

√
x

x2 + 2x+ 2
oko x−ose za x ∈ [0, 1].

Zapremina tela je

V (T ) =π

∫ 1

0

x

(x2 + 2x+ 2)2
dx =

π

2

∫ 1

0

2x+ 2− 2

(x2 + 2x+ 2)2
dx

=
π

2

∫ 1

0

2x+ 2

(x2 + 2x+ 2)2
dx− π

∫ 1

0

1

(x2 + 2x+ 2)2
dx

= − π

2(x2 + 2x+ 2)

∣∣∣∣1
0

− π
∫ 1

0

1

((x+ 1)2 + 1)2
dx =

3π

20

− π

2

(
x+ 1

(x+ 1)2 + 1
+ arctg (x+ 1)

) ∣∣∣∣1
0

=
3π

20

− π

2

(
arctg 2− 1

10
− π

4

)
=
π2

8
+
π

5
− π arctg 2

2
.

Zadatak 35. Izraqunati zapreminu tela T koje nastaje rotacijom

krive y = cos2 x oko x−ose za −π
2
6 x 6

π

2
.
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Zapremina je

V (T ) = π

∫ π
2

−π2
cos4 x dx = 2π

∫ π
2

0

cos4 x dx = 2π

∫ π
2

0

(1 + cos 2x)2

4
dx

= 2π

∫ π
2

0

1 + 2 cos 2x+ 1+cos 4x
2

4
dx = 2π

(
x

4
+

sin 2x

4
+
x

8
+

sin 4x

32

) ∣∣∣∣π2
0

=
3π2

8
.

Zadatak 36. Izraqunati zapreminu tela T koje nastaje rotacijom
oko x−ose oblasti ograniqene parabolom y = x2 i pravom y =

√
3x.
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Sa slike vidimo da se zapremina koja se trazi (plavo telo) dobija
tako xto od zapremine tela koje je nastalo rotacijom prave odu-
zmemo zapreminu tela koje nastaje rotacijom parabole (�uto telo).
Ostaje da odredimo granice integracije. �ih odre�ujemo kao re-
xe�a sistema y = x2 i y =

√
3x, a to su x = 0 i x =

√
3. Dakle,

tra�ena zapremina je

V (T ) = π

∫ √3

0

3x2 dx− π
∫ √3

0

x4 dx = π

(
x3 − x5

5

) ∣∣∣∣∣
√

3

0

=
6
√

3π

5
.

Du�ina luka krive

Neka je f : [a, b]→ R neprekidna, diferencijabilna i neka je prvi
izvod f ′ neprekidna funkcija. Du�ina luka krive y = f(x) na
segmentu [a, b] je data formulom

s =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

Zadatak 37. Na�i du�inu luka krive y = ln (cos x) za x ∈
[
0,
π

4

]
.

Kako je f ′(x) = − sinx

cosx
, to je du�ina luka krive

s =

∫ π
4

0

√
1 +

sin2 x

cos2 x
dx =

∫ π
4

0

√
cos2 x+ sin2 x

cos2 x
dx =

∫ π
4

0

1

| cosx|
dx
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=

∫ π
4

0

1

cosx
dx =

∫ π
4

0

cosx

cos2 x
dx =

∫ π
4

0

cosx

1− sin2 x
dx

=

{
smena : t = sinx x = 0⇒ t = 0

dt = cosx dx x = π
4 ⇒ t =

√
2

2

}
=

∫ √
2
2

0

1

1− t2
dt

=
1

2
ln

∣∣∣∣1− t1 + t

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√
2
2

0

=
1

2
ln

(
2−
√

2

2 +
√

2

)
.

Zadatak 38. Izraqunati du�inu luka krive y = 2 +
√

4− x2 za
x ∈ [−1,

√
3].

Radimo prvo izvod f ′(x) = − x√
4− x2

. Du�ina luka krive je

s =

∫ √3

−1

√
1 +

x2

4− x2
dx =

∫ √3

−1

√
4

4− x2
dx = 2

∫ √3

−1

1√
4− x2

dx

= 2 arcsin
x

2

∣∣∣∣
√

3

−1

= 2

(
arcsin

√
3

2
− arcsin

(
−1

2

))
= 2

(π
3

+
π

6

)
= π.

Zadatak 39. Izraqunati du�inu luka krive

y =
√
x2 − 48 + 4

√
6 ln

(
x+

√
x2 − 48

)
,

za x ∈ [7, 8].

Prvi izvod je f ′(x) =
x√

x2 − 48
+

4
√

6√
x2 − 48

=
x+ 4

√
6√

x2 − 48
. Odatle

je

1 + (f ′(x))2 = 1 +
(x+ 4

√
6)2

x2 − 48
=
x2 − 48 + x2 + 8

√
6x+ 96

x2 − 48

=
2(x2 + 4

√
6x+ 24)

x2 − 48
=

2(x+ 2
√

6)2

x2 − 48
,

pa je du�ina luka krive

s =

∫ 8

7

√
2(x+ 2

√
6)2

x2 − 48
dx =

√
2

∫ 8

7

|x+ 2
√

6|√
x2 − 48

dx =
√

2

∫ 8

7

x+ 2
√

6√
x2 − 48

dx

=
√

2

∫ 8

7

x√
x2 − 48

dx+ 4
√

3

∫ 8

7

1√
x2 − 48

dx =
√

2
√
x2 − 48

∣∣∣8
7
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+ 4
√

3 ln
(
x+

√
x2 − 48

) ∣∣∣8
7

= 3
√

2− 4
√

3 ln
3

2
.

Zadaci za ve�bu:

1. Izraqunati povrxinu oblasti D koja je ograniqena krivom

y = sin 2x cos 2x i pravama y = 0, x = 0, x =
π

4
. Izraqunati

zapreminu tela T koje nastaje rotacijom date oblasti oko x−ose.
2. Izraqunati povrxinu oblasti D koja je ograniqena krivom

y =
2 ln2 x+ 2 lnx− 1

3x2
i pravama y = 0, x = e, x = e2.

3. Izraqunati povrxinu oblasti D koja je ograniqena krivom

y = 3

√
x− 1

x+ 2
i pravama y = 0, x = 2, x = 6.

4. Izraqunati zapreminu tela T nastalog rotacijom krive y =
tg x+ 1 oko x−ose za x ∈

[
0, π4
]
.

5. Izraqunati povrxinu oblasti D odre�ene uslovima y > 3−x
i (x− 1)2 + (y − 1)2 6 1.

6. Izraqunati du�inu luka krive y = ln

(
ex − 1

ex + 1

)
za x ∈ [1, 2].

Ve�be planirane za 7.5.2020.

Povrxina omotaqa rotacionog tela

Neka je f : [a, b]→ R neprekidna, diferencijabilna i neka je prvi
izvod f ′ neprekidna funkcija. Povrxina omotaqa tela koje nastaje
rotacijom krive y = f(x) oko x−ose na segmentu [a, b] data je sa

P (M) = 2π

∫ b

a

|f(x)|
√

1 + (f ′(x))2 dx.

Zadatak 40. Izraqunati povrxinu omotaqa rotacionog tela koje

nastaje rotacijom krive y = cosx oko x-ose za x ∈
[
0,
π

2

]
.

Primetimo prvo da je | cosx| = cos x jer x ∈
[
0,
π

2

]
. Kako je
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f ′(x) = − sinx to je povrxina

P (M) = 2π

∫ π
2

0

cosx
√

1 + sin2 x dx =

{
t = sinx x = 0⇒ t = 0

dt = cosx dx x = π
2 ⇒ t = 1

}
= 2π

∫ 1

0

√
1 + t2 dt = π

(
t
√

1 + t2 + ln
(
t+
√

1 + t2
)) ∣∣∣∣1

0

= π
(√

2 + ln
(

1 +
√

2
))

.

Zadatak 41. Izraqunati povrxinu povrxi nastale rotacijom kri-

ve y = 3
√
x oko x−ose za x ∈

[
1

8
, 1

]
.

Povrxina je

P (M) = 2π

∫ 1

1
8

3
√
x

√
1 +

1

9
3
√
x4
dx = 2π

∫ 1

1
8

x
1
3

(
1 +

x−
4
3

9

) 1
2

dx

=

{
x = t−

3
4 x = 1

8 ⇒ t = 16

dx = −3
4t
− 7

4 dt x = 1⇒ t = 1

}
= −3π

2

∫ 1

16

t−2

(
1 +

t

9

) 1
2

dt

=
3π

2

∫ 16

1

t−2

(
1 +

t

9

) 1
2

dt =

{
1 + t

9 = z2 t = 1⇒ z =
√

10
3

dt = 18z dz t = 16⇒ z = 5
3

}
=
π

3

∫ 5
3

√
10
3

z2

(z2 − 1)2
dz = 5.065...

Nesvojstveni integrali

Proxiri�emo pojam odre�enog integrala na ograniqenom interva-
lu [a, b] na interval koji mo�e biti neograniqen, ondnosno oblika
(−∞, b], [a,+∞), (−∞,+∞) gde su a, b ∈ R. Tako�e, mo�e se desiti
da je funkcija neograniqena u blizini taqaka a ili b, odnosno da
ima vertikalnu asimptotu.
Posmatrajmo interval [a,+∞) i na �emu definisanu i inte-

grabilnu (u obiqnom smislu) na svakom podsegmentu oblika [a, b]
funkciju f .
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Posmatrajmo lim
b→+∞

∫ b

a

f(x) dx. Definixemo nesvojstveni inte-

gral prve vrste sa∫ +∞

a

f(x) dx = lim
b→+∞

∫ b

a

f(x) dx,

i ka�emo da on konvergira ukoliko limes postoji, a u suprotnom
da divergira.
Sa slike vidimo da je geometrijska interpretacija datog inte-

grala zapravo povrxina neograniqene oblasti u ravni. Ukoliko ta
povrxina ima konaqnu meru onda ka�emo da integral konvergira,
u suprotnom da divergira.

Sliqno se definixe integral

∫ b

−∞
f(x) dx.

Zadatak 42. Izraqunati integrale:

∫ ∞
1

dx

x2
;a)

∫ +∞

1

dx√
x
;b)∫ +∞

1

arctg x

1 + x2
dx;v)

∫ +∞

0

e−x dx;g)∫ +∞

1

dx

x(1 + x)
;d)

∫ +∞

5

dx

x2 − 6x+ 8
;�)∫ +∞

0

e−2x sin 3x dx.e)
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Rexe�e:

a) Da bi sraqunali ovakve integrale prvo raqunamo

∫ b

a

f(x) dx,

pa onda pustimo limes.∫ b

1

dx

x2
= −1

x

∣∣∣∣b
1

= 1− 1

b
.

Odatle je ∫ +∞

1

dx

x2
= lim

b→+∞

∫ b

1

dx

x2
= lim

b→+∞

(
1− 1

b

)
= 1.

b) Kako je ∫ b

1

dx√
x

= 2
√
x
∣∣∣b
1

= 2
(√

b− 1
)
,

to je ∫ +∞

1

dx√
x

= lim
b→+∞

∫ b

1

dx√
x

= lim
b→+∞

2
(√

b− 1
)

= +∞.

v) Kako je∫ b

1

arctg x

1 + x2
dx =

{
t = arctg x x = 1⇒ t = π

4

dt = dx
1+x2 x = b⇒ t = arctg b

}
=

∫ arctg b

π
4

t dt

=
t2

2

∣∣∣∣∣
arctg b

π
4

=
1

2

(
(arctg b)2 − π2

16

)
,

to je∫ +∞

1

arctg x

1 + x2
dx = lim

b→+∞

∫ b

1

arctg x

1 + x2
dx = lim

b→+∞

1

2

(
(arctg b)2 − π2

16

)
=

1

2

(
π2

4
− π2

16

)
=

3π2

32
.

g) Kako je ∫ b

0

e−x dx = −e−x
∣∣∣b
0

= 1− e−b,
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to je ∫ +∞

0

e−x dx = lim
b→+∞

∫ b

0

e−x dx = lim
b→+∞

(
1− e−b

)
= 1.

d) Kako je∫ b

1

dx

x(x+ 1)
=

∫ b

1

(
1

x
− 1

1 + x

)
dx = (lnx− ln (x+ 1))

∣∣b
1

= ln b− ln(b+ 1) + ln 2 = ln

(
b

b+ 1

)
+ ln 2,

to je∫ +∞

1

dx

x(x+ 1)
= lim

b→+∞

∫ b

1

dx

x(x+ 1)
= lim

b→+∞

(
ln

(
b

b+ 1

)
+ ln 2

)
= ln 1 + ln 2 = ln 2.

Primetimo da u prethodnom primeru nismo ,,spojili" logaritme u
jedan, dobili bi limes oblika ” +∞− (+∞)”, a koji nije odre�en.
�) Kako je∫ b

5

dx

x2 − 6x+ 8
=

∫ b

5

dx

(x− 3)2 − 1
=

1

2
ln

∣∣∣∣x− 4

x− 2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣b
5

=
1

2

(
ln

∣∣∣∣b− 4

b− 2

∣∣∣∣− ln
1

3

)
,

to je∫ +∞

5

dx

x2 − 6x+ 8
= lim

b→+∞

∫ b

5

dx

x2 − 6x+ 8
= lim

b→+∞

1

2

(
ln

∣∣∣∣b− 4

b− 2

∣∣∣∣− ln
1

3

)
=

1

2

(
ln 1− ln

1

3

)
=

ln 3

2
.

e) Kako je∫ b

0

e−2x sin 3x dx− =
e−2x(2 sin 3x+ 3 cos 3x)

13

∣∣∣∣∣
b

0

= − 1

13

(
e−2b(2 sin 3b+ 3 cos 3b)− 3

)
,
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to je∫ +∞

0

e−2x sin 3x dx = lim
b→+∞

∫ b

0

e−2x sin 3x dx

= lim
b→+∞

− 1

13

(
e−2b(2 sin 3b+ 3 cos 3b)− 3

)
=

3

13
.

Zadatak 43. Ispitati konvergenciju integrala

∫ +∞

1

dx

xp
u zavi-

snosti od realnog parametra p.

Neka je p 6= 1. Tada je∫ b

1

dx

xp
=

x1−p

1− p

∣∣∣∣∣
b

1

=
b1−p

1− p
− 1

1− p
.

Odatle sledi da je∫ +∞

1

dx

xp
= lim

b→+∞

∫ b

1

dx

xp
= lim

b→+∞

(
b1−p

1− p
− 1

1− p

)
=

{ 1
p−1 , p > 1

+∞, p < 1
,

jer je lim
b→+∞

b1−p = 0 ako je 1−p < 0, odnsono p > 1, a lim
b→+∞

b1−p = +∞
ako je 1− p > 0, odnosno p < 1.
Ako je p = 1 imamo∫ +∞

1

dx

x
= lim

b→+∞

∫ b

1

dx

x
= lim

b→+∞
ln b = +∞.

Iz svega vidimo da integral

∫ +∞

1

dx

xp
konvergira ako i samo ako je

p > 1.
Pretpostavimo sada da je funkcija f : [a, b) → R neograniqena

u blizini taqke x = b i za svako ε > 0 integrabilna na segmentu
[a, b− ε].

Pomsmatrajmo lim
ε→0+

∫ b−ε

a

f(x) dx. Definixemo nesvojstveni integral

druge vrste sa ∫ b

a

f(x) dx = lim
ε→0+

∫ b−ε

a

f(x) dx,

i ka�emo da on konvergira ako limes postoji, a u suprotnom da
divergira.
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Ako je funkcija neograniqena u blizini taqke x = a, tada je∫ b

a

f(x) dx = lim
ε→0+

∫ b

a+ε

f(x) dx.

Zadatak 44. Izraqunati integrale:

∫ 1

0

dx√
x
;a)

∫ 1

0

dx

x2
;b)

∫ 1

0

lnx dx;v)∫ 1
2

0

dx

x lnx
;g)

∫ π
2

0

tg x dx;�)

∫ 2

1

dx√
4x− x2 − 3

.e)

Rexe�e:

a) Funkcija f(x) =
1√
x
nije ograniqena u blizini taqke x = 0.

Imamo da je ∫ 1

ε

dx√
x

= 2
√
x
∣∣1
ε

= 2− 2
√
ε.

Odatle je ∫ 1

0

dx√
x

= lim
ε→0+

∫ 1

ε

dx√
x

= lim
ε→0+

(
2− 2

√
ε
)

= 2.

b) Funkcija f(x) =
1

x2
je neograniqena u okolini taqke x = 0.

Imamo da je ∫ 1

ε

dx

x2
= −1

x

∣∣∣∣∣
1

ε

= 1− 1

ε
.
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Odatle je ∫ 1

0

dx

x2
= lim

ε→0+

∫ 1

ε

dx

x2
= lim

ε→0+

(
1− 1

ε

)
= −∞.

v) Funkcija f(x) = lnx nije ograniqena u blizini taqke x = 0.
Imamo da je ∫ 1

ε

lnx dx = (x lnx− x)
∣∣1
ε

= ε− 1 + ε ln ε.

Odatle je∫ 1

0

lnx dx = lim
ε→0+

∫ 1

ε

lnx dx = lim
ε→0+

(ε− 1 + ε ln ε) = −1,

jer je lim
ε→0+

ε ln ε = 0, xto se rexava primenom Lopitalove teoreme

jer je lim
ε→0+

ε ln ε = lim
ε→0+

lnx
1
x

, a posled�i limes je oblika ”
∞
∞

”.

g) Funkcija f(x) =
1

x lnx
nije ograniqena u blizini taqke x = 0.

Imamo da je ∫ 1
2

ε

dx

x lnx
= ln |lnx|

∣∣ 12
ε

= ln

∣∣∣∣ln 1

2

∣∣∣∣− ln |ln ε| .

Odatle je∫ 1
2

0

= lim
ε→0+

∫ 1
2

ε

dx

x lnx
= lim

ε→0+

(
ln

∣∣∣∣ln 1

2

∣∣∣∣− ln |ln ε|
)

= −∞,

jer je lim
ε→0+

ln |ln ε| = +∞.

d) Funkcija f(x) = tg x nije ograniqena u blizini taqke x =
π

2
.

Imamo da je∫ π
2−ε

0

tg x dx = − ln |cosx|
∣∣π2−ε
0

= − ln
∣∣∣cos

(π
2
− ε
)∣∣∣ = − ln |sin ε| .

Odatle je∫ π
2

0

tg x dx = lim
ε→0+

∫ π
2−ε

0

tg x dx = lim
ε→0+
− ln |sin ε| = +∞.
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d) Funkcija
1√

4x− x2 − 3
nije ograniqena u blizini taqke x =

1. Imamo da je∫ 2

1+ε

dx√
4x− x2 − 3

=

∫ 2

1+ε

dx√
1− (x− 2)2

= arcsin (x− 2)
∣∣2
1+ε

= arcsin 0− arcsin (ε− 1) = −arcsin (ε− 1) .

Odatle je∫ 2

1

dx√
4x− x2 − 3

= lim
ε→0+

∫ 2

1+ε

dx√
4x− x2 − 3

= lim
ε→0+

arcsin (ε− 1)

= −arcsin (−1) =
π

2
.

Za ve�bu pokazati da integral

∫ 1

0

dx

xp
konvergira ako i samo ako

je p < 1.

Beta i Gama funkcija

Neka su α > 0 i β > 0.
Gama funkcija je funkcija Γ : (0,+∞) → (0,+∞) definisana

sa

Γ(α)
def

=

∫ +∞

0

xα−1e−x dx.

Beta funkcija je funkcija B : (0,+∞)×(0,+∞) → (0,+∞)
definisana sa

B(α, β)
def

=

∫ 1

0

xα−1(1− x)β−1 dx.

Osnovna svojstva:
1. Γ(α + 1) = αΓ(α);
2. Γ(n+ 1) = n! za n ∈ N0;

3. Ako je α ∈ (0, 1), onda je Γ(α)Γ(1− α) =
π

sinαπ
;

4. B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

Iz osobine 3. imamo da je Γ2
(

1
2

)
= Γ

(
1
2

)
Γ(1 − 1

2) = π
sin π

2
= π,

odakle je Γ
(

1
2

)
=
√
π. Iz osobine 2. imamo da je Γ(1) = Γ(0 + 1) =

89



0! = 1, a iz osobina 3. i 4. da je B(α, 1− α) = Γ(α)Γ(1−α)
Γ(α+1−α) = π

sinαπ , ako

je α ∈ (0, 1).
Napomenimo da kada nada	e budemo uvodili smene, sa x = +∞

i sliqno, �emo kra�e oznaqavati zapravo da x u limesu te�i be-
skonaqnosti.
Izraqunajmo koliko je npr. Γ(9

2).

Γ

(
9

2

)
= Γ

(
1 +

7

2

)
=

7

2
Γ

(
7

2

)
=

7

2
Γ

(
1 +

5

2

)
=

7

2
· 5

2
· Γ
(

5

2

)
= · · · = 7

2
· 5

2
· 3

2
· 1

2
· Γ
(

1

2

)
=

105
√
π

16
.

Zadatak 45. Iraqunati:

∫ +∞

0

(x+ 1)e−
√
x 4
√
x dx;a)

∫ +∞

1

(x− 1)
3
2e−x dx;b)

∫ +∞

1

(lnx)
3
2

x2
dx.v)

Rexe�e:

a) Kako je u definiciji gama funkcije u integralu stoji e−x, to
se name�e da smena bude t =

√
x, odnosno x = t2.∫ +∞

0

(x+ 1)e−
√
x 4
√
x dx =

{
x = t2 x = 0⇒ t = 0

dx = 2t dt x = +∞⇒ t = +∞

}
= 2

∫ +∞

0

(t2 + 1)e−tt
√
t dt = 2

∫ +∞

0

t
3
2 (t2 + 1)e−t dt = 2

∫ +∞

0

t
7
2e−t dt

+ 2

∫ +∞

0

t
3
2e−t dt = 2

(∫ +∞

0

t
9
2−1e−t dt+

∫ +∞

0

t
5
2−e−t dt

)
= 2

(
Γ

(
9

2

)
+ Γ

(
5

2

))
= 2

(
105
√
π

16
+

3
√
π

4

)
=

117
√
π

8
.

b) Ovde vidimo da nam do�a granica ne kre�e od nule, pa moramo
negde da uvedemo smenu t = x− 1, a to se i name�e.∫ +∞

1

(x− 1)
3
2e−x dx =

{
t = x− 1 x = 1⇒ t = 0
dt = dx x = +∞⇒ t = +∞

}
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=

∫ +∞

0

t
3
2e−(1+t) dt = e−1

∫ +∞

0

t
3
2e−t dt =

1

e
Γ

(
5

2

)
=

3
√
π

4e
.

v) Smenom t = lnx, odnosno x = et itegral svodimo na gama
funkciju.∫ +∞

1

(lnx)
3
2

x2
dx =

{
x = et x = 1⇒ t = 0

dx = et dt x = +∞⇒ t = +∞

}
=

∫ +∞

0

t
3
2e−t dt

= Γ

(
5

2

)
=

3
√
π

4
.

Zadatak 46. Izraqunati:

∫ 1

0

√
x− x2 dx;a)

∫ 1

0

dx
n
√

1− xn
, n > 2;b)∫ +∞

0

x2

(1 + x4)2
dx.v)

Rexe�e:

a) ∫ 1

0

√
x− x2 dx =

∫ 1

0

√
x(1− x) dx =

∫ 1

0

x
1
2 (1− x)

1
2 dx

= B

(
3

2
,
3

2

)
=

Γ
(

3
2

)
Γ
(

3
2

)
Γ
(

3
2 + 3

2

) =
Π
4

Γ (3)
=

π
4

2!
=
π

8
.

b) ∫ 1

0

dx
n
√

1− xn
=

{
t = xn ⇒ x = t

1
n x = 0⇒ t = 0

dx = t
1
n−1

n dt x = 1⇒ t = 1

}

=
1

n

∫ 1

0

t
1
n−1(1− t)−

1
n dt =

1

n
B

(
1

n
, 1− 1

n

)
=

1

n

π

sin π
n

,

jer je
1

n
∈ (0, 1) za n > 2.

v) Ovaj tip zadataka se svodi na beta funkciju smenom t =
1

1 + x4
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odakle je x =
4

√
1− t
t∫ +∞

0

x2

(1 + x4)2
dx =

 x = 4

√
1−t
t x = 0⇒ t = 1

dx = − (1−t)−
3
4

4t
5
4

dt x = +∞⇒ t = 0


= −1

4

∫ 0

1

(1− t)
1
2 t−

1
2 t2(1− t)−

3
4 t−

5
4 dt =

1

4

∫ 1

0

t
1
4 (1− t)−

1
4 dt

=
1

4
B

(
5

4
,
3

4

)
=

1

4

Γ
(

5
4

)
Γ
(

3
4

)
Γ (2)

=
1
4Γ
(

1
4

)
Γ
(

3
4

)
4

=
Γ
(

1
4

)
Γ
(

3
4

)
16

=
1

16

π

sin π
4

=
π

8
√

2
.

Zadatak 47. Izraqunati:

∫ π
2

0

sin10 x cos10 x dx;a)

∫ π
2

0

sin
5
2 x cos

11
2 x dx.b)

Rexe�e:

Ovakav tip zadataka se svodi na beta funkciju smenom t = sin2 x.
a) ∫ π

2

0

sin10 x cos10 x dx =

∫ π
2

0

sin9 x cos9 x sinx cosx dx

=

∫ π
2

0

(sin2 x)
9
2 (cos2 x)

9
2 sinx cosx dx

=

{
t = sin2 x x = 0⇒ t = 0

2 sinx cosx dx = dt x = π
2 ⇒ t = 1

}
=

1

2

∫ 1

0

t
9
2 (1− t)

9
2 dt =

1

2
B

(
11

2
,
11

2

)
=

1

2

Γ
(

11
2

)
Γ
(

11
2

)
Γ (11)

=
1

2

(
9
2 ·

7
2 ·

5
2 ·

3
2 ·

1
2

)2 (
Γ
(

1
2

))2

10!
=

1

2

(
9
2 ·

7
2 ·

5
2 ·

3
2 ·

1
2

)2
π

10!
.

Deo pod b) uraditi za ve�bu.
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Ve�be planirane za 14.5.2020.

Diferencijalna jednaqina koja razdvaja promen	ive

Diferencijalna jednaqina oblika

y′ = f(x)g(x)

je diferencijalna jednaqina koja razdvaja promen	ive. Rexava se

tako xto se prvo izvod napixe u diferencijalnom obliku y′ =
dy

dx
pa onda sve xto ima x ,,odlazi"uz dx, a sve xto ima y uz dy i na
kraju se ti izrazi integrale zasebno po x i po y. Dakle,

y′ =
dy

dx
= f(x)g(y)⇒ dy

g(y)
= f(x)dx

/∫
⇒
∫

dy

g(y)
=

∫
f(x) dx+ C −Opxte rexe�e.

Primetimo da smu u rexava�u ove jednaqine delili izrazom
g(y). Sve to smo radili pod pretpostavkom da on nije identiqki
jednak nuli. Rexe�a jednaqine g(y) = 0 �e biti kandidati za
singularna rexe�a, odnosno rexe�a koja se ne mogu dobiti iz
opxteg za neku vrednost konstante C.

Zadatak 48. Rexiti diferecijalne jednaqine:

y′ = ex+y;a) (1 + ex)yy′ = ex;b)

y′ − x2 = y(x2y + x2 − 2y′);v) y′ =
3
√

1 + y3

(1 + x2)2
;g)

y(1− x2)dy = x(1− y2)dx;d) y′ − sin
x+ y

2
= sin

x− y
2

.�)

Rexe�e:

a)

y′ = ex+y = exey ⇒ dy

dx
= exey ⇒ dy

ey
= ex dx⇒

∫
dy

ey
=

∫
ex dx

⇒ −e−y = ex + C − opxte rexe�e.
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Rexe�e mo�emo ostaviti u ovom obliku, a mo�emo i malo srediti.

e−y = −(ex + C)⇒ −y = ln (−ex − C)⇒ y = − ln (−ex − C) .

Data dif. jednaqina nema singularnih rexe�a zato xto je g(y) =
ey 6= 0.
b)

(1 + ex)yy′ = ex ⇒ y′ =
ex

y(1 + ex)
=

1

y

ex

1 + ex
⇒ dy

dx
=

1

y

ex

1 + ex

⇒ y dy =
ex

1 + ex
dx⇒

∫
y dy =

∫
ex

1 + ex
dx

⇒ y2

2
= ln (1 + ex) + C − opxte rexe�e.

Jednaqina nema singularnih rexe�a zato xto je g(y) =
1

y
6= 0.

v) Prvo transformiximo malo datu jednaqinu.

y − x2 = y(x2y + x2 − 2y′) = x2y2 + x2y − 2y′y ⇒ y′ + 2y′y

= x2y2 + x2y + x2 ⇒ y′(1 + 2y) = x2(y2 + y + 1)

⇒ y′ = x2y
2 + y + 1

2y + 1
.

Odatle je

dy

dx
= x2y

2 + y + 1

2y + 1
⇒ dy

y2+y+1
2y+1

= x2 dx⇒
∫

2y + 1

y2 + y + 1
dy =

∫
x2 dx

⇒ ln
(
y2 + y + 1

)
=
x3

3
+ C − opxte rexe�e.

Jednaqina nema signularnih rexe�a jer je g(y) =
y2 + y + 1

2y + 1
6= 0

zato xto je y2 + y + 1 6= 0.
g)

y′ =
3
√

1 + y3

(1 + x2)2
⇒ dy

dx
=

3
√

1 + y3

(1 + x2)2
⇒ dy

3
√

1 + y3
=

dx

(1 + x2)2

⇒
∫

dy
3
√

1 + y3
=

∫
dx

(1 + x2)2
+ C.
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Ostaje da reximo date integrale. Od ranije je poznato da je∫
dx

(1 + x2)

2

=
x

2(1 + x2)
+

arctg x

2
.

Sraqunajmo integral po y.∫
dy

3
√

1 + y3
=

∫
(1 + y3)−

1
3 dy =

{
y3 = t⇒ y = t

1
3

dy = t−
2
3

3 dt

}
1

3

∫
t−

2
3 (1 + t)−

1
3 =

1

3

∫
t−1

(
1 + t

t

)− 1
3

dt =

{
1+t
t = z3 ⇒ t = 1

z3−1

dt = − 3z2

(z3−1)2 dz

}

= −
∫

(z3 − 1)z−1 z2

(z3 − 1)2
dz = −

∫
z

z3 − 1
dz =

1

3

∫
z − 1

z2 + z + 1
dz

− 1

3

∫
dz

z − 1
=

1

6
ln
(
z2 + z + 1

)
−
√

3

3
arctg

(
2z + 1√

3

)
− 1

3
ln |z − 1|

=
1

6
ln

 3

√(
1 +

1

y3

)2

+ 3

√
1 +

1

y3
+ 1

− √3

3
arctg

2 3

√
1 + 1

y3

√
3


− 1

3
ln

∣∣∣∣ 3

√
1 +

1

y3
− 1

∣∣∣∣ .
Prema tome, opxte rexe�e je dato sa

1

6
ln

 3

√(
1 +

1

y3

)2

+ 3

√
1 +

1

y3
+ 1

− √3

3
arctg

2 3

√
1 + 1

y3

√
3


− 1

3
ln

∣∣∣∣ 3

√
1 +

1

y3
− 1

∣∣∣∣ =
x

2(1 + x2)
+

arctg x

2
+ C.

Primetimo da ovo va�i ako je g(y) = 3
√

1 + y3 6= 0, odnosno y 6=
−1. Konstantna funkcija y = −1 jeste rexe�e date dif. jednaqine
u xta se neposredno uveravamo zamenom u jednaqinu. Zaista, leva

strana jednaqine je y′ = (−1)′ = 0, a desna je
0

(1 + x2)2
= 0, xto

znaqi da je leva jednaka desnoj i jednakost va�i, odnosno funkcija
y = −1 jeste rexe�e date dif. jedaqine. Da je ono singularno
uveravamo se tako xto funkcju y = −1 ,,ubacimo"u opxte rexe�e.
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Posle ubaciva�a i kra�eg sre�iva�a dobijamo

0 =
x

2(1 + x2)
+

arctg x

2
+ C ⇒ −C =

x

2(1 + x2)
+

arctg x

2
.

Leva strana jednakosti je konstanta, a desna je promen	iva, pa
ne mogu biti jednake (ovde je jako bitno napomenuti da NE TRA-
�IMO REXE�E JEDNAQINE, nego jednakost posmatramo kao
jednakost dve funkcije na nekom intervalu, jer x zapravo pripada
nekom intervalu i me�a se, a C se ne me�a!). To znaqi da je rexe�e
y = −1 singularno rexe�e.
d) U ovom primeru dif. jednaqina je data u diferencijalnom

obliku. Iz tog oblika vidimo da je

dy

dx
=
x(1− y2)

y(1− x2)
=

x

1− x2
· 1− y

2

y
.

Odatle imamo da je

y

1− y2
dy =

x

1− x2
dx⇒

∫
y

1− y2
dy =

∫
x

1− x2
dx

⇒ −1

2
ln
∣∣1− y2

∣∣ = −1

2
ln
∣∣1− x2

∣∣+ C

⇒ −1

2
ln

∣∣∣∣1− y2

1− x2

∣∣∣∣ = C ⇒
∣∣∣∣1− y2

1− x2

∣∣∣∣ = e−2C

⇒ 1− y2

1− x2
= ±e−2C = C1

⇒ 1− y2 = C1(1− x2)− opxte rexe�e.

Ovo va�i za g(y) = 1−y2
y 6= 0, odnosno za y 6= 1 i y 6= −1. Lako

se proverava da su funkcije y = ±1 zaista rexe�a date dif.
jednaqine. Ako zamenimo y = ±1 u opxte rexe�e, dobijamo da
je

0 = C1(1− x2),

odakle vidimo da �e ova jednakost va�iti, za sve x iz intervala
definisanosti, ako i samo ako je C1 = 0. To znaqi da data rexe�a
nisu singularna jer se mogu dobiti za konkretno C1!
�) Data dif. jednaqina je ekvilvaletna sa

y′ = sin
x+ y

2
+ sin

x− y
2

= 2 sin
x

2
cos

y

2
⇒ dy

dx
= 2 sin

x

2
cos

y

2
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⇒ dy

cos y
2

= 2 sin
x

2
dx⇒

∫
dy

cos y
2

= 2

∫
sin

x

2
dx+ C.

Rexavamo integrale:

2

∫
sin

x

2
dx = −4 cos

x

2
.

∫
dy

cos y
2

=

∫
cos y

2

1− sin2 y
2

dy = ln

∣∣∣∣1− sin y
2

1 + sin y
2

∣∣∣∣ .
Prema tome, opxte rexe�e je dato sa

ln

∣∣∣∣1− sin y
2

1 + sin y
2

∣∣∣∣ = −4 cos
x

2
+ C.

Ovo smo radili pod pretpostavkom cos
y

2
6= 0, odnsono y 6= π +

2kπ, k ∈ Z. Lako se vidi da su funkcije oblika y = π+2kπ, k ∈ Z
rexe�a date dif. jednaqine. Zamenom u opxte rexe�e dobijamo

ln

∣∣∣∣1− sin (π + kπ)

1 + sin (π + kπ)

∣∣∣∣ = −4 cos
x

2
+ C,

odnosno

0 = −4 cos
x

2
+ C.(∗)

Odavde zak	uqujemo da su sva rexe�a oblika y = π + 2kπ, k ∈ Z
singularna, jer ne postoji konstatna C za koju je ispu�ena jednakost
(*) za svako x iz intervala definisanosti.

Zadatak 49. Na�i ono rexe�e diferencijalne jednaqine y′ = xyex

koje zadovo	ava uslov y(0) = 1.

Rexe�e:

Ovakav tip zadataka je poznat kao Koxijev problem, odnosno
nala�e�e rexe�a dif. jednaqine koje zadovo	ava odre�eni uslov.
Taj uslov jox zovemo i poqetni uslov. Rexavamo ga tako xto prvo
reximo jednaqinu nekim metodama, a zatim iz opxteg rexe�a
odre�ujemo konretno rexe�e koje zadovo	ava taj uslov, odnosno
biramo konkretnu krivu koja prolazi kroz tu taqku, u ovom sluqaju
taqku (0, 1). Ponekad se mo�e desiti i da je to rexe�e neko od
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singularnih, ali to je re�i sluqaj. Dakle, prvo reximo datu je-
dnaqinu.

y′ = xyex ⇒ dy

dx
= xyex ⇒ dy

y
= xex dx⇒

∫
dy

y
=

∫
xex dx+ C

⇒ ln |y| = xex − ex + C − opxte rexe�e.

Ovo va�i za y 6= 0. Primetimo da funkcija y = 0 ne zadovo	ava
poqetni uslov (jer je konstantna i uvek ima vrednost 0). Dakle,
posmatramo samo opxte rexe�e. Poqetni uslov nam ka�e da za
x = 0⇒ y = 1. Zamenom dobijamo

ln 1 = 0e0 − e0 + C ⇒ 0 = −1 + C ⇒ C = 1.

Dakle, tra�eno rexe�e koje zadovo	ava poqetni uslov y(0) = 1 je
dato (u implicitnom obliku) sa

ln |y| = xex − ex + 1.

Homogena diferencijalna jednaqina

Diferencijalna jednaqina oblika

y′ = f
(y
x

)
je homogena dif. jednaqina i smenom z =

y

x
se svodi na jednaqinu

koja razdvaja promen	ive. Zaista, iz z =
y

x
sledi da je y = zx, pa

je y′ = z′x+ zx′ = z′x+ z. Zamenom u jednaqinu dobija se

z′x+ z = f(z)⇒ z′ =
f(z)− z

x
⇒ dz

dx
=
f(z)− z

x
,

a ova jednaqina razdvaja promen	ive. Kandidati za singularna
rexe�a bi�e rexe�a jednaqine f(z) − z = 0. Napomenimo da su
rexe�a ove jednaqine, ako postoje, uvek rexe�a polazne dif. je-
dnaqine, odnosno ako z = z0 rexe�e jednaqine f(z)− z = 0, tada je
funkcija y = z0x rexe�e polazne dif. jednaqine.

Zadatak 50. Rexiti diferencijalne jednaqine:
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y′ =
x+ y

x− y
;a) y′ =

x2 + y2

x2 − 2xy
;b)

xy′ =
√
x2 − y2 + y;v) xy′ = xe

y
x + y + x;g)

xy′ − y = (x+ y) ln

(
x+ y

x

)
.d)

Rexe�e:

a) Za x 6= 0 imamo

y′ =
x+ y

x− y
=
x(1 + y

x)

x(1− y
x)

=
1 + y

x

1− y
x

.

Uvodimo smenu z =
y

x
⇒ y′ = z′x+ z, pa jednaqina postaje

z′x+ z =
1 + z

1− z
⇒ z′x =

1 + z − z + z2

1− z
=

1 + z2

1− z
⇒ z′ =

1 + z2

x(1− z)

⇒ 1− z
1 + z2

dz =
dx

x
⇒
∫

1− z
1 + z2

dz =

∫
dx

x
+ C

⇒ arctg z − 1

2
ln
(
1 + z2

)
= ln |x|+ C.

Odatle dobijamo opxte rexe�e

arcctg
y

x
− 1

2
ln

(
1 +

y2

x2

)
= ln |x|+ C.

Dif. jednaqina nema singularna rexe�a jer jednaqina f(z)−z = 0,

tj. jednaqina
1 + z2

1− z
= 0 nema realna rexe�a.

b) Za x 6= 0 je

y′ =
x2 + y2

x2 − 2xy
=

1 +
(
y
x

)2

1− 2y
x

.

Smena z =
y

x
⇒ y′ = z′x+ z, pa se jednaqina svodi na

z′x+ z =
1 + z2

1− 2z
⇒ z′x =

1 + z2 − z + 2z2

1− 2z
=

3z2 − z + 1

1− 2z

⇒ 1− 2z

3z2 − z + 1
dz =

dx

x
⇒
∫

1− 2z

3z2 − z + 1
dz =

∫
dx

x
+ C
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⇒ 4

3
√

11
arctg

(
6z − 1√

11

)
− 1

3
ln
(
3z2 − z + 1

)
= ln |x|+ C.

Opxte rexe�e je dato sa

4

3
√

11
arctg

(
3y
x − 1
√

11

)
− 1

3
ln

(
3
(y
x

)2

− y

x
+ 1

)
= ln |x|+ C.

Dif. jednaqina nema singularna rexe�a jer jednaqina f(z)−z = 0,

tj. jednaqina
3z2 − z + 1

1− 2z
= 0 nema realna rexe�a.

v) Pretpostavmo da je x > 0 (sliqno se radi i kad je x < 0).
Imamo

xy′ =
√
x2 − y2 + y = x

√
1− y2

x2
+ y ⇒ y′ =

√
1− y2

x2
+
y

x
.

Uvodimo smenu z =
y

x
⇒ y′ = z′x+ z i jednaqina postaje

z′x+ z =
√

1− z2 + z ⇒ z′x =
√

1− z2 ⇒ dz√
1− z2

=
dx

x

⇒
∫

dz√
1− z2

=

∫
dx

x
+ C ⇒ arcsin z = lnx+ C.

Iz svega, opxte rexe�e je oblika

arcsin
y

x
= lnx+ C.

Ovo va�i za z 6= ±1, odnosno y 6= ±x. Ako je y = x, zamenom u
opxte rexeje dobijamo

arcsin 1 = lnx+ C ⇒ π

2
= lnx+ C ⇒ π

2
− C = lnx,

pa imamo jednakost konstantne funkcije
π

2
−C i promen	ive lnx

xto se ne mo�e ostvariti ni za jednu vrednost C, pa je rexe�e
y = x singularno rexe�e. Sliqno je i za z = −1, odnosno y = −x.
g) Za x 6= 0 je

xy′ = xe
y
x + y + x⇒ y′ = e

y
x +

y

x
+ 1.

Uvodimo smenu z =
y

x
⇒ y′ = z′x+ z i jednaqina postaje

z′x+ z = ez + z + 1⇒ z′x = ez + 1⇒ dz

ez + 1
=
dx

x
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⇒
∫

dz

ez + 1
=

∫
dx

x
+ C.

Integracijom, uz smenu ez + 1 = t dobijamo da je∫
dz

ez + 1
= z − ln (ez + 1) ,

pa je opxte rexe�e dato sa

y

x
− ln

(
e
y
x + 1

)
= ln |x|+ C.

Dif. jednaqina nema singularna rexe�a jer jednaqina ez + 1 = 0
nema realna rexe�a.
d) Za x 6= 0 imamo

xy′ − y = (x+ y) ln

(
x+ y

x

)
⇒ xy′ = y + (x+ y) ln

(
1 +

y

x

)
⇒ y′ =

y

x
+
(

1 +
y

x

)
ln
(

1 +
y

x

)
.

Uvodimo smenu z =
y

x
⇒ y′ = z′x+ z i jednaqina postaje

z′x+ z = z + (1 + z) ln(1 + z)⇒ z′x = (1 + z) ln(1 + z)

⇒ dz

(1 + z) ln(1 + z)
=
dx

x
⇒
∫

dz

(1 + z) ln(1 + z)
=

∫
dx

x
+ C.

Integracijom, uz smenu ln(1 + z) = t, dobijamo∫
dz

(1 + z) ln(1 + z)
= ln |ln(1 + z)| .

Odatle dobijamo opxte rexe�e

ln
∣∣∣ln(1 +

y

x

)∣∣∣ = ln |x|+ C.

Mo�emo malo srediti ovo rexe�e.

ln
∣∣∣ln(1 +

y

x

)∣∣∣ = ln |x|+ C ⇒ ln
∣∣∣ln(1 +

y

x

)∣∣∣− ln |x| = C

⇒ ln

∣∣∣∣∣ ln
(
1 + y

x

)
x

∣∣∣∣∣ = C ⇒

∣∣∣∣∣ ln
(
1 + y

x

)
x

∣∣∣∣∣ = eC = C1

⇒
ln
(
1 + y

x

)
x

= ±C1 = C2 ⇒ 1 +
y

x
= eC2x
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⇒ y = xeC2x − x.

Ovo smo radili pod pretpostavkom da je (1 + z) ln(1 + z) 6= 0.
Singularna rexe�a mogu biti rexe�a jednaqine (1+z) ln (1 + z) =
0, odnosno z = −1 ili 1 + z = 1 ⇐⇒ z = 0, odnosno y = −x ili
y = 0.
Ako ubacimo y = −x u opxte rexe�e dobijamo −x = xeC2x −

x ⇐⇒ 0 = xeC2x. Ako je x > 0 (odnsono x pripada nekom intervalu
(a,b) koji je desno od nule) i pustimo da C2 → −∞, dobi�emo da je
posled�a jednakost zadovo	ena.
Ako ubacimo y = 0 u opxte rexe�e dobijamo 0 = xeC2x − x xto

je taqno za C2 = 0.
Iz svega vidimo da funkcije y = −x i y = 0 potpadaju pod

opxte rexe�e, pa nisu singularna.

Zadatak 51. Rexiti diferencijalne jednaqine:

y′ =
−7x+ 3y + 7

3x− 7y − 3
;a) y′ = − x+ y + 1

2x+ 2y − 1
.b)

Ova dva primera su dif. jednaqine oblika

y′ = f

(
ax+ by + e

cx+ dy + f

)
,

a koje se svode na homogenu u zavisnosti od toga kakvi su a, b, c, d.
Ako je ad − bc 6= 0, onda smenom x = u + α, y = v + β, gde α i β
odabiramo pogodno, jednaqinu svodimo na homogenu. Drugi sluqaj
je ad − bc = 0, pa se smenom ax + by + d = z jednaqina svodi na
jednaqinu koja razdvaja promen	ive.

a) Ovde je a = −7, b = 3, c = 3, d = −7, pa je ad − bc = 40 6= 0.
Uvodimo smenu

x = u+ α

y = v + β.

Moramo sada da izrazimo y′ u terminima u i v.

y′ =
dy

dx
=
d(v + β)

d(u+ α)
=
dv

du
= v′.
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Kada ubacimo smene u jednaqinu dobijamo

v′ =
−7(u+ α) + 3(v + β) + 7

3(u+ α)− 7(v + β)− 3
=
−7u+ 3v − 7α + 3β + 7

3u− 7v + 3α− 7β − 3
.

Ako bi koeficijenti u imeniocu i brojiocu bili jednaki nuli,
jednaqina bi bila homogena. Zato tek odavde mo�emo da vidimo
kako da odaberemo α i β. Rexavamo sistem

− 7α + 3β + 7 = 0

3α− 7β − 3 = 0.

Rexe�e je α = 1, β = 0, odnosno naxe smene su

x = u+ 1

y = v.

Jednaqina sada postaje

v′ =
−7u+ 3v

3u− 7v
=
u
(
−7 + 3v

u

)
u
(
3− 7v

u

) =
−7 + 3v

u

3− 7v
u

.

Ovo je homogena jednaqina uz oznake da je u je nezavisna, a v je

zavisna promen	iva. Uvodimo smenu z =
v

u
gde je z = z(u), a odatle

je (isto kao kad imamo x i y) v′ = z′v+ z, pa se jednaqina svodi na

z′u+ z =
−7 + 3z

3− 7z
⇒ z′u =

−7 + 3z − 3z + 7z2

3− 7z
=

7z2 − 7

3− 7z

⇒ 3− 7z

7z2 − 7
dz =

du

u
⇒
∫

3− 7z

7z2 − 7
dz =

∫
du

u
+ C

⇒ −5 ln |z + 1|+ 2 ln |z − 1|
7

= ln |u|+ C

⇒ −
5 ln

∣∣ v
u + 1

∣∣+ 2 ln
∣∣ v
u − 1

∣∣
7

= ln |u|+ C.

Odatle je opxte rexe�e oblika

−
5 ln

∣∣ y
x−1 + 1

∣∣+ 2 ln
∣∣ y
x−1 − 1

∣∣
7

= ln |x− 1|+ C.

Mo�e se pokazati (posle sre�iva�a izraza) da se rexe�a z = ±1,
odnosno y = ±(x− 1) mogu dobiti iz opxteg, pa nisu singularna.
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b) Primetimo da ovde imamo drugi sluqaj koji je napomenut pre
zadatka. Uvodimo smenu z = x + y + 1 ⇐⇒ x + y = z − 1, odnosno
y = z − x− 1⇒ y′ = z′ − 1. Ubaciva�em u jednaqinu dobijamo

z′ − 1 = − z

2z − 3
⇒ z′ = − z

2z − 3
+ 1 =

−z + 2z − 3

2z − 3
=

z − 3

2z − 3

⇒ 2z − 3

z − 3
dz = dx⇒

∫
2z − 3

z − 3
dz =

∫
dx+ C

⇒ 2z + 3 ln |z − 3| = x+ C.

Odatle je opxte rexe�e dato sa

2(x+ y + 1) + 3 ln |x+ y − 2| = x+ C.

Ovo je ra�eno pod pretpostavkom da je z − 3 6= 0. Posle sre�iva�a
opxteg rexe�a dobijamo

(x+ y − 2)3 = C1e
−2(x+y+1)+x,

pa vidimo da se je z = 3, odnsno y = 2 − x rexe�e jednaqine koje
se dobija za vrednost C1 = 0 te stoga nije singularno.

Linearna diferencijalna jednaqina

Linearna diferencijalna jednaqina je jednaqina oblika

y′ + p(x)y = q(x),

gde su p(x), q(x) neprekidne funkcije i q(x) 6= 0 (jer u suprotnom
dobijamo jednaqinu koja razdvaja promen	ive). Opxte rexe�e li-
nearne dif. jednaqine je dato sa

y = e−
∫
p(x) dx

(
C +

∫
e
∫
p(x) dxq(x) dx

)
.

Napomenimo da linearna dif. jednaqina nema singularna rexe�a.

Tako�e, qesto �e se jav	ati da je

∫
p(x) dx = ln |A|. U zadacima

�emo pisati logaritam bez apsolutne vrednosti, odnosno

∫
p(x) dx =

lnA. Razlog je u tome xto se dobija isti oblik rexe�a i za |A| > 0
i |A| < 0. Zaista, ako je |A| < 0 imamo

y = e− ln (−A)

(
C +

∫
eln(−A)q(x) dx

)
= − 1

A

(
C −

∫
Aq(x) dx

)
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=
1

A

(
−C +

∫
Aq(x) dx

)
=

1

A

(
C1 +

∫
Aq(x) dx

)
,

gde je −C = C1 opet neka konstanta. Isti oblik rexe�a se dobija
i ako je |A| > 0. U ovom pokaziva�u smo koristili osobine ekspo-

nencijalne i logaritamske funkcije elnx = x i e− lnx =
1

x
.

Zadatak 52. Rexiti diferencijalne jednaqine:

xy′ = y + x lnx;a)

xy′ + xy = 3x2e−x − y;b)

y′ − 2y

sin 2x
=

tg x

(1x2) lnx
;v)

y′ =
y

x2 + 3x+ 2
+

(x+ 1) sin 2x

(x+ 2)(cos2 x+ 2)2
;g)

y′ +

(
1− x
x2 + 1

+
1

x lnx

)
y =

1− x
(x2 + 1) lnx

;d)

y′(x cos y + sin 2y) = 1.�)

Rexe�e:

a) De	e�em jednaqine sa x 6= 0 dobijamo

y′ =
y

x
+ lnx, odnosno y′ − 1

x
y = lnx.

Iz ovog oblika vidimo da je p(x) = −1

x
, q(x) = lnx. Raqunamo

odgovaraju�e integrale koji se pojav	uju u opxtem rexe�u.∫
p(x) dx = −

∫
dx

x
= − lnx.

∫
e
∫
p(x) dxq(x) dx =

∫
1

x
lnx dx =

ln2 x

2
.

Konaqno, opxte rexe�e je

y = elnx

(
C +

ln2 x

2

)
= x

(
C +

ln2 x

2

)
.
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b) De	e�em sa x 6= 0 dobijamo

y′ + y = 3xe−x − y

x
, odnosnoy′ +

(
1 +

1

x

)
y = 3xe−x.

Vidimo da je p(x) = 1 +
1

x
, q(x) = 3xe−x. Raqunamo∫

p(x) dx =

∫ (
1 +

1

x

)
dx = x+ lnx.

∫
e
∫
p(x) dxq(x) dx =

∫
e(x+lnx)3xe−x dx =

∫
3x2 dx = x3.

Opxte rexe�e je

y =
e−x

x

(
C + x3

)
.

v) Iz oblika jednaqine odmah vidimo da je p(x) = − 2

sin 2x
, q(x) =

tg x

x+
√

1 + x2
. Raqunamo∫

p(x) dx = −
∫

2

sin 2x
dx =

{
t = tgx⇒ x = arctg t

dx = dt
1+t2 sin 2x = 2t

1+t2

}
= −

∫
dt

t
= − ln t = − ln (tg x) .

∫
e
∫
p(x) dxq(x) dx =

∫
1

tg x

tg x

x+
√

1 + x2
dx =

∫
dx

x+
√

1 + x2
= (∗).

U posled�em integralu uvodimo prvu Ojlerovu smenu
√

1 + x2 =
t− x i integral se svodi na∫ (

1

2t
+

1

2t3

)
dt =

ln t

2
− 1

4t2
=

ln(x+
√

1 + x2)

2
− 1

4(x+
√

1 + x2)2
.

Vra�a�em u (∗) dobijamo

(∗) =
ln(x+

√
1 + x2)

2
− 1

4(x+
√

1 + x2)2
,

pa je opxte rexe�e dato sa

y = tg x

(
C +

ln
(
x+
√

1 + x2
)

2
− 1

4(x+
√

1 + x2)2

)
.
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g) Jednaqina je ekvivalentna sa

y′ − y

x2 + 3x+ 2
=

(x+ 1) sin 2x

(x+ 2)(cos2 x+ 2)2
,

pa je p(x) = − 1

x2 + 3x+ 2
, q(x) =

(x+ 1) sin 2x

(x+ 2)(cos2 x+ 2)2
. Raqunamo

potrebne integrale.∫
p(x) dx = −

∫
dx

x2 + 3x+ 2
= −

∫
dx

(x+ 1)(x+ 2)

= − (ln (x+ 1)− ln (x+ 2)) = − ln

(
x+ 1

x+ 2

)
= ln

(
x+ 2

x+ 1

)
.

∫
e
∫
p(x) dxq(x) dx =

∫
x+ 2

x+ 1

(x+ 1) sin 2x

(x+ 2)(cos2 x+ 2)2
dx

=

∫
sin 2x

(cos2 x+ 2)2
dx =

∫
2 sinx cosx

(cos2 x+ 2)2
dx

=

{
t = cos2 x+ 2

dt = −2 sinx cosx dx

}
=

∫
dt

t2
=

1

t

=
1

cos2 x+ 2
.

Opxte rexe�e je

y =
x+ 1

x+ 2

(
C +

1

cos2 x+ 2

)
.

d) Iz oblika jednaqine vidimo da je p(x) =
1− x
1 + x2

+
1

x lnx
, q(x) =

1− x
(1 + x2) lnx

. Raqunamo∫
p(x) dx =

∫
1− x
1 + x2

+
1

x lnx
dx = arctg x− 1

2
ln
(
1 + x2

)
+ ln (lnx)

= arctg x−
(

ln
√

1 + x2 − ln (lnx)
)

= arctg x− ln

(√
1 + x2

lnx

)
.

∫
e
∫
p(x) dxq(x) dx =

∫
earctg xe

− ln

(√
1+x2

ln x

)
1− x

(1 + x2) lnx
dx
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=

∫
earctg x 1− x

(1 + x2)
√

1 + x2
dx

=

{
t = arctg x⇒ x = tg t

dt = dx
1+x2

}
=

∫
et

1− tg t√
1 + tg2 x

dt

=

∫
et(cos t− sin t) dt = et cos t = earctg x cos (arctg x)

=
earctg x

√
1 + x2

.

Opxte rexe�e je

y =
e−arctg x

√
1 + x2

lnx

(
C +

earctg x

√
1 + x2

)
.

�) U ovom primeru jednaqina nije linearna ako gledamo po y
i ne mo�emo je rexiti nekom od pre�axnih metoda. Zato �emo
iskoristiti slede�i identitet (pod pretpostavkom da funkcija
y(x) ima inverznu).

y′ =
dy

dx
=

1
dx
dy

=
1

x′
.

Jednaqina se sada svodi na

1

x′
(x cos y + sin 2y) = 1, odnosno x′ − x cos y = sin 2y.

Ovo je sada linearna jednaqina po x! Odgovaraju�e funkcije su
p(y) = − cos y, q(y) = sin 2y. Raqunamo integale koji su nam potrebni.∫

p(y) dy = −
∫

cos y dy = − sin y.

∫
e
∫
p(y) dyq(y) dy =

∫
e− sin y sin 2y dy = 2

∫
e− sin y sin y cos y dy

=

{
t = sin y

dt = cos y dy

}
= 2

∫
te−t dt = −2(t+ 1)e−t

= −2(sin y + 1)esin y.

Ophte rexe�e je oblika

x = esin y
(
C − 2(sin y + 1)e− sin y

)
= Cesin y − 2(sin y + 1).
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Zadaci za ve�bu:

Ve�be planirane za 21.5.2020.

Bernulijeva diferencijalna jednaqina

Bernulijeva diferencijalna jednaqina je jednaqina oblika

y′ + p(x)y = q(x)yα, α 6= 0 i α 6= 1.

Za α = 0 jednaqina je linearna, a za α = 1 jednaqina koja razdvaja
promen	ive. Ako je α > 0 funkcija y = 0 je rexe�e jednaqine
(mo�e biti singularno, a mo�e i da potpada pod opxte). Ako
jednaqinu pomno�imo sa y−α 6= 0 dobijamo

y−αy′ + p(x)y1−α = q(x).

Odavde nam je prirodno da uvedemo smenu z = y1−α. Kad difere-
nciramo po x dobijamo z′ = (1 − α)y−αy′, jer je y = y(x) funkcija
koja zavisi od x, pa moramo da primenimo pravilo za izvod slo�ene
funkcije! Kada uvrstimo smenu dobijamo

z′

1− α
+ p(x)z = q(x),

a posle mno�e�a jednaqine sa 1− α

z′ + (1− α)p(x)z = (1− α)q(x) − linearna po z.

Jednaqinu smo sveli na linearnu, a znamo kako se ona rexava. Na
kraju se samo vrati smena.

Zadatak 53. Rexiti diferencijalne jednaqine:

y′ + 2xy = −2x3y3;a) xy′ + y − y2 lnx = 0;b)

(x2 − 1)y′ + 2xy2 − xy = 0;v) y′ +
2y sinx

cosx
=

2
√
y cosx

sin2 x
.g)
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a) Mno�e�i jednaqinu sa y−3 i y 6= 0 dobijamo

y−3y′ + 2xy−2 = −2x3.

Uvodimo smenu z = y−2 ⇒ z′ = −2y−3y′, pa jednaqina postaje

−1

2
z′ + 2xz = −2x3 ⇒ z′ − 4xz = 4x3.

Sada radimo linearnu po z gde su p(x) = −4x i q(x) = 4x3. Raqu-
namo integrale koji ulaze u ophte rexe�e∫

p(x) dx =

∫
−4x dx = −2x2,∫

e
∫
p(x) dxq(x) dx =

∫
e−2x24x3 dx = (t = −2x2...) = −e

−2x2(2x2 + 1)

2
.

Opxte rexe�e je

z = e2x2 (C−)− e−2x2(2x2 + 1)

2
,

odnosno kada vratimo smenu

y−2 = e2x2 (C−)− e−2x2(2x2 + 1)

2
⇒ y2 =

1

e2x2
(
C − e−2x2(2x2+1)

2

) .
Na kraju proveravamo da li je y = 0 singularno ili nije. Uvrxta-
va�em u opxte rexe�e dobijamo

0 =
1

e2x2
(
C − e−2x2(2x2+1)

2

) ,
xto dobijamo za C → +∞, pa nije singularno.
b) De	e�em sa x 6= 0 jednaqina se svodi na

y′ +
y

x
=
y2 lnx

x
.

Mno�imo jednaqinu sa y−2, y 6= 0 i dobijamo

y−2y′ +
y−1

x
=

lnx

x
.

Smenom z = y−1 ⇒ z′ = −y−2y′ jednaqina se svodi na

−z′ + z

x
=

lnx

x
⇒ z′ − z

x
= − lnx

x
.
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Imamo ∫
p(x) dx = −

∫
dx

x
= − lnx,∫

e
∫
p(x) dxq(x) dx = −

∫
lnx

x2
dx = (t = lnx...) =

lnx+ 1

x
.

Opxte rexe�e je

z = x

(
C +

lnx+ 1

x2

)
= Cx+ lnx+ 1,

a posle vra�a�a smene

y =
1

Cx+ lnx+ 1
.

Rexe�e y = 0 dobijamo za C → +∞, pa nije singularno.
v) De	e�em sa x2 − 1 6= 0 dobijamo

y′ +
2xy2

x2 − 1
− xy

x2 − 1
= 0⇒ y′ − xy

x2 − 1
= − 2xy2

x2 − 1
.

Mo�imo sa y−2, y 6= 0

y−2y′ − xy−1

x2 − 1
= − 2x

x2 − 1
.

Smenom z = y−1 ⇒ z′ = −y−2y′ dobijamo jednaqinu

−z′ − xz

x2 − 1
= − 2x

x2 − 1
⇒ z′ +

xz

x2 − 1
=

2x

x2 − 1
.

∫
p(x) dx =

∫
x

x2 − 1
dx =

1

2
ln (x2 − 1) = ln

√
x2 − 1,

∫
e
∫
p(x) dxq(x) dx =

∫
2x
√
x2 − 1

x2 − 1
dx =

∫
2x√
x2 − 1

dx = −2
√
x2 − 1.

Opxte rexe�e je

z =
1√

x2 − 1

(
C − 2

√
x2 − 1

)
⇒ y =

1
1√
x2−1

(
C − 2

√
x2 − 1

) .
Rexe�e y = 0 dobijamo za C → +∞, pa nije singularno.
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d) Jednaqinu pomno�imo sa y−
1
2 , y 6= 0 i dobijamo

y−
1
2y′ +

2y
1
2 sinx

cosx
=

2 cosx

sin2 x
.

Uvodimo smenu z = y
1
2 ⇒ z′ =

1

2
y−

1
2y′, pa se jednaqina svodi na

2z′ +
2z sinx

cosx
=

2 cosx

sin2 x
⇒ z′ +

z sinx

cosx
=

cosx

sin2 x
.∫

p(x) dx =

∫
sinx

cosx
dx = − ln (cosx) = ln

(
1

cosx

)
,∫

e
∫
p(x) dxq(x) dx =

∫
1

cosx

cosx

sin2 x
dx =

∫
dx

sin2 x
= − ctg x.

Opxte rexe�e je

z = cosx (C − ctg x)⇒ y = cos2 x (C − ctg x)2 .

Vidimo da rexe�e y = 0 ne mo�e da se dobije ni za jednu vrednost
konstante C, pa je singularno rexe�e.

Jednaqina sa totalnim diferencijalom

Jednaqina oblika

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

je jednaqina totalnog diferencijala ako je zadovo	en uslov

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.

Opxte rexe�e ima oblik

u(x, y) = C,

gde je funkcija u data sa

u(x, y) =

∫
P dx+

∫ (
Q− ∂

∂y

∫
P dx

)
dy,

ili u dualnom obliku

u(x, y) =

∫
Qdy +

∫ (
P − ∂

∂x

∫
Qdy

)
dx.

Napomenimo da ako funkciju integralimo po x onda je sve xto
zavisi od y konstanta, i obrnuto.
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Zadatak 54. Rexiti dferencijalne jednaqine:

(x3 + xy2)dx+ (x2y + y3)dy = 0;a)(
xy√

1 + x2
+ 2xy − y

x

)
dx+

(√
1 + x2 + x2 − lnx

)
dy = 0.b)

Rexe�e:

a) Proveravamo da li je jednaqina sa totalnim diferencijalom.

∂P

∂y
= 2xy,

∂Q

∂x
= 2xy ⇒ ∂P

∂y
=
∂Q

∂x
,

pa jednaqina jeste sa totalnim diferencijalom. Sada tra�imo
funkciju u. ∫

P dx =

∫ (
x3 + xy2

)
dx =

x4

4
+
x2y2

2
,

∂

∂y

∫
P dx =

∂

∂y

(
x4

4
+
x2y2

2

)
= x2y,∫ (

Q− ∂

∂y

∫
P dx

)
dy =

∫
(x2y + y3 − x2y) dy =

∫
y3 dy =

y4

4
.

Opxte rexe�e je
x4

4
+
x2y2

2
+
y4

4
= C.

b) Proveravamo uslov da li je jednaqina sa totalnim difere-
ncijalom.

∂P

∂y
=

x√
1 + x2

+ 2x− 1

x
,
∂Q

∂x
=

x√
1 + x2

+ 2x− 1

x
⇒ ∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.

∫
P dx =

∫ (
xy√

1 + x2
+ 2xy − y

x

)
dx = y

√
1 + x2 + yx2 − y lnx,

∂

∂y

∫
P dx =

∂

∂y

(
y
√

1 + x2 + yx2 − y lnx
)

=
√

1 + x2 + x2 − lnx,∫ (
Q− ∂

∂y

∫
P dx

)
dy =

∫
0 dy = 0.

Opxte rexe�e je

u(x, y) = y
√

1 + x2 + x2y − y lnx = C.
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Integracioni faktor

Pretpostavimo da jednaqina P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 nije jednaqi-

na totalnog diferencijala, odnosno nije ispu�en uslov
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.

Ako postoji funkcija λ = λ(x, y) takva da jednaqina

λ(x, y)P (x, y)dx+ λ(x, y)Q(x, y)dy = 0

jeste jednaqina sa totalnim diferencijalom, tada se funkcija
λ = λ(x, y) naziva integracionim faktorom polazne jednaqine.
Mi �emo razmatrati sluqaj kada je integracioni faktor oblika
λ = λ(z), z = z(x, y). U tom sluqaju integracioni faktor se dobija
iz jednaqine

dλ

λ
=

∂P
∂y −

∂Q
∂x

Q∂z
∂x − P

∂z
∂y

.

Kada odredimo integracioni faktor, tada jednaqinu λPdx+λQdy =
0 rexavamo kao jednaqinu totalnog diferencijala po formuli iz
prethodnog ode	ka uz oznake P1 = λP, Q1 = λQ.

Zadatak 55. Dokazati da jednaqina(
y ln y +

xy(2x+ 1)

1− x3

)
dx+ x lnxdy = 0

ima integracioni faktor oblika λ = λ(z), z = xy, pa zatim
rexiti datu jednaqinu.

Rexe�e:

Imamo da je P = y ln y +
xy(2x+ 1)

1− x3
, Q = x lnx, z = xy. Da	e je

∂P

∂y
= ln y + 1 +

x(2x+ 1)

1− x3
,
∂Q

∂x
= lnx+ 1

∂z

∂x
= y,

∂z

∂y
= x.

Zamne�ujemo sve u jednaqinu

dλ

λ
=

∂P
∂y −

∂Q
∂x

Q∂z
∂x − P

∂z
∂y

,
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i dobijamo

dλ

λ
=

ln y + x(2x+1)
1−x3 − lnx

xy lnx− xy − x2y(2x+11)
1−x3

dz =
ln y − lnx+ x(2x+1)

1−x3

−xy
(

ln y − lnx+ x(2x+1)
1−x3

) dz
= −dz

xy
= −dz

z
.

Dakle, dobili smo jednaqinu

dλ

λ
= −dz

z
,

odakle sledi da je λ =
1

z
=

1

xy
.

Sada rexavamo jednaqinu λPdx + λQdy = 0, i oznaqavamo sa
P1 = λP, Q1 = λQ, odnosno

P1 =
ln y

x
+

2x+ 1

1− x3
, Q1 =

lnx

y
.

Raqunamo potrebne integrale∫
P1 dx =

∫ (
ln y

x
+

2x+ 1

1− x3

)
dx = lnx ln y − ln |1− x|

+
1

2
ln
(
x2 + x+ 1

)
− 1√

3
arctg

(
2x+ 1√

3

)
,

∂

∂y

∫
P1 dx =

lnx

y
,∫ (

Q1 −
∂

∂y

∫
P1 dx

)
dy =

∫
0 dy = 0.

Opxte rexe�e je

lnx ln y − ln |1− x|+ 1

2
ln
(
x2 + x+ 1

)
− 1√

3
arctg

(
2x+ 1√

3

)
= C.

Zadatak 56. Dokazati da jednaqina

cosxdx+

(
1

e2y − ey + 1
+ y + sinx

)
dy = 0

ima integracioni faktor λ = λ(y), pa zatim rexiti datu jedna-
qinu.
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Rexe�e:
Primetimo da nam je z = y, jer smo rekli da je λ = λ(z).

Raqunamo xta je potrebno.

∂P

∂y
= 0,

∂Q

∂x
= cosx

∂z

∂x
= 0,

∂z

∂y
= 1.

Postav	amo jednaqinu za int. faktor

dλ

λ
=
− cosx

− cosx
dz = dz = dy ⇒ λ = ey.

P1 = ey cosx, Q1 =
ey

e2y − ey + 1
+ yey + ey sinx∫

P1 dx = ey sinx⇒ ∂

∂y

∫
P1 dx = ey sinx∫ (

Q1 −
∂

∂y

∫
P1 dx

)
dy =

∫ (
ey

e2y − ey + 1
+ yey

)
dy

=
2√
3

arctg
2ey − 1√

3
+ ey(y − 1).

Opxte rexe�e je

ey sinx+
2√
3

arctg
2ey − 1√

3
+ ey(y − 1) = C.

Zadatak 57. Dokazati da jednaqina(
2x2 + (x2 + y2) ln(x2 + y2)

)
dx+ 2xydy = 0

ima integracioni faktor λ = λ(x2 + y2), pa zatim rexiti datu
jednaqinu.

Rexe�e:
U ovom zadatku nam je z = x2 + y2. Raqunamo potrebne izvode i

postav	amo jednaqinu

∂P

∂y
= 2y ln(x2 + y2) + 2y,

∂Q

∂x
= 2y

∂z

∂x
= 2x,

∂z

∂y
= 2y,
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dλ

λ
=

2y ln(x2 + y2)

4x2y − (4x2y + 2y(x2 + y2) ln(x2 + y2))
dz

=
2y ln(x2 + y2)

2y (2x2 − 2x2 − (x2 + y2) ln(x2 + y2))
dz = − dz

x2 + y2
= −dz

z

⇒ λ =
1

x2 + y2
.

Posmatramo nove funkcije P1 =
2x2

x2 + y2
+ln(x2 +y2), Q1 =

2xy

x2 + y2
.

U ovom zadatku �emo iskoristiti dualne formule za odre�iva�e
opxteg rexe�a jednaqine sa totalnim diferencijalom, odnosno

u(x, y) =

∫
Qdy +

∫ (
P − ∂

∂x

∫
Qdy

)
dx,

zato xto je mnogo lakxe na�i integral od Q1 nego od P1! Raqunamo∫
Q1 dy =

∫
2xy

x2 + y2
dy = x

∫
2y

x2 + y2
dy = x ln(x2 + y2)

∂

∂x

∫
Q1 dy = ln(x2 + y2) +

2x2

x2 + y2∫ (
P − ∂

∂x

∫
Qdy

)
dx =

∫
0 dx = 0.

Opxte rexe�e je

x ln(x2 + y2) = C.

Kleroova i Lagran�ova diferencijalna jednaqina

Kleroova i Lagran�ova dif. jednaqina su specijalni sluqajavi
jednaqina koje se ne mogu rexiti po prvom izvodu, odnosnu ne mogu
se napisati u obliku y′ = f(x, y). �ih �emo rexavati parametri-
zacijom.
Kleroova diferencijalna jednaqina je jednaqina oblika

y = xy′ + ϕ(y′),

gde je ϕ neka diferencijabila funkcija. Jednaqinu rexavamo pa-
rametrizacijom. Uvodimo parametar p = y′. Odavde sledi da je
dy

dx
= p⇒ dy = pdx. Jednaqina se sada svodi na

y = xp+ ϕ(p).
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Da	e, uradimo diferencijal jednaqine i zame�ujemo dobijenu vezu
izme�u diferencijala dxidy. Primetimo da ako je iraz sa desne
stane jednakosti funkcija od dve promen	ive x i p. Diferencijal
funkcije dve promen	ive u(s, t) je dat sa du = u′xdx+ u′ydy.

dy = (xp)′xdx+ (xp)′pdp+ ϕ′(p)dp⇒
dy = pdx+ xdp+ ϕ′(p)dp⇒
pdx = pdx+ xdp+ ϕ′(p)dp⇒
0 = (x+ ϕ′(p))dp.

Opxte rexe�e dobijamo iz jednakosti

dp = 0⇒ p = C,

odakle sledi da je opxte rexe�e dato sa

y = Cx+ ϕ(C).

Singularno rexe�e dobijamo rexava�em sistema

x+ ϕ′(p) = 0

y = xp+ ϕ(p).

Zadatak 58. Rexiti diferencijalne jednaqine:

y − xy′ − y′2 = 0;a) y = xy′ +
√

1 + y′2.b)

Rexe�e:

a) Data jednaqina je ekvivalenta jednaqini

y = xy′ + y′2.

Radimo parametrziaciju y′ = p i iskoristi�emo odmah izvedene
formule. Imamo da je ϕ(p) = p2 ⇒ ϕ′(p) = 2p. Opxte rexe�e je
dato sa

y = Cx+ C2,

a singularno tra�imo iz sistema

x+ 2p = 0

y = px+ p2.
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Iz prve jednaqine imamo p = −x
2
, pa zamenom u drugu dobijamo da

je y = −x
2

2
+
x2

4
= −x

2

4
singularno rexe�e.

b) Uvodimo parametrizaciju y′ = p. Opxte rexe�e je dato sa

y = Cx+
√

1 + C2,

a singunarlno dobijamo iz sistema

x+
p√

1 + p2
= 0

y = xp+
√

1 + p2.

Odavde ne mo�emo da izrazimo p preko x, ali mo�emo obrnuto.

Imamo da je x = − p√
1 + p2

, a odatle y = − p2√
1 + p2

+
√

1 + p2 =

1√
1 + p2

. Dakle, singularno rexe�e je dato u parametarskom obliku

x = − p√
1 + p2

y =
1√

1 + p2
.

Primetimo da je x2 + y2 = 1, a y > 0, xto znaqi da je singularno
rexe�e zapravo gor�i deo jediniqne kru�nhice.

Diferencijalna jednaqina oblika

y = xψ(y′) + ϕ(y′), ψ 6= y′

je Lagran�ova diferencijalna jednaqina. Ona se tako�e rexava
parametrizacijom y′ = p ⇒ dy = pdx i postupak je isti kao i
kod Kleroove jednaqine. Uvo�e�em parametrizacije, Lagran�ova
jednaqina se svodi na linearnu dif. jednaqinu.

Zadatak 59. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y = 2xy′ + y′2.

Ovo je Lagran�ova dif. jednaqina jer je ψ(y′) = 2y′ 6= y′. Uvodimo
parametrizaciju y′ = p⇒ dy = pdx. Jednaqina se svodi na

y = 2xp+ p2.
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Odatle je

dy = 2pdx+ 2xdp+ 2pd⇒ pdx = 2pdx+ 2xdp+ 2pd

⇒ 0 = pdx+ (2x+ 2p)dp⇒ −pdx = (2x+ 2p)dp⇒ dx

dp
= −2x+ 2p

p

⇒ x′ = −2x

p
− 2⇒ x′ +

2x

p
= −2− linearna po x.

Rexe�e ove jednaqine je

x = x(p) =
C

p2
− 2p

3
.

Zamenom u y = 2xp+ p2 dobijamo da je

y = y(p) =
2C

p
− p2

3
.

Konaqno, opxte rexe�e jednaqine u parametarskom obliku je

x =
C

p2
− 2p

3

y =
2C

p
− p2

3
.
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