GLAVA b

DEFORMACIJA

5.1 Uvod

Proucavajuéi razne konstrukcije, gradevine, masine i vozila, zadatak
inzenjera je da, izmedu ostalog, odredi dimenzije pojedinih delova (ele-
menata konstrukcije), tako da posmatrani deo ima ¢vrstinu da se odupre
spoljasnjim silama, koje se prenose na njega preko susednih elemenata, da
ne dode do loma. Pored toga treba da vodi ra¢una i o ekonomic¢nosti kon-
strukcije (manji utrosak materijala).

Pri resavanju ovih zadataka potrebno je da se sagleda kako se pojedina
tela menjaju pod dejstvom spoljasnjih sila. Naime, realna tela pod dejstvom
spoljasnjih sila menjaju svoj oblik i dimenzije (zapreminu), tj. deformabilna
su. S druge strane, pod dejstvom istih sila nece, na isti nac¢in, da se deformisu
elementi istog oblika, ako su napravljeni od razli¢itih materijala. Takode,
u opStem slucaju, ako na delove od istog materijala, ali razli¢itog oblika,
delujemo istim silama njihove deformacije ¢e da se razlikuju.

Dakle, potrebno je prouciti uticaj spoljasnjih sila, vrste materijala i ob-
lika tela na njegovu deformaciju. Nauka koja se bavi proucavanjem ovih
zakonitosti je Mehanika neprekidnih sredina (mehanika kontinuuma).

U okviru Mehanike neprekidnih sredina nalazi se i Teorija elasti¢nosti.
Ova teorija takode polazi od osobina materijala, dobijenih eksperimentalno,
a zatim primenjuje zakone mehanike.

Medutim, kako je matematicki aparat, koji se koristi u ovoj teoriji, ¢esto
slozen i nepristupacan za mnoge prakticne probleme, pribegava se drugom
prilazu.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Do mnogih relacija koje se izvode u Teoriji elasti¢nosti, a odnose se na
tehnicki vazne probleme, moze da se dode na jednostavniji nacin, uvodeci
izvesne hipoteze o deformaciji tela. Polazeéi od tih hipoteza, iz Teorije
elasti¢nosti, izdvaja se posebna tehnicka disciplina - Otpornost materijala.
Medutim, ova disciplina ima svojih nedostataka koji se ogledaju u proizvolj-
nosti osnovnih pretpostavki, zbog ¢ega nije uvek jasno do koje mere su ovako
izvedeni zakljucci primenljivi u praksi. Zbog toga Otpornost materijala ko-
ristimo za reSavanje onih problema za koje postoji dugogodisnje i isprobano
iskustvo.

Navedimo sada osnovne pretpostavke o materijalu i deformaciji,
pod kojim se izvode odgovarajuce relacije u Otpornosti materijala:

a) Pri izvodenju odgovarajuéih relacija pretpostavi¢emo da je telo nepre-
kidno ispunjeno materijom — pretpostavka o neprekidnosti ma-
terijala. Savremena fizika je dokazala da su stvarna tela, u stvari,
sastavljena od diskretno rasporedenih materijalnih ¢estica. Medutim,
ova pretpostavka moze da se prihvati s obzirom da je broj materijalnih
Cestica, u maloj zapremini, veoma veliki.

b) Materijal je izotropan. Ovo je osobina materijala da se podjednako
ponasa pod istim uslovima, u svim pravcima. Napomenimo da postoje
materijali koji u razli¢itim pravcima ispoljavaju razli¢ite mehanicke
osobine (anizotropni materijali). Karakteristican primer anizotropnih
materijala je drvo, kod koga su razli¢ita svojstva u pravcu vlakana
od onih u upravnim pravcima. Armirani beton, armirano staklo su
karakteristi¢ni primeri anizotropnih materijala. Medutim, mi ne¢emo
da proucavamo ovu vrstu materijala.

¢) Materijal je homogen. Ovo znaci da tela imaju jednaku strukturu
po ¢itavoj zapremini, pa odatle sledi da su i mehanikcka svojstva u
svim tackama ista.

d) Materijal je elastican. Dakle, pretpostaviéemo da tela izlozena
spoljnim silama imaju samo elasticne deformacije, tj. po prestanku
sila vra¢aju se u prvobitno stanje. Ova pretpostavka je za konstruk-
tivne materijale ispunjena do izvesnih granica.®

e) Pretpostaviéemo da su deformacije, koje se javljaju u telu, male.
Dakle, relacije koje ¢emo da izvedemo vazi¢e samo pod uslovom da su
deformacije tela male u odnosu na dimenzije tela.

!'Napomenimo da se u literaturi iz ove oblasti mogu da nadu i knjige u kojima se
proucavaju i plasti¢ne kao i visko-elasticne deformacije.
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f) Na kraju, navedimo i jedan princip, princip superpozicije, koji
vazi samo u slucaju malih deformacija. Prema ovom principu mala
elasti¢na deformacije tela, izazvana istovremenim dejstvom vise sila,
jednaka je geometrijskom zbiru deformacija izazvanih svakom silom
posebno.

5.2 Pomeranje tacke. Komponente pomeranja

Posmatrajmo ¢vrsto deformabilno telo koje je pod dejstvom spoljnih sila
iz nedeformisanog stanja (pocetna konfiguracija) preslo u deformisani oblik
(trenutna konfiguracija).

U nedeformisanom stanju tela, ¢ija je
kontura, na slici 5.1, oznacena ispreki-
danom linijom, wuo¢imo proizvoljnu
vektorom polozaja r = OM u odnosu
na proizvoljno izabran ortogonalni ko-
ordinatni sistem Ozyz.

U deformisanom stanju tela, ¢ija je
kontura prikazana punom linijom (sl.
5.1), polozaj iste materijalne tacke,
posle deformacije tela, odreden je
tackiom M’, a njen vektor polozaja je
r = W’_ Slika 5.1: Vektor pomeranja.

Tada je pomeranje tacke M, usled deformacije tela, odredeno vektorom
pomeranja d
d=1r"—r.

Vektor pomeranja mozemo da razlozimo na komponente pomeranja u,
v i w, duz koordinatnih osa, tj.

d = ui+ vj + wk. (5.1)

U opstem slucaju, pomeranja tacaka tela zavise od njihovog polozaja u
telu, odnosno od njenih koordinata z, y i z, tj.:

u=u(z,y,z2), v=v(r,y,2), w=wwyz).

Pretpostavljamo da su ove funkcije neprekidne, diferencijabilne i da imaju
izvode do potrebnog reda.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Razmatra¢emo samo slucajeve kod kojih su komponentalna pomeranja
tacaka veoma mala u odnosu na dimenziju tela. Iz tog razloga se proizvodi
komponentnih pomeranja, odnosno proizvodi njihovih izvoda, mogu zane-
mariti kao male veli¢ine viseg reda.

Nadalje, posmatracemo samo probleme, kao $to je u Uvodu receno, za
koje je pretpostavka, o malim deformacijama, ispunjena.

Deformisani oblik tela je poznat ako poznajemo vektore pomeranja svih
tacaka tela, odnosno ako poznajemo komponentna pomeranja u, v i w kao
funkcije koordinata.

5.3 Deformacija

Pod dejstvom spoljasnjih sila tela se deformisu, tj. menjaju svoj oblik i
zapreminu. Pri promeni zapremine dolazi do promene rastojanja izmedu dve
uocene tacke tela. Ovakvu deformaciju nazivamo dilatacija (izduzenje,
odnosno skracenje). Pri promeni oblika tela, u opstem sluc¢aju, menja se
ugao izmedu dva uocena pravca. Ovakvu (ugaonu) deformaciju nazivamo
klizanje (smicanje). Dakle, proizvoljnu deformaciju mozemo da izrazimo
preko dilatacije i klizanja.

5.3.1 Duzinska deformacija — dilatacija

Posmatrajmo neku tacku A u telu
i njoj blisku tacku B (sl. 5.2).
Neka je njihovo rastojanje AB = /.
Pod dejstvom sila telo se deformise
i tacke A i B prelaze u polozaje A’ 0
i B, ¢ije je rastojanje A’/B’ = /',

Slika 5.2: Duzinska deformacija — dilatacija.

Definicija:
Neka se prvobitna duzina promenila za Af, tj.: ¢ — ¢ = Al, tada se
koli¢nik:

- Al

lsr — /

naziva srednja dilatacija (srednje izduzenje) u okolini tacke A, u pravcu
AB.
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Definicija:
Veli¢ina ¢;, definisana sa:

. Al
gl = B;ILIIA T, (52)

naziva se dilatacija (specificno izduzenje) u tacki A, za pravac AB.

Prema definiciji, dilatacija je pozitivna pri izduzenju, a negativna pri skra¢enju
rastojanja izmedu dve tacke. Dilatacija je bezdimenzionalna veli¢ina.

Na ovaj nac¢in videli smo kako moze da se meri promena duzine, ali
jasno je da pored ovog imamo i promenu pravca, kao $to smo prethodno
rekli. Dakle, da bismo znali deformaciju u okolini neke tacke A, potrebno
je da znamo kako promenu rastojanja izmedu poznate tecke A i njoj bliske
tacke, tako i promenu uglova izmedu pravaca, koji prolaze kroz tacku A.

5.3.2 Ugaona deformacija — klizanje

Uoc¢imo u nedeformisanom telu prav ugao ZBAC, odreden jedini¢nim
vektorima £ i m, koji posle deformacije obrazuju ugao o' = ZB'A'C" (slika
5.3).

Velicina v = 7/2 — o/ odreduje
promenu pravog ugla u tacki A.
Medutim, kada bismo posmatrali
neke druge tacke, recimo By, C1,
itd., tada bi, u opstem slucaju,
ugao o, pa samim tim i 7, bio
razli¢it. Zato posmatrajmo tacke
veoma bliske tacki A: Slika 5.3: Ugaona deformacija — klizanje.

T T 1Al :z_ /
»ygm_B}égAb LBAC] 5 —d. (5.3)

Definicija:
Veli¢ina (), definisana relacijom (5.3), naziva se klizanje u tacki A
izmedu pravaca odredenih jedini¢nim vektorima £ i m.

Usvoji¢emo da je klizanje pozitivno, ako se prav ugao (pre deformacije)
smanjio (posle deformacije), a negativno, ako se prav ugao poveéao, posle
deformacije.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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1z definiciji sledi:
Yem = Yme,

simetrija po indeksu, tj. smer, u kome merimo ugao, u ovom slucaju nije
bitan.

5.3.3 Poprec¢na deformacija

Prethodno smo definisali dilataciju (5.2). Tako definisana veli¢ina, u
stvari, predstavlja uzduznu dilataciju. Medutim, jasno je da ako na telo
delujemo sa dve aksijalne sile (suprotnog smera) da pored promene duzine,
u pravcu tih sila, dolazi i do poprecne deformacije. Eksperimentalno je
uoceno da postoji sledeta veza izmedu uzduzne i poprecne dilatacije:

Ep = —HE, (54)

gde je: g, - popre¢na dilatacija, ¢ — uzduzna dilatacija, u - Poasonov? koefi-
cijent (koeficijent bocne kontrakeije ili koeficijent popreéne dilatacije), ¢ija

. . 1
je vrednost u granicama 0 < u < 3.

5.3.4 Deformacija usled promene temperature

Do promene rastojanja izmedu tacaka tela moze da dode i usled promene
temperature tela. U slu¢aju malih deformacija smatra se da je dilatacija,
koja je nastala usled promene temperature, proporcionalna toj promeni:

et = A, (5.5)

gde je: oy - koeficijent toplotnog Sirenja, At - promena temperature
(At > 0, ako t raste, tj. telo se zagreva, At < 0, ako t opada, tj. telo se
hladi).

5.3.5 Zapreminska deformacija

Pored dilatacije i klizanja definiSe se i zapreminska deformacija ili
kubna dilatacija. Ona predstavlja relativou promenu zapremine V', a
odredena je izrazom:

AV Vg —av
veo VAV

gde je dV = dxdydz zapremina elementarnog paralelopipeda pre deforma-
cije, a dVy = daydygdzy posle deformacije (sl. 5.4).

(5.6)

2Simon Dany Poisson (1781-1840), francuski matematicar. Dao je niz redenja, u oblasti
mehanike deformabilnog tela, primenljivih u praksi
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5.3.6 Veza izmedu zapreminske i poduzne deformacije

Na slici 5.4 isprekidanom linijom prikazan je elementarni kvadar u nede-
formisanom telu, a punom linijom isti kvadar u deformisanom stanju.

Slika 5.4: Veza duzinskih deformacija i zapreminske deformacije.

Kako je (vidisl. 5.4) dzg = (14¢€;)dx, dyg = (14+€,)dy idzqg = (1+€.)dz,
to je:
dVy = dzgdygdz—(1 + e5)dz- (1 + &,)dy- (1 + &,)dz =
=(1+eg)(1+ey)(l+er)dadydz = (14 e2)(1+¢&y)(1 +£.)dV =
= (L4 e+ ey + e, +exey + yes + €260 + €xeye,)dV.
Kada se radi sa malim deformacijama, $to je kod nas sluc¢aj, mogu se zane-
mariti male velicine drugog i treceg reda, tj. e,6y < 1,... 6,646, € 1, pa
dobijamo
Ev =Eg + &y + & (5.7)

Pri posmatranju zapreminske deformacije nismo uzeli u obzir uticaj
ugaonih deformacija, jer pri malim deformacijama njihov uticaj na promenu
zapremine moze se zanemariti.

5.3.7 Matrica tenzora deformacije

Da bismo znali kako ¢e da se telo deformise u okolini neke tacke M,
potrebno je da poznajemo dilataciju i klizanje za sve pravce kroz tu tacku
(M).

Definicija:
Skup svih dilatacija i klizanja za sve pravce kroz tacku M naziva se stanje
deformacije u tacki M.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Moze da se pokaze da ako znamo ove veli¢ine (dilatacija, klizanje) za tri
medusobno upravna pravca, tada je poznato stanje deformacije u tacki M.
Ako obelezimo te pravce sa x, y, z, tada dilatacije i klizanja mozemo da
predstavimo matricom (vise videti u [4], str.59):

1550 %’Y:cy %’Y:cz
Da = (5ij) = %’7@/:}0 15y 5Vyz (5'8)
52z 372y €z

ili
Exx Exy Euxz
D. = (eij) = | eyz Eyy Eyz

Ezx Ezy €2z

Ovu matricu nazivamo matrica tenzora deformacije. Elemente matrice
€; nazivamo komponentalne deformacije.

Stanje deformacije u okolini tacke predstavlja, kao Sto smo videli, neogra-
nic¢en broj dilatacija za razli¢ite pravce i neogranic¢en broj klizanja za razlicite
parove ortogonalnih pravaca. Mozemo postaviti pitanje: za koliko pravaca
i za koliko parova ortogonalnih pravaca kroz tacku treba da poznajemo i
dilatacije i klizanja, da bismo poznavali stanje deformacije u okolini te tacke.

Stanje deformacije u okolini tacke poznato je ako je poznata matrica
komponentalnih deformacija, odnosno ako su poznate tri dilatacije i tri kli-
zanja za tri medusobno upravna pravca povucena kroz uocenu tacku.

Veé¢ smo napomenuli da su veli¢ine: dilatacija i klizanje, veli¢ine vezane
za tacku tela, tj. menjaju se od tacke do tacke. Medutim, ako su u posebnom
slucaju, dilatacije u svim tackama tela za jedan isti pravac jednake, kao i
klizanja izmedu paralelnih pravaca jednaka, tada kazemo da je deformacija
u telu homogena.

5.3.8 Veza izmedu pomeranja i komponentalnih deformacija

Prethodno smo definisali dilataciju € 45 (5.2) i klizanje 7;,,, (5.3). Nadimo
sada vezu izmedu pomeranja i komponentalnih deformacija. U tu svrhu,
uocimo tri tacke A, B 1 C' u nedeformisanoj konfiguraciji, tako da je ugao
BAC prav ugao. Pretpostaviéemo da su rastojanja izmedu ovih tacaka
infinitezimalna: AB = dz i AC = dy (slika 5.5).
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dy

T all '
AB), = dx+§dx

Slika 5.5: Komponentalne deformacije.

Prema slici 5.5, duz AB (nedeformisana konfiguracija — isprekidana linija)
prelazi u A’B’ (trenutna konfiguracija — puna linija), pa prema (5.2), za
pravac x, imamo (za male deformacije):

ou
o (A/B_/)m_ﬁ_ (d:v%—%da:) —dzx _G_u 59)
v AB B da C oz '

Na slican nacin bi dobili dilatacije u ¢ i z pravcu:

ov
€y = a—y, (510)
ow

Sa u, v i w oznacili smo komponente pomeranja tacke A u pravcima z, y i
z osa, respektivno.

Odredimo sada klizanja. Prema definiciji (5.3), a prema slici 5.5, imamo:
T

5 B'AC' = a+ 8. (5.12)

Yoy =

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Kako je
g,
tga = 0xa _ 0xa _ @’
dx + —ud:E 1+ o ox
ox ox

0
jer je za male deformacije 6_u « 1. Takode, zbog malih deformacija (tga ~
x

«, za male uglove), sledi:

ov

= —. 5.13
o= (5.13)
Analogan izraz dobijamo i za :
ou
= —. 5.14
p=5 (5.14)
Konaé¢no za 7., dobijamo (za male deformacije !):
ov  ou
wy = — + —. 5.15
Na slican nacin se dobijaju i preostala klizanja:
v ow
L= — + —. 1
ow  Ou
= — + —. 5.17
7 or * 0z (5.17)

Dilatacije €z, €y, €, i klizanja vzy, Vyz, V22 Nazivamo komponentalne
deformacije.

5.4 Zadaci

Zad. 5.1.
c, -~ 1" - - | G,
Na 8 éni = =|! 0 =
a .stap precnika d '20 [mm], =/ y =
duzine ¢ = 200 [mm], deluje na kra- g g p————— =
jevima jednoliko raspodeljeno nor- y

malno opterecenje (sl. 5.6). I 1
Slika 5.6: uz zad.5.1.

Merenjem je ustanovljeno da se stap produzio za 0,03 [mm], a preénik
smanjio za 0,01 [mm]. Odrediti uzduznu deformaciju ¢, i popreénu defor-
maciju &y.
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Resenge:

Al 0,03
=28 22 0015,
== T T 200
Ad  —0,01
_ 2t T L 0,0005.
Ty 20 :

Izra¢unate vrednosti su srednje vrednosti, ali kako su deformacije u stapu
homogene one su i stvarne deformacije.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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GLAVA 6

NAPON

6.1 Uvod

Za telo koje je izlozeno dejstvu spoljasnjih sila kazemo da je optere¢eno
ili napregnuto.

Spoljasnje sile mogu na telo da deluju preko spoljasnje povrsi - povrsinske
sile ili na svaki element tela - zapreminske sile (karakteristican primer za
ovu vrstu sile je sila Zemljine teze). Kao posledica dejstva spoljasnjih sila u
telu javljaju se unutrasnje sile.

Posmatrajmo neko telo na koje deluju spoljasnje sile, koje su u ravnotezi.
Da bismo objasnili postojanje unutrasnjih sila u napregnutom telu, podeli-
¢emo ga na dva dela (I i IT) nekom zamisljenom povrsi 7 (vidi sliku 6.1). Da
bi na ovaj nac¢in dobijeni delovi tela bili u istom stanju (stanju ravnoteze)
kao i dok su pripadali celini, potrebno je da uticaj jednog dela na drugi
zamenimo odgovarajué¢im silama koje deluju na zamisljenu prese¢nu ravnu
povrs. Kako je celo telo bilo u ravnotezi, to je i svaki njegov deo u ravnotezi.
Na osnovu ovog sledi

Postulat 1 (Osnovni postulat Otpornosti materijala) Ako zamislimo
da smo iz napregnutog tela, pomoéu jedne ili vise presecnih ravni, izdvojili
konacan ili beskonacéno mali deo njegove zapremine, tada spoljasnje sile, koje
deluju na taj deo tela, i unutrasnje sile, rasporedene po njegovim preseénim
povrsima, cine ravnoteini sistem.

Ovaj postulat omogucéava primenu metoda Statike krutog tela na deo napreg-
nutog (deformabilnog) tela.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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6.2 Napon

Uoc¢imo u preseénoj ravni, ¢iji
je polozaj odreden jedinicnim vek-
torom normale n, element povrsine
AA,, koji sadrzi tacku M (slika 6.1).
Na povrsinski element AA, (povrsine
AA,) deluju povrsinske sile u svakoj
tacki. Njihovom redukcijom na pos-
matranu tacku M dobija se glavni vek-
tor sile AF, i glavni vektor momenta

AM,,. Slika 6.1: Unutrasnje sile - napon.
Definicija:
Veli¢ina definisana relacijom
AF,
AA,
naziva se srednji napon.
Definicija:
Veli¢ina definisana sa
AM,,
AA,

naziva se srednji naponski spreg.

Definicija:
Veli¢ina definisana sa:

4, AR, dF,
T Ao AA,  dA,’

t(n) (6.1)

nazive se vektor napona (u daljem tekstu kratko napon) u tacki M za
presecnu ravan koja je odredena jedini¢cnim vektorom normale n.

Veli¢ina t(y) naziva se i ukupan ili totalni napon.
i Napomenimo da pri grani¢nom procesu tacka M uvek ostaje u AA.
Dimenzija napona, prema (6.1), je:

[tm)| = [sila/povrsinal,
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a jedinica u SI sistemu mera je Paskal (oznacava se sa Pa):

[N]—[Pa].

m?2

U opstem slucaju, napon ¢e u nekoj drugoj tacki da bude razlicit. Medutim,
i u istoj tacki, ali za neku drugu presetnu ravan vrednosti napona nisu iste,
pa zakljucujemo da napon zavisi od vektora polozaja i od polozaja presecne
ravni, tj. on je funkcija oblika:

tm) = t(r, n),

gde je r - vektor polozaja. Takode, pretpostavlja se da je ova funkcija
neprekidna.

Neka je t(y) vektor napona u nekoj tacki za presecnu ravan sa normalom
n. Unutrasnju silu, koja deluje na element povrsi dA, mozemo sada, prema
(6.1), da izrazimo u obliku:

dF = t(y) dA, (6.2)

a rezultujué¢a povrsinska sila, koja deluje na kona¢nu povrs A, je:

F = J t(n) dA. (6.3)
A

Za sve vrste naprezanja, koja ¢emo razmatrati, naponski spregovi se
zanemaruju', tj. smatra se da je
AM

mg,) = lim —— =0. 6.4

™) 7 Adso AA (6.4)

Napred je re¢eno da je napon funkcija polozaja presecne ravni, pa odatle

sledi da u svakoj tacki imamo beskona¢no mnogo vektora napona, jer kroz
tacku prolazi beskonacno razli¢itih ravni.

Definicija:
Vektori napona, za sve prese¢ne ravni, koje prolaze kroz jednu tacku tela,
odreduju stanje napona u toj tacki.

1 . . . .. .y o .

U osnovnim kursevima Otpornosti materijala obi¢no se ova veli¢ina zanemaruje, dok
u naprednijim kursevima se i ona uzima u obzir. Recimo, u teoriji ljuski ne bi trebala da
se zanemari.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Kao §to je ve¢ receno, napon je neprekidna funkcija polozaja, odakle
zakljucujemo da su naponi u dve bliske tacke, a za paralelne prese¢ne ravni
razli¢iti. Medutim, zbog pretpostavke o neprekidnosti ove funkcije, njihove
vrednosti ¢e se razlikovati za malu vrednost, koja moze da se zanemari u
odnosu na vrednost samog napona. Zbog toga kazemo da je stanje napona
u okolini tacke napregnutog tela — homogeno.

Namecée se pitanje, koliko je najmanje vektora napona potrebno da
poznajemo, u nekoj tacki, da bismo znali stanje napona u toj tacki? O
tome govori sledeéi

Stav 1 Stanje napona u svakoj tacki tela je potpuno odredeno vektorima
napona za bilo koje tri nekomplanarne preseéne ravni u toj tacki.

Dokaz: Da bismo dokazali ovaj stav,
posmatrajmo ravnotezu elementarnog
tetraedra iseCenog oko tacke M (sl
6.2), napregnutog tela.

Na osnovu pretpostavke o homogenosti
stanja napona u okolini tacke mozemo
da smatramo da su naponi na strani-
cama tetraedra jednaki naponima u
posmatranoj tacki M, za paralelne
presecne ravni, koje prolaze kroz ovu
tacku.

Slika 6.2: Ravnotezni tetraedar.

Uslov ravnoteze (po silamal) je:
t(n) dAapc — t dAopc — ty dAoac —t,dApap = 0. (6.5)
Kako je:

dA e = dA, dAopc = dAcosa,
dApac =dAcosB, dApap = dAcos,

gde su «, (8, v - uglovi koje normala n zaklapa sa x, y i z osom, respektivno,
to, zamenom prethodnih izraza u (6.5), dobijamo:

t(n) = tzcosa + ty, cos B+ t. cosy. (6.6)
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Dakle, ako su poznati naponi za tri nekomplanarne ravni (u ovom sluc¢aju t,
ty, t.), tada mozemo da odredimo napon t(n) za bilo koju presecnu ravan
(odredenu normalom n — tj. poznavanje uglova «, 5 i ). Ovim je stav
dokazan.

Jednagina (6.6) u literaturi poznata je kao Kosijeva®? jednaéina.

6.2.1 Normalni i smicuéi (tangencijalni) naponi

Vektor napona mozemo da razlozimo na dve komponente:

jednu koja je u pravcu normale n -
normalni napon o, n, i drugu koja
lezi u prese¢noj ravni - smicudéi (tan-
gencijalni) napon 7, n|, tako da je:

t(n) =opn+ TNy, (67)

gde je ng ‘]edlnvl'CIll Vekt.]OI' kOJl Je Slika 6.3: Normalna i tangencijalna kompo-
upravan na n (lezi u ravni preseka). nenta.

6.2.2 Komponentalni naponi

Svaki od vektora t,, t,, t. (6.6) moze da se razlozi na komponente u
pravcima z, y, z osa (sl. 6.4):

ty = 0zl +70yJ + T2k,
ty = Tyu’vi +ij + Tyzky (68)
t, = Tzzi+7zyj + o.k.

,'T\ o,
- -4 ’ Ty
o \ P s bbbt ———A--—=
T, T,
v .7 YV g1
T, s B
T T
- x T
// 2y I
z .7 Vo

Slika 6.4: Komponentalni naponi.

2 Augustin Louis Cauchy (1798-1857), francuski matematicar.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Dakle, stanje napona u potpunosti je odredeno poznavanjem veli¢ina o,
Trys- - - Tzy, 0z. Od ovih veli¢ina, koje nazivamo komponentalni naponi,
moze da se formira matrica:

Ox Taxy Txz
Dy = (045) = | Tyz 0y Ty (6.9)
Tzx Tzy Oz

Ova matrica naziva se matrica tenzora napona3.

Pri izvodenju izraza (6.6) iskoristili smo samo uslov ravnoteze po silama.
Da bi elementarni paralelopiped (slika 6.4) bio u ravnotezi, potrebno je da
i zbir svih momenata sila bude jednak nuli:

> MF = o,
i
ili u skalarnom obliku:
DIMF =0, Y MFi=0; Y MF=o.
U naSem slu¢aju moment za osu x, prema slici 6.6, je:

Y M, = (rydyda) dz — (1. dzdz) dy = 0.

Odavde dobijamo: 7, = T.y.
Na slican nacin, uzimajuéi momente za ose z i y dobija se:

Ty = Tyzs  Taz = Taa- (6.10)

Dakle, dobija se da su naponi u medusobno upravnim ravnima jednaki.
Jednagina (6.10) izrazava:

Stav 2 (o konjugovanosti smi¢uéih napona) U dvema medusobno up-
ravnim ravnima komponente tangencijalnih napona, koje su upravne na
preseénu pravu tih ravni, jednake su po intenzitetu, a obe imaju smer il
ka preseénoj pravoj ili od nje.

Ovo je posledica zanemarivanja naponskih spregova.

30vde se spominje pojam ”tenzor”. Sta se pod tim pojmom podrazumeva videti u
Dodatku, str. 262.
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T, / f"‘ dz

\* -
\
\
\Q
Y
I
|
I
|
I
|
(|
3!
I
1
I
\
I
I
<

. - -- ” dx T,
e ——-
0"
dy
T, T,|dz
P —
z T Tuy dy
| T
! T T dz
v 1_ s T, dy dx \
Of o] ——r_ T,,dz dx|
e ™ / y ’
e ‘7 Tyx dx
7 ‘ -~ Txy
T,,dz dx
Vs
dy *+— 1,dydx

Slika 6.5: Tangencijalni naponi: negativni Slika 6.6: Tangencijalni naponi (gore) i sile
(gore) i pozitivni (dole). (dole).

6.2.3 Konvencija o znaku

Uvodenjem koordinatnog sistema olaksava se rad s komponentama napona,
kao i njihovo oznacavanje. Zbog toga treba oznaciti pojedine preseke i kom-
ponente napona koje deluju na njima u skladu s datim koordinatnim siste-
mom. Preseci su oznaceni na slici 6.7.

— 2
pozitivan presek T
normale smera z-0se X

L
& 2

N Tl [T
v, O 44—
GX
pozitivan presek @
. X 2 o, V%
s y
Nl i
(0}

:
normale smera y-0s¢

Shka 6.8: Komponente tenzora napona u
pravouglim koordinatama.

Slika 6.7: Definicija predznaka preseka.

Presek ima oznaku one koordinatne ose na koju je upravan. Ako je
spoljasnja normala na presek usmerena u pozitivnom smeru koordinatne ose,
presek je pozitivan, a ako je spoljasnja normala usmerena suprotno od smera
koordinatne ose, presek je negativan. Komponente napona oznacCavaju se

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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simbolom ¢, za normalne napone, i jednim indeksom, koji oznacava pravac
ovog vektora. Tangencijalni naponi obi¢no se (u tehnickoj literaturi) oznaca-
vaju slovom 7 i sa dva indeksa (slika 6.8). Prvi indeks oznacava presek
(pravac normale odgovarajuéeg preseka) na kojem deluje komponenta, a
drugi indeks se odnosi na osu sa kojom je komponenta paralelna. Tako,
na primer, 7., je komponenta napona koja deluje u preseku sa normalom
i (z-osa), a paralelna je sa osom y. Normalni napon o, deluje u ravni sa
normalom i (7-0sa), a u pravcu iste ose x?.

Znak komponente napona odreden je slede¢im pravilima:

a) komponenta napona je pozitivna ako na pozitivnom preseku deluje u
pozitivnom smeru ili ako na negativnom preseku deluje u negativnom
smeru,

b) komponenta napona je negativna ako na negativnom preseku deluje u
pozitivnom smeru ili ako na pozitivhom preseku deluje u negativnom
smeru.

Sve komponente napona, prikazane na slici 6.8, su pozitivne.

6.3 Stanje napona — specijalni slucajevi

U opsStem slucaju, kao Sto je ranije re¢eno, stanje napona, u nekoj tacki
napregnutog tela, je prostorno. Naime, prema Kosijeovoj jednacini (6.6),
vektori napona u nekoj tacki tela, u potpunosti su odredeni poznavanjem
tri vektora napona za tri nekomplanarne presecne ravni, recimo t;, t, i
t.. Medutim, moguéi su i specijalni sluc¢ajevi kada su ova tri vektora kom-
planarna ili kolinearna. Tada govorimo o ravanskom ili linearnom stanju
napona, respektivno.

6.3.1 Ravansko stanje napona u tacki napregnutog tela

Ako svi vektori napona, za proizvoljnu tacku tela, a za sve presecne ravni
kroz tu tacku, leze u jednoj ravni, tada kazemo da je stanje napona u telu
ravansko. U tom slucaju, vektori t,, t, i t, (jednacine (6.8)) moraju da
leze u jednoj ravni, tj. da budu komplanarni. 1z (6.6) sledi da ¢e i svi vektori
tn lezati u toj ravni. Iz matematike je poznato da su tri vektora, u ovom

U nekim knjigama koriste se i oznake: 0uz, Ozy, Ous, ..
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slucju t,, ty, t., komplanarna akko® je njihov mesoviti proizvod jednak nuli:

Ox Txy Txz
ty (ty xt.) = |Tya 0y Ty| =det(D,) =0,
Tzx Tzy Oz

pri ¢emu je bar jedan minor drugog reda ove determinante razli¢it od nule.
Pretpostavimo da svi vektori napona leze u ravni yz, tj. u njoj leze
vektori napona za sve preseCne ravni koje prolaze kroz tacku M napreg-
nutog tela pa, prema tome, i svi komponentalni naponi. Kako je, prema
pretpostavci t, = o, + Txyj + 72,k =0 (nenapregnuta ravan yz), to je:

o, =0,
Tyz = Ty = 0, (6.11)
Tex = Txz =

Poslednje dve jednacine su posledica Stava o konjugovanosti smi¢u¢ih napona
(6.10). Matrica komponentalnih napona, u proizvoljnoj tacki tela, je sada
simetri¢na matrica drugog reda (7, = 7,y):

D, = ("y Tyz) . (6.12)

Tzy Oz

Prikazimo ove napone na pravougaoniku ise¢enom oko tacke M (slika
6.9).

-y
. . . o
Pretpostavili smo da su svi komponentalni :v % ;
naponi pozitivni, prema konvenci o znaku < T
. . 2 c,
komponentnalih napona. Komponentalni e ——
naponi, prikazani na ise¢enom elementu, o M *rzy
su istovremeno i naponi u tacki M za
G,

opisane prese¢ne ravni, jer je u okolini

*
Ty,
tacke M homogeno stanje napona. Y

Slika 6.9: Komponentalni naponi u
slucaju ravnog stanja napona.

6.3.2 Transformacija komponentalnih napona

Videli smo da vektor napona, samim tim i komponente napona, zavi-
si od polozaja preseéne ravni. Ako se za presek veze koordinatni sistem,

”

5 o .. PN . >
°U matematici je uobicajeno da se ako i samo ako..” kratko oznacava sa akko.

Dakle, ovo nije greska u kucanju!

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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komponente napona, ocigledno, zavise od polozaja koordinatnog sistema.
Posmatrajmo ravansko stanje napona, prikazano na slici 6.9.

= x
=
LT - _»
= m
j n
Slika 6.10: Pocetni par ortogonalnih ravni Slika 6.11: Zarotiran par ortogonalnih ravni
sa spoljasnjim normalama i i j. sa spoljasnjim normalama n i m.

Prilikom rotacije koordinatnog sistema yz u nenapregnutoj ravni (ra-
van sa normalom u pravcu z ose, vidi sliku 6.10) oko tacke M koordinatnim
osama, dobijamo druge presecne ravni, koje su takode upravne na nenapreg-
nutu ravan (slika 6.11). U njima se javljaju druge vrednosti komponentalnih
napona. Zadatak je da se uspostavi veza izmedu komponenti ova dva skupa
ortogonalnih ravni (pocetni sa normalama j, k prelazi u ravni sa normalama
n, m).

Da bismo nasli vezu izmedu komponentalnih napona za dva zarotirana
koordinatna sistema (na slici 6.12 prikazan presek ovih ravni za nenapreg-
nutom ravni), iskoristi¢emo Kosijeovu jednacinu (6.6)).

Kako je stanje napona odredeno matricom (6.12), to se vektori napona
za nove preseCne ravni sa normalama n i m mogu izraziti (prema Kosijeovoj
jednacini (6.6)) u obliku:

t, =ty cos 3 + t.sin 3,

. (6.13)
ty, = tysin3 —t, cosf,
pri ¢emu su poznati naponi (dati matricom (6.12)):
ty, = oyj + 1.k,
v oW T (6.14)

t, = 7.,j + ok

Kako nas interesuju veze izmedu komponentalnih napona, to iz definicije
normalnih i tangencijalnih napona (6.7) sledi:

op=%ty'n, op=t,m, Tu,=1t,m
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Slika 6.12: Presek paralelepipeda sa nenapregnutom ravni.
Kako je

n = (0,cos 3,sin ) = cos Bj + sin Sk,
m = (0,sin 3, — cos ) = sin 3j — cos Sk

to iz (6.13) i (6.14) za komponentalne napone dobijamo:

on = tp-n = (t, cosf + t,sin f3)- (cos Bj + sin fk) =

) ) 9 (6.15)
= 0y cos” 4 27, sin B cos B + o, sin” 3,
Tpm = tp-m = (t, cos f + t,sin 3)- (sin §j — cos fk) = (6.16)
= oy sin B cos B + T,y sin’ § — Tyz cos? B — o, sin B cos 3, '
om = tmy-m = (t,sin 3 — t,cos3)- (sin 5j — cos fk) =
(tysin 3 B)- (sin Bj k) (6.17)

= 0oy sin? 8 — 27y, sinBcos B + o, cos? 3.

i Napomenimo da smo ove relacije mogli da izvedemo i posmatrajuci
ravnotezu trostrane prizme iseCene oko tacke M (videti [11] str. 36, [1] str.
26, [14], str. 43).

6.3.3 Glavni pravci i glavni naponi

Prethodno smo videli kako se menja napon (odnosno njegove kompo-
nente) sa promenom (rotacijom) koordinatnog sistema, pa se namede sledece
pitanje: u kojim preseénim ravnima se javljaju ekstremne vrednosti normal-
nih napona i kolike su te vrednosti?

Kako je normalni napon (6.15) funkcija ugla /3, to se ekstremne vrednosti
normalnih napona dobijaju iz jednacine

% = —2(cos Bsin B)oy + 27y, (cos B cos 8 — sin Bsin B) + 20 sin B cos 3 = 0,
(6.18)

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Cije je reSenje

2
tg2p0 = Ty

(6.19)

Oy — 0

Kako je tgf periodi¢na funkcija sa periodom km (k je ceo broj, tj. k =
0,+1,+2,...), to iz poslednje jednacine sledi da je® 23y = arctg() + k=, pa
imamo dva razli¢ita refenja (za k = 0 i k = 1) B12 = arctg() + k.

= Napomenimo da za sve ostale vrednosti k& dobijaju se samo ova dva
ortogonalna pravca.

Definicija:

Od svih prese¢nih ravni kroz tacku M ekstremne vrednosti normalnih
napona javljaju se u dve, medusobno upravne presec¢ne ravni, ¢ije pravce
simbolicki oznac¢avamo sa (1) i (2), i nazivamo ih glavni pravci ili pravci
glavnih napona.

Ugao 1 (za k = 0) izmedu pozitivne ose y i glavnog pravca (1), meri se od
ose y ka z, odreden je izrazima (6.19). Glavni pravac (2) zaklapa sa osom y
ugao B = B + 5.

Odredili smo pravce presecnih ravni u kojima se javljaju ekstremne vred-
nosti normalnih napona. Drugi deo zadatka je da se odrede ekstremne vred-
nosti normalnih napona. To resnje dobija se iz (6.15) kada zamenimo (6.19).
Da bismo to izracunali, koristeéi (6.15), potrebno je izraziti sin 23y i cos 25
preko tg25y. Iskoristivsi trigonometrijske identi¢nosti:

cos? p = %(1 +cos2p); sin®p = %(1 — cos 2¢p),
tg2¢p

+4/1 + tg22p’

1

+4/1 + tg22¢

sin2¢p = 2sinpcos p =
cos2p = cos? p— sin? p =

i(6.19) za sin2f i cos 2/ dobijamo:

2
sin28y = + 12y ) (6.20)
\/(ay —0,)% + 472,
cos2/y = + Ty~ % (6.21)

\/(ay —0.)2+ 47'22y

50vde smo resenje za ugao oznadili sa fo, jer samo za tu vrednost, a ne za svako 3,
vazi ova relacija.
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Konaécno, za ekstremne vrednosti normalnih napona (6.15), dobijamo:

oy +0 1
On =Y =z 5 4 5\/(0'3, —0.)2 +41k, =012 (6.22)
B=Bo

Definicija:
Ekstremne vrednosti normalnih napona, koje simboli¢ki oznacavamo sa
01 1 09, nazivaju se glavni naponi. Po dogovoru, usvaja se da je 01 > o9.

Njihove vrednosti su:

1 1
012 = §(O'y+0'2)i5\/(O'y_0'z)2+47'z2y- (623)

Vazno je uociti da u preseCnim ravnima, u kojima se javljaju glavni
naponi o1 i o9, smi¢uéi naponi jednaki su nuli (zameniti u (6.16) vrednosti
za (B iz (6.19)):

T12 = T21 = 0. (6.24)

6.3.4 Jedan praktican nacin za odredivanje glavnih pravaca

Veé smo rekli da iz (6.19) dobijamo dve vrednosti za ugao 23y. Da bismo
jednoznacno odredili ugao (1, potrebno je da znamo znak sin23; (6.20). Iz
ove relacije vidi se da je, u stvari, potrebno da znamo znak smic¢uéeg napona
T.y. Ako je on pozitivan, ugao 23, pripada intervalu (0, 7), a ako je negativan
on je u intervalu (m, 27).

Pretpostavimo da su komponentalni
naponi pozitivni i da je oy > 0.. Za
taj slucaj, na iseCenim elementima
u nenapregnutoj ravni yz (sl.6.13)
prikazano je stanje napona u tacki
M napregnutog tela. U ravnima up-
ravnim na nenapregnutu ravan, ¢ije
su spoljne normale glavni pravci (1),
(2), -(1) i-(2), vide se glavni naponi
o1 1 o9. Na slici 6.13 oznaceni
su i uglovi B1, odnosno B, izmedu
glavnih pravca (1) i (2), i y ose.

Slika 6.13: Dijagonala smicanja.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Dijagonala elementa, koja prolazi kroz temena u kojima se susti¢u smicuci
naponi 7,, = Ty, zove se dijagonala smicanja. Na slici 6.13 ona je
oznacena sa d — d. Moze da se pokaze da vazi sledeCe pravilo: pravac veceg
glavnog napona o1 (glavni pravac (1)), lezi izmedu dijagonale smicanja i
algebarski veceqg normalnog komponentnog napona. Prema pretpostavci je
oy > 0, pa glavni pravac (1) na slici 6.13 lezi izmedu y ose i dijagonale
smicanja.

6.3.5 Cisto smicanje

Specijalan slu¢aj ravnog stanja napona, kada je element zapremine izlozen
samo smic¢uéim naponima, zovemo €isto smicanje. Ovakvo stanje napona
se javlja kod tanke pravougaone ploce, stalne debljine, koja je u jednom
pravcu zategnuta, a u drugom pritisnuta silama istog intenziteta. Ove sile
su ravnomerno rasporedene po osnovi ploce i u ravnotezi su. Cisto smicanje
se, kod ovako napregnute ploce, javlja u ravnima koje grade ugao od 45° u
odnosu na stranice ploce (slika 6.15). Ovo ¢emo kasnije i da dokazemo.

Ovaj specijalan slu¢aj ¢emo da posmatramo, jer je najlakSe prouciti
deformacije koje nastaju pod dejstvom tangencijalnih napona, u sluc¢aju
Cistog smicanja.

| _[5
— Y Y —
S | A S
- | A @ N
T — -

t
N
Tml

11 R

Slika 6.14: Ravni I'iI1. Slika 6.15: Cisto smicanje.

Zapazimo (slika 6.14) da su ravni I i IT glavne ravni, pa su naponi koji
se u njima javljaju:

0, = 0 — zatezanje, (6.25)
—o — pritisak. (6.26)

Oy

Ovi naponi su jednaki, jer su i boé¢ne sile, po pretpostavci, jednake.
Da bismo odredili stanje u ravnima pod uglom od 45°, ”isecimo”, jedan
takav element (sl. 6.15, 6.16):
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A Y A4
Slika 6.16

Kako su uglovi ¢; = m,oza i =1,2,3,4,a 7, =0, jer suravni [ i

IT glavne, to relacije (6.15) i (6.16) postaju:

oni = 3(0c—0) =0, (6.27)
Twi=3(0.—0y) =3[c—(—0)]=0, =mu=7=0 (6.28)
Ovim smo dokazali prethodno tvrdenje. a

Pri izvodenju pogli smo od toga da posmatrane ravni grade uglove od
/4 i da su glavni naponi:

0, =—0y = 0. (6.29)

Medutim, kada bismo posli od relacija (6.15) i (6.16), uz uslov (6.29), dobili

bismo:
2

Opn =0 (cos o — sin? a) = 0 Cos 2¢p,

. (6.30)
Tp, = T sin 2¢p,
i ako sada zahtevamo da su u ovim ravnima normalni naponi jednaki nuli
(o, = 0), dobijamo:
m m  kw
cos2p =0 =2p=—+kr po=—+— (k=0,1,2,3).
2 4 2
Ovim smo pokazali da je prizma, sa osnovom ABC D, sl. 6.16, optereéena
na ¢isto smicanje. Ovu ¢injenicu ¢emo kasnije da iskoristimo pri nalazenju
veze izmedu tangencijalnih napona i klizanja.

6.3.6 Morov krug napona

Prethodno smo videli kako mozemo da odredimo napon u nekoj tacki,
pri zadatom polozaju presecne ravni (poznato: ¢, oy, 0,7 (7, = 7); trazi
se: op,Tn). Medutim, mozemo da postavimo i obrnuti zadatak. Kako naci
polozaj ravni (¢=7) za koju znamo napone (o, 7,)?

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Da bismo resili ovaj zadatak, mozemo ponovo da iskoristimo jednacine
(6.15) i (6.16). Medutim, za zadato o, iz (6.15) mogli bismo da nademo ¢,
ali kako je i 7, poznato, to ¢ ne bi moralo da zadovolji i drugu jednacinu
(6.16). Odavde sledi da postoji neka veza izmedu o, i 7,. Nadimo je! Prvo
napisimo (6.15) i (6.16) u obliku:

L —; % Ty ; %2 cos 2¢ + Tsin 2¢p, (6.31)
Tp = % sin 2¢ — 7 cos 2¢. (6.32)

Dalje, koriste¢i osnovnu trigonometrijsku identic¢nost:

sin? p+ cos? p=1,

Oy + 0 2 Oy — O 2
<an—%) +Tn2—<%> + 72 (6.33)

Dakle, samo one vrednosti o, 7, koje zadovoljavaju ovaj uslov mogu da
predstavljaju normalni i tangencijalni napon u nekoj preseénoj ravni kroz
tacku tela, u kojoj su poznati komponentalni naponi oy, 0., 7.

Geometrijski ova relacija (6.33) predstavlja krug (u koordinatnom sis-
temu o, 7) poluprecnika:

dobijamo:

Oy + 0y 0

5 ) Ovaj krug zovemo Morov krug

sa centrom u tacki O; <

napona’.

# Konstrukcija Morovog kruga

Cinjenica da sve vrednosti napona (u jednoj tacki) leze na kruznici
(ravno stanje napona)/krugu (prostorno stanje) iskoriséena je da bismo
graficki odredili vrednost napona za neku preseénu ravan, ako su poznati
naponi za dve ravni (ravno stanje napona), odnosno za tri ravni (prostorno
stanje).

"U ovom slu¢aju, ravansko stanje napona, radi se o kruznici. U opstem slucaju, stanje
napona u tacki odredeno je delovima kruga, pa i u ovom sluéaju govorimo o krugu iako
sve vrednosti napona leze na kruznici.
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Pretpostavimo da su poznati naponi u ravnima sa normalama u pravcu
yiz—ose (sl. 6.17-a):

Oy, Oz, Tyz (0y >0, >0, 7, <0).

Zadatak je da nademo vrednost glavnih napona (o1, 02) i polozaj glavnih
ravni («), kao i vrednost napona za preseénu ravan ¢ija normala n gradi
ugao ¢ sa y-0Som.

a)

v
T O
(2) ’
\)m f. NG

o, —m
" b N

B
\/ «&%{

D C c

T
_— i
e
P A o,

Slika 6.18: Morov krug napona.

Konstrukcija:

= Skicira se element u okolini posmatrane tacke i na njemu se, u tatkama
A i B, nacrtaju zatate komponente oy, 0 i 7, i 72y (slika 6.17).

» U koordinatnom sistemu Oot ucrtaju se tacke A(o,, —7) i B(o., 7).
Pri tome, znak tangencijalnog napona odredujemo prema konvenciji
o znaku prema kojoj je smicuéi napon pozitivan ako tezi da okrene
element, na koji deluje, u smeru kazaljke na satu. Prema ovoj kon-
venciji, koja vazi za konstrukciju Morovog kruga, tangencijalni napon
7 u tacki A je negativan, a u B pozitivan.

= Konstruie se kruznica koja prolazi kroz tacke A i B. Njen centar S
nalazi su u preseku o — ose i pravca AB.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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» Duzi OD i OC, preseka Morovog kruga sa o — osom, odreduju veli¢ine
glavnih napona o1 i 09, respektivno®. Orijentisani element prikazan je
na sl. 6.17-b.

= Pravce glavnih napona (1) i (2) odreduju prave koje prolaze kroz tacke
P i C, odnosno P i D. Tacku P nazivamo pol normala, koja ima
sledece osobine (vidi [7], str. 69): bilo koja prava koja prolazi kroz pol
P paralelna je sa normalom presecne ravni kojoj odgovara tacka na
Morovoj kruznici koja se nalazi u preseku posmatrane prave i kruznice.
Na primer, prava odredena tackama P i () je paralelna sa normalom n
kose presecéne ravni (vidi sl. 6.17-c) kojoj odgovara tacka @) na Morovoj
kruznici sa koordinatama (o, 7). Imajuéi u vidu ovu osobinu pola P,
zakljuCujemo da se on nalazi u preseku prave paralelne sa osom y kroz
tacku A i prave paralelne sa osom z kroz tacku B.

» Duzi SE i SF odreduju ekstremne vrednosti tangencijalnih napona,
a pravci, koji prolaze kroz tacke P i E, odnosno P i F', predstavljaju
normale ravni u kojim se ti naponi javljaju.

6.4 Linearno stanje napona
u tacki napregnutog tela

U specijalnom slucaju kada vektori napona, za sve presetne ravni, u
tacki napregnutog tela leze na jednom pravcu u tacki je linearno stanje
napona.

Iz Kosijeve jednacine (6.6), sledi da vektori napona t,, t, i t,, za tri
ortogonalne presec¢ne ravni moraju da budu kolinearni, tj.:

ty = At,,  t, = put., (6.34)

gde su A\ i p proizvoljne skalarne konstante. Dakle, vektor napona t, za
proizvoljnu preseénu ravan, kroz posmatranu tacku, prema (6.6), je:

t, = (Acosa + pcosff + cosy)t,.

Determinanta matrice komponentalnih napona D, (6.9) tada je jednaka
nuli, jer su, zbog (6.34), sve tri vrste ove determinante proporcionalne:

Or Txy Tzxz
det(Dgy) = |Tye 0y Tyz| =0,
Tzx Tzy Oz

8Veéa duz odreduje o1, jer je on po dogovoru vedi!
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a uz to su i svi njeni minori drugog reda jednaki nuli. Dakle, ako je pravac
na kome leze svi vektori napona pravac z ose, komponentalni naponi pravaca
osa z 1y su tada jednaki nuli. Kada jos uzmemo u obzir Stav o konjugova-
nosti tangencijalnih napona, imamo:

oy, =0, Oy = 0, Tey = Tyx = 0, Tyz = Tzy = 0, Top=Tz=0,

pa je matrica komponentalnih napona (6.9) oblika:
(6.35)

U ovom slucaju postoji neograni¢en broj nenapregnutih ravni, a to je
skup ravni koje prolaze kroz z osu.

U ovom slucaju postoji samo jedan glavni napon razli¢it od nule i jedan
glavni pravac za koji je 81 = O:

o1 =0, (1) =z. (6.36)

Stanje napona u tacki M napregnutog tela pokazano je na iseCenom
elementu u jednoj od nenapregnutih ravni. Pretpostavljeno je da je napon
o, pozitivan. Osa z je istovremeno glavni pravac (1), a o, je glavni napon
1.

Kako postoji samo jedan glavni napon razli¢it od nule, o1 # 0, to je
maksimalna vrednost smic¢uceg napon u tacki napregnutog tela:

1
Tmax = §|O-z| (637)

Ona se javlja u prese¢nim ravnima kroz tacku M ¢ije spoljne normale zakla-

s

paju uglove 7 sa osom (1) = z.

N

6=0, 6=0,

o M

z
’ (M

Slika 6.19: Linearno stanje napona.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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6.5 Zadaci

Zad. 6.1. Stanje napona u datoj tacki tela zadato je, u odnosu na Dekartov
koordinatni sistem x, ¥y, z, matricom

36 27 0
(Uij) = 27 —36 0 y
0 0 18

pri ¢emu je vrednost napona u [MPa]. Naéi:

a) vektor napona u odnosu na ravan sa normalom n = {2/3, —2/3, n, > 0},

o

intenzitet tog vektora,

¢) normalni i smi¢u¢i napon u toj ravni,

o,

ugao izmedu vektora napona i normale na ravan.

)
)
)
)

Resenge:
a) Prvo odredimo treéu koordinatu jedini¢nog vektora normale. Njegov
intenzitet je jednak jedinici, pa je

B (3 veres =

Iz Kosijeve jednacine
t, =ty cosa +tycos B +t,cosy

sada sledi:

Wl

t, = (361 + 27j + 0-k)-

[V

2
+ (271 — 36j + 0- k)- <—§> +(0-i4+0-j+18-k)-
t, = 6i + 42j + 6k.

b) Intenzitet vektora napona, za ovu prese¢nu ravan je

|t,] = /62 + 422 + 62 = 42,85 [M Pal.

¢) Normalni napon, po definiciji je

2. 2, 1
t,-n = (6 + 42j + 6k)- (51 — gt §k> = —22[M Pa].
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Zmak ”-” znaéi da je napon pritiska.
Intenzitet tangencijalnog (smic¢uceg) napona, u datoj ravni, je

On = Tn = A/12 — 02 = /42,852 — 222 = 36,77 [M Pal.
d) Ugao izmedu vektora napona i normale ravni je
t, ' n —22

/(t,,n) = - - — —0,5134 — 120, 89°.
cos Z(t,,n) = cosa T n] 12,851 0,5134 = « 0,89
4

Zad. 6.2.
U datoj tacki tela stanje napona dato je matricom

o, 2 1
(O'ij) = 2 0 2 ;
1 20
pri ¢emu je vrednost napon u [MPa].
Odrediti:

a) nepoznatu komponentu o, iz uslova da postoji ravan kroz datu tacku
tela za koju je vektor napona jednak nuli (nenapregnuta ravan) i

b) normalu n te ravni.
Resenge:

a) Prema uslovu zadatka, postoji ravan u kojoj je vektor napona jednak
nuli, tj.

th=(0,i+2j+1-k)n, +(2i+0j+2k)n,+(1-i+2j+0k)n, =0.
Iz ove vektorske jednacine sledi sistem od tri skalarne:
Og Nz +2:ny +1-n, =0,
21, +0-ny +2-n, =0, (a)
1-ng +2-ny +0-n, =0.

Ovo je homogen sistem jednacina po n,, ny i n.. On ima reSenje ako je
njegova determinanta jednaka nuli

Og
2
1

N O N

1
2 = 0,(0-0—2:2) —2(2:0—2-1) + 1(2:2 — 1.0) = 0,
0

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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odakle sledi
4o, +4+4=0 = o0, =2[MPal.

b) Sa ovako odredenom komponentom napona, iz sistema (a) mozemo
da odredimo koordinate vektora normale

2:ng +2-ny +1-n, =0,
2ny, +0-ny +2-n, =0, (a")
1-ng +2-ny, +0-n, =0.

Kako je homogen sistem jednacina, izrazimo sve veli¢ine preko n, = a, pa
dobijamo:

Medutim, posto je n jedini¢ni vektor, to je
n? +n§ +nl=1=d’>4(-a/2)?+ (-a)? = a=+-.

Dobijamo dva reSenja:

2 1 2
n=-i—-j—=-k
1 3 3J 3 )
2 N 1, N 2k
ng=——-i+-j+-
S R !
Ova dva vektora definisu istu ravan, samo §to je jedan vektor vektor spoljasnje,
a drugi unutrasnje normale, jer je n; = —no.
d
Zad. 6.3.

U nekoj tacki tela poznato je ravansko stanje napona (sl. 6.21). Vred-
nosti napona date su u [M Pa].

0 O 0
D,=10 15 -10
0 —-10 30

Odrediti:
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a) normalni i smuéuéi napon u ravni ¢ija

z
normala sa osom y zaklapa ugao ¢ = 30
60°, 10 <
15 15
b) veli¢ine i pravce glavnih napona, ‘—T'_"_'l—";
¢) maksimalnu vrednost smi¢uéih napona 30 ~ 10
za preseénu ravan c¢ija normala lezi u
i
d) nacrtati Morov krug napona.
Resenge:
a) Iz relacije (6.31) i (6.32), za ¢ = 60°, dobijamo
+ —
o= 5 %z Ty 5 %z cos 2p + Tsin2¢ = 17,6 [M Pal,
Oy — 0

T = sin2¢p — 7 cos2¢p = —11,5[M Pal.

Ovi naponi prikazani su na sl. 6.21.

b) Vrednosti glavnih napona dobijamo iz

2
0172_0y20zi\/<%> +T2:22,5i12,5 -

o1 =35[MPal], o92=10[MPa].
Glavni pravac, prema (6.19), odreden je relacijom

or  2(-10) . .
tg2 = - —1 — 26,57,
e T L G

Kako je 7 < 01i 0y — 0, <0, glavni pravci odredeni su uglovima
B1=p0+90° =116,57°, P2 = 1+ 90° = 206,57°.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Slika 6.21: uz zad.6.3.

¢) Maksimalni smi¢uéi naponi javljaju se u ravnima ¢ije normale grade
uglove od 45° sa glavnim pravcima. Vrednost smi¢uéeg napona u tim
ravnima je

0. 35-10
T = L5 05 = o — 12,5[MPa).

d) Morov krug napona dat je na sl. 6.22

T

12.5
10

-10
-11.5

Slika 6.22: Morov krug napona — zadatak 6.3.
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MEHANICKA SVOJSTVA MATERIJALA

Veé je receno u Uvodu da razli¢iti materijali razli¢ito reaguju na iste
spoljasnje uticaje. PonaSanje materijala se ispituje u laboratorijama i na
osnovu toga se (ponaSanje) opisuje nekim analitickim izrazom koji pred-
stavljaju matematicke modele ponasanja materijala.

Najprostiji eksperiment se odnosi na istezanje uzorka (epruvete), koji je
napravljen od materijala koji ispitujemo. Pri ovakvom eksperimentu meri
se duzina posle istezanja — ¢ i sila — S, a na dijagram, kojim se prikazuju
rezultati eksperimenta, nanose se:

— srednja dilatacija

L=ty AL
6w b

E =

gde je fp—pocetna, £ — duzina uzorka posle istezanja, a Af— promena pocetne
duzine, i
— napon:

Ay
gde je S—aksijalna sila koja je izduzila uzorak na duzinu ¢, a Ag—povrsina
poprecnog preseka uzorka u pocetku eksperimenta (neoptereéenog uzorka).
Kao sto se vidi, napon se ne meri ve¢ se meri sila, a napon se izracunava
kao kod aksijalnog naprezanja.
Ovako dobijen dijagram naziva se radni ili 0 —e dijagram materijala.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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i Napomenimo da ovaj napon (koji se nanosi na c—osu) nije srednji
napon, jer se tokom eksperimenta povrsina popre¢nog preseka menja, a mi
uvek delimo sa pocetnom povrsinom Ag.

Karakteristican radni dijagram, za celik, prikazan je na sl.7.1.

Oznacene tacke na ovom dijagramu g4 M
predstavljaju odredena granic¢na po- TN\ S
druc¢ja. Tako, na primer, tacka

P predstavlja granicu do koje s,

je napon proporcionalan dilataciji
(granica proporcionalnosti), tj. deo
krive OP je pravolinijski. Ovaj
deo se karakteriSe i time Sto pri
rastereéenju (sila se smanjuje do
nule) dobijamo istu duz PO. Dakle,
materijal se ponaga elasti¢no.

00"

Slika 7.1: Radni dijagram za celik.

)

Medutim, ako nastavimo sa optereé¢enjem, pa sa rastere¢enjem, ove ” putanje’
(po kojima se odvijaju ovi procesi) biée iste (i za optereéenje i za raste-
reenje), dok ne dodemo do granice elasti¢nosti. Ta grani¢na vrednost
elasti¢nosti je na ovom dijagramu oznacena sa F.

1z Napomenimo da na delu PFE dijagram nije pravolinijski, pa na tom delu
napon nije proporcionalan deformaciji.

Ako predemo sa optere¢enjem preko granice E, tada se rastere¢enje ne
odvija duz iste krive kao i opterecenje, veé¢ se vraca (ali ne u prvobitno
stanje!) po pravoj koja je priblizno paralelna sa pravom OP. Dakle, ako
je uzorak opterecen preko granice elasti¢nosti, tada se ukupna deformacija
sastoji iz dva dela:

- £, — elastiéna deformacija (ovaj deo se vraca u prvobitno stanje po
rastereéenju),

- ¢ — plastiéna deformacija (trajno-nepovratna deformacija):

€ = € + &p. (7.1)

Na datom dijagramu (sl. 7.1) uo¢avamo jos neke karakteristicne tacke: tacke
T’ i T-nazivaju se gornja i donja granica tecenja materijala. Do tacke T”
sa povec¢anjem sile raste i deformacija. Medutim, kada dostignemo vrednost
sile koja odgovara naponu o', tada dolazi do pojave deformacija iako ne
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poveéavamo silu (¢ak i sa manjom silom, jer na dijagramu napon se smanjuje
do tacke T).

Cesto se granica teGenja u slu¢aju zatezanja naziva granica razvlacenja,
a u slucaju pritiska granica gnjecenja.

Od tacke T dilatacija (deformacija) ponovo raste sa pove¢anjem napona
sve do tacke M (maksimum ovog dijagrama). Ova oblast se naziva oblast
ojacanja materijala.

Napon u tacki M naziva se ja¢ina materijala.

Posle tacke M naglo dolazi do smanjenja napona i loma (kidanja) uzorka.
Napon u tacki S zove se napon pri kidanju.

U praksi su deformacije do granice tecenja veoma male, pa je tesko
odrediti granicu proporcionalnosti i elasti¢nosti. Iz tog razloga se za resavanje
problema daje jedan podatak (propisan standardima) koji zovemo tehnicka
granica elasti¢nosti (ovoj granici odgovara vrednost napona o). Sve dok
je stvarni napon o < op smatramo da je materijal elasti¢can i da je propor-
cionalan deformaciji.

U praksi se primena otpornosti materijala svodi na resavanje dva za-
datka:

1. dato: sile koje deluju na deo konstrukcije,
odrediti: dimenzije tog elementa.

Ovaj zadatak nazivamo dimenzionisanje.

2. Dat je: deo konstrukcije,

odrediti: najveéi intenzitet sile koju taj deo moze da izrzi, a da se ne
slomi ili plasti¢no deformise.

Ovo je zadatak o proveri nosivosti.

U oba slucaja koristimo kriterijum koji se svodi na to da najvec¢i naponi
u telu ne smeju da prekorace dopustene vrednosti napona.

Dopusteni napon (o4.p) je vrednost napona koja se propisuje za-
konom. Ova vrednost se odreduje na osnovu ispitivanja (dijagram sl. 7.1).

Kao sto smo rekli, pri prou¢avanju konstrukcija, ili njihovih delova, do-
bijeni naponi ne smeju da predu granicu tecenja ili da dovedu do loma, pa
dopusteni napon odredujemo sa:

o
1\/1 ey

Odop = o ili ogop =
M T

§|Q
S

(7.2)

Sa n,,, odnosno n., oznacili smo neimenovan broj koji nazivamo ko-
eficijent (stepen) sigurnosti. Njegova vrednost se kreée izmedu 1 i 10,

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Sto zavisi od vrste materijala, tacnosti pri odredivanju optere¢enja, namene
konstrukcije, itd.

7.1 Hukov zakon

Veé smo videli da su na jednom delu dijagrama (OP, sl. 7.1), napon i
deformacija proporcionalni, tj.:

o=Fe, (7.3)

gde je: o—normalan napon, e—dilatacija u pravcu ose Stapa, a E-modul
elasti¢nosti (Jungov! modul).

Pored toga, ve¢ smo rekli, eksperimentalno je primeé¢eno da se delova-
njem aksijalnih sila javljaju i poprecne deformacije (5.4):

o
Ep = —HE=—lig- (7.4)

Analiticki izrazi: o -
=4 i g = —H% (7.5)

u literaturi poznati su kao Hukov? zakon. Medutim, u slu¢aju prostornog
stanja napona, prema stavu sa str. 98, imali bismo tri glavna napona. Ovim
naponima bi odgovarale slede¢e deformacije, od napona:

’ 01 ’ ’ Hnaoi
o1 . 6125, 62:€3=—T,

" ()] ” " Ho9
g9 . 5225, 51253:—_E,

n o3 m m Hnaos
g3 g3 = E, €1 = &9 = ——E .

Primenom principa superpozicije dobijamo ukupne dilatacije u pravcu
glavnih napona:

€1 = %[Ul—u(02+03)]7
2= 3 [02 — p (o3 +01)], (7.6)
€3 = %[ag—u(al +O’2)].

Young

2Robert Hooke (1635-1703), engleski naucnik, pre svega eksperimentator. U delu ”De
protentia restitutiva or of spring”, objavljenom 1678. god. dao je rezultate eksperimenta
sa elasticnim telima. To je bio prvi stampani red u kom se razmatraju elasti¢na svojstva
materijala.
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Relacije (7.6) predstavljaju generalisani Hukov zakon za prostorno
stanje napona, izrazen u odnosu na glavne napone.
Odavde mozemo da izrazimo i glavne napone preko dilatacija:

o1 =2G _€1+ 1—’u2,u (€1+62+€3)_,
0'2:2G_€2+ 1—N2,U (€1+62+€3)_, (7.7)
03 =2G ez + K (€1+€2+€3)

|7 1-2p 1

gde smo uveli slede¢u oznaku:

E
2(1+p)

Konstanta G naziva se modul klizanja (smicanja).

Relacijama (7.6) uspostavili smo vezu izmedu glavnih napona i glavnih
dilatacija. Da bismo uspostavili vezu izmedu napona i dilatacija za bilo koja
tri ortogonalna pravca (z,y, z), potrebno je uspostaviti veze izmedu napona
za glavne ose i ose x,¥, z kao i za odgovarajuée deformacije. Kada se ovo
uradi, dobijamo sledece relacije:

Ex = %[U‘r—ﬂ(()’y‘f‘()’z)], Yoy = éTmy
&y = % [Jy —H (02 + O-JE)] s Yyz = é’ryz (78)
e: =3[0 —p(oe+0y)], Voo = &7z

Ove relacije u literaturi poznate su kao generalisani Hukov zakon.

Do relacija za €, €y, €, bismo mogli da dodemo na isti nacin kao i do
relacija €1, €9, €3, ali ne bismo mogli da dobijemo i relacije za tangentne
napone ;; = énj (oni su jednaki nuli za glavne ose!).

Prethodno smo izveli generalisani Hukov zakon. U tim relacijama zane-
marili smo uticaj temperature na deformaciju. Medutim, imajué¢i na umu
(5.5), mozemo uticaj temperature da ukljuéimo primenom principa super-
pozicije (za sluc¢aj malih deformacijal), pa dobijamo:

1 1
€y = o 0w — p(oy +02)] + alt, gy = Esz,
1 1
=7 oy — p (o +02)] + alt, vy = o
1 1
=4 [0, — p(og +0y)] +alAt, v = reiea

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Ove jednacine poznate su u literaturi kao Nojman?® — Dijamelove? jednacine.
Na kraju napomenimo da se veze izmedu napona i deformacija zovu i
konstitutivne jednacine ili jedna¢ine ponaSanja materijala.

7.2 Zadaci

Zad. 7.1.

b
Blok materijala, ¢ije je Sirenje slobodnio u . - c
pravcu x, a u pravcu y je spreceno, opterecen
p
z

je povrsinskim optereéenjem ¢ u pravcu z ose
(sl. 7.2). IzraCunati smanjenje bloka, ako je:
q = 7500 [kN/m?], a = 40 [cm], b = 30 [em],
c¢=20[cm], E = 25[GPal, v =0, 16. - a

X

Slika 7.2: uz zad.7.1

Resenje:

Komponenta napona o, = 0, jer je Sirenje bloka, u pravcu z, slobodno.
U pravcu y spreceno je pomeranje, pa je £, = 0, ali postoji napon o, # 0.
Komponenta napona u pravcu z ose je 0, = —q. 1z (7.8)

&y =3 oy —v(o.+05)] =0,
pa je
oy =v(o, +0,) = —rqg.
Srednji normalni napon je

Oy + 0y + 0, 1+v
Osr = = - q.

3 3

3Neumann
4Duhamel
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Kubna dilatacija (jednacine (5.6) i (5.7) na str. 88) je

o _l-w 1—2v a1—2u)<_1+uq> AV

5 (0z +0y+0,) = 7 30g = 7 3

Za promenu zapremine dobijamo

AV=6WV=—@+WO—2W%M

gde je V zapremina bloka V = a-b-c = 24- 103 [em3].
Konaéno, promena zapremine bloka je

7,5-10°
25-109

AV = —(140,16)(1 —2-0,16) 24-10% = —5, 68 [em?].

Dakle, zapremina bloka smanjila se za 5, 68 [cm?].

Zad. 7.2.

et

FElastiéni blok a-b-h modula elasti¢nosti F h
i Poasonovog koeficijenta v postavljen je u
pravouglu Supljinu preseka (a + 05)(b + dy).

Modul elasti¢nosti materijala zidova mnogo g
je veéi od modula elasti¢nosti bloka, pa se zi-
dovi mogu smatrati idealno krutim. Blok je
pritisnut silom F' (sl. 7.3). b

Slika 7.3: uz zad.7.2.
Odrediti:

a) silu F; pri kojoj ¢e blok s dve strane dodirnuti zidove i promenu visine
h1 koja pri tome nastaje,

b) silu F; pri kojoj ¢ée blok i sa preostale dve strane dodirnuti zidove, kao
i napone o, 0y i 0, i promenu visine Ahs koja pri tome nastaje.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Trenje bloka o prsten zidove Supljine zanemariti. Poznate vrednosti: F =
200 [MPal, v = 0,4, a = 0,1[m], b = 2a, h = 3a, 6; = 0,002a, J =
0,0032a.

Resenge:

a) U trenutku kad blok dodirne zidove jo§ nema pritiska izmedu zida
Supljine i bloka, pa su naponi

Fy

T (7.9)

oy =0y=0, o0,=

Ako zanemarimo trenje, u bloku ¢e vladati jednoliko stanje napona i defor-
macije. Srednja deformacija po 8irini bloka jednaka je stvarnoj deformaciji,
pa ¢e u trenutku kad blok ispuni supljinu biti

5 5
£r = Zl — 0,002, ¢, = f = 0,0016. (7.10)

Kako je deformacija ¢, manja, prvo ¢e se zatvoriti zazor d2. Potrebnu silu,
odnosno napon, odredujemo iz Hukovog zakona

Oy 1%

Ey = E—E(02+0'x) (7].].)
Kako je o, = 0, = 0, to sledi
E E
0, =——¢, =—0,0016—, (7.12)
v v

odnosno
2

Fy = —0.-2-a® = 0,0032 = 0,008-200-10%-0, 1)[MN] = 16 [kN].

(7.13)
Kako je €, = Ahy/hy, to je promena visine h
Ahy =€, h. (7.14)
Vrednost za ¢, odredujemo iz odnosa v = —¢, /¢, pa za promenu dobijamo
gy h 0,0016-0,1
Ahy = -4 — -2 — = .
hy ” 0.4 0,0008 [m]

b) U ovom slucaju, deformacije su odredene izrazom (7.10). Napon oy
jednak je nuli, jer nema pritiska na blok u pravcu x, jer je blok upravo
dodirnuo zid.
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1z Hukovog zakona dobijamo

v
=% (oy +0) = 0,002,

g v

£y = Ey — 5= = 0,0016,
o0, v

=T EF BV

Iz (7.15) i (7.16) za oy i 0, dobijamo

o, = %_TEE?/ = —0,2857-1073- E = —57,15 [kPa],
oy =B 4 7143.107%. E = —942, 86 [k Pa).
1+v

Intenzitet sile, kojom treba pritisnuti blok, je
Fy=2a%0, = 9,4291073- E-a® = 18,857 [EN].
Iz (7.18) i (7.17) dobijamo
£, = [—4,7143 — 0,4(—0,2857)] 1072 = —4,6-1073,

pa je

(7.15)
(7.16)
(7.17)

(7.18)

Ahy =¢e,-h = —4,6-1073-0,3 = —1,38-1072 [m] = —1, 38 [mm].

4

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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GLAVA 8

NAPREZANJA I DEFORMACIJE NOSACA

8.1 Uvod

Odredivanje zakona rasporeda unutrasnjih sila na prese¢nim povrSima
napregnutog tela je staticki neodreden zadatak. Za posmatranu vrstu optere-
¢enja grednog nosaca uvodimo zbog toga ili pretpostavke o rasporedu unu-
tragnjih sila u popre¢nim presecima ili pretpostavke o deformaciji nosaca.

Ako se uvedu pretpostavke o rasporedu unutrasnjih sila, tada se, pri-
menom Osnovnog postulata Otpornosti materijala (vidi str. 95), odnosno
uslova ravnoteze Statike krutog tela, izvodi zakon promene unutrasnjih sila
u popreénim presecima nosaca. Deformacije nosaca dobijaju se iz Hukovog
zakona, pod pretpostavkom da je telo idealno elastic¢no.

Ako se uvedu pretpostavke o deformaciji nosaca, tada se, primenom
Hukovog zakona i Osnovnog postulata Otpornosti materijala, izvode izrazi
za deformacije, a nakon toga zakon promene unutrasnjih sila u popre¢nim
presecima nosaca.

U Uvodu (str. 84) uvedena je pretpostavka o malim deformacijama
prema kojoj se proizvodi komponentnih pomeranja i proizvodi njihovih
izvoda mogu zanemariti. Pored toga u posmatranim sluc¢ajevima naprezanja
komponentna pomeranja tacaka nosaca nisu tolika da bi uticala na veli¢ine
napona kaji se u njemu javljaju. Iz tog razloga uslove ravnoteze postavljamo
na nedeformisanom nosacu i sile u preseku odredujemo takode u odnosu na
nedeformisanu osu nosaca.

Koji ¢e se komponentalni naponi javiti u popreénom preseku nosaca i

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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kakve su njegove deformacije, zavisi i od oblika Stapa, kao i od spoljasnjeg
opterecenja. Iz tog razloga se, radi izucavanja pojedinih vrsta naprezanja,
uvode jos pretpostavke o obliku nosaca i spoljnim silama.

Nosa¢ kod koga je jedna dimenzija znatno izrazenija u odnosu na os-
tale dve, nazivamo Stap ili greda. Pojam Stap koristimo za nosace koji
su optereceni aksijalnim silama ili momentima uvijanja, a pojam greda za
nosace koji su optereceni i popre¢nim (transverzalnim) silama.

U ovom kursu prouc¢ava¢emo uglavnom ovakve nosace.

Napregnuto stanje nekog grednog nosaca izazivaju sile (aksijalna - N,
transverzalna - T') i momenti (moment savijanja - M, moment uvijanja
(torzije) - My).

U zavisnosti od kombinacije ovih sila i momenata razlikujemo osnovna
naprezanja, prikazana na sl. 8.1.

@ rastezanje
a e
) osno ili
aksijalno
U opterecenje
sabijanje ¥ 4

a) aksijalno naprezanje
(zatezanje, pritisak),

smicanje ili odrez

Cisto smicanje,

. N S S—
CIStO SaVIJaIlJ e, ’w’ savijanje ili fleksija
M M

)
)
d) uvijanje (torzija),
s s s d)
) IZVIJanJe- M, M uvijanje ili torzija

) e
F o vijanje

F
Slika 8.1: Specijalni slucajevi.

Pored osnovnih naprezanja, imamo i slozena naprezanja, kao kombinacije
osnovnih, npr. uvijanje i savijanje.

Jedan od glavnih zadataka u Otpornosti materijala je odredivanje stanja
napona u pojedinim tackama tela. Tek kad odredimo stanje napona, mozemo
da vidimo u kom ¢e preseku da se jave ekstremne vrednosti napona (glavni
naponi!), §to je vazno za prakti¢nu primenu.



8.2 Linearno naprezanje - pretpostavke. Odredivanje napona 131

8.2 Linearno naprezanje - pretpostavke.
Odredivanje napona
Posmatra¢emo prizmatiéni ili cilindriéni nosaé!, proizvoljnog popreénog
preseka. Dekartov koordinatni sistem é¢emo da postavimo tako da x i y ose

budu proizvoljne centralne? ose popreénog preseka, a z - osa bude uzduzna
osa nosaca (slika 8.2).

[AEAN
AU\

Yy y

Slika &8.2: Polozaj koordinatnog sistema.

Pretpostavimo da je nosa¢, preko svojih osnova, optereéen aksijalnim
(poduznim) silama, koje su u ravnotezi (vidi sliku 8.3),

[
- e
tj. optereten je samo na osno- — O) l ®
. p.(x)) T I—
— — 7N1 -] —
vama z = 0 i z = ¢ ravnoteznim —
spoljasnjim povrsinskim silama. Za- . }
preminske sile se zanemaruju. Y

Slika 8.3: Raspored sila po popreénom preseku
(prikaz u yz - ravni).

Redukcijom ovih sila na teziSte popreénog preseka C' i projektovanjem
dobijenih veli¢ina na odgovarajucée ose, dobijamo (vidi sl. 8.4):

- aksijalnu silu N = sz(x, y)dA, na oba kraja, i
A

- momente savijanja za x i y osu:

- My = —(ypo(z,y)dA, M, = §ap.(z,y)d4,
A A

respektivno.

Popreéni presek je konstantan.
*Koordinatni pocetak je u centru (tezistu) C.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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)

~ A

zV

X // /
VY- 4
Yy V

Slika 8.4: Veli¢ine dobijene redukciom na teziste.

M,

8.2.1 Izraz za normalni napon

Na osnovu prethodnih pretpostavki, moze da se pokaze (videti [7], str.
230) da je u svakoj tacki nosaca linearno stanje napona. U popre¢nim pre-
secima postoji samo normalni napon o, koji je linearna funkcija koordinata
z iy, tj.

o, =a+br + cy, (8.1)

gde su: a, b1 c, za sada, neodredene konstante.

u A
Zamisljenom prese¢nom ravni, up- ’

M,
ravnom na osu Stapa, delimo Stap < X
na dva dela I i II. Posmatrajmo deo ﬂ ‘ @ [ A .
stapa I (slika 8.5). Kako je nosa¢, = T >
prema pretpostavci, bio u ravnotezi N ,’ 7 ‘}7},71>
pre "presecanja” (vidi sl. 8.4), to je < 7 o.d4

u ravnotezi i svaki njegov deo, posle Z
”presecanja”. Vs

Slika 8.5: Normalni napon.

Odstranjeni deo éemo zameniti silama koje deluju u svakoj tacki popreénog
preseka, tj. na svaki element dA poprecnog preseka, povrsine A, u preseénoj
ravni deluje elementarna sila o,dA paralelna osi z.

Prema osnovnom postulatu Otpornosti materijala, tada spoljasnje sile,
koje deluju na deo I tela (F', M,, M,), i unutrasnje sile (0,dA), rasporedene
po njegovim prese¢nim povrSima, ¢ine ravnotezni sistem, pa mozemo da
iskoristimo uslove ravnoteze (2.26). Od Sest skalarnih uslova ravnoteze tri
su identicki zadovoljena:

YX=0, YVY=0 > M=0,
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dok su preostala tri:

Y Z=0: fo—sz—Nzo, (8.2)

A
DM, =0: Jyasz—Mx =0, (8.3)
A
dIM,=0: —JmaZdA—Myz(). (8.4)
A

Zamenom o, iz (8.1) u jednacine (8.2)-(8.4), pri ¢emu su a, b i ¢ konstante,
dobijamo jednacine za njihovo odredivanje:

af dA—i—bfmdA—i—cfydA =N,

A A A
afydA—iera:ydA—i—cjysz—Mx, (8.5)
A A A
afdi+bfx2dA+cfxydA = —M,.
A A A

Ovaj sistem moze da se pojednostavi pogodnim izborom koordinatnog
sistema. Naime, ako pretpostavimo da su z, y glavne tezisne (centralne) ose
inercije, tada je:

Sm—fydA—O, S, —fdi—O, Ixy—fxydA_O_

Kako je, prema definiciji,
AzfdA, IxzfgfdA, IyzfsﬂdA,
A A A

to iz (8.5) dobijamo:

N M M
- p=-_ =2 8.6
‘T ,” ‘T L (8.6)
Konaéno, za normalni napon o, (8.1) dobijamo:
N M, M
0, =—+—y— L. (8.7)

AL,

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Veli¢ina normalnog napona o, zavisi od spoljasnjeg optereéenja, geometrij-
skih karakteristika poprec¢nog preseka i od koordinata tacke popreénog pre-
seka, u kojoj se napon rac¢una.

Zapazimo da je sila N dovedena u vezu s povrSinom poprecnog preseka
A, a momenti savijanja M, i M, s aksijalnim momentima inercije popre¢nog
preseka.

Raspored normalnih napona o i njihove veli¢ine jednake su u svakom
poprec¢nom preseku Stapa, jer, prema (8.1), ne zavise od koordinate z.

Na kraju, recimo da je, posle svega, jasan razlog zbog koga smo izabrali
glavne centralne ose inercije za ose koordinatnog sistema. Ovako dobijen
izraz (8.7) za normalni napon o, je najjednostavnijeg oblika.

Specijalni slucajevi

Specijalne sluc¢ajeve smo ve¢ naveli u uvodnom delu. U ovom poglavlju
opisacemo ih i izvesti odgovarajuce relacije.

8.3 Aksijalno naprezanje

Aksijalno naprezanje Stapa izaziva par aksijalnih sila u ravnotezi (ili
sistem sila koji se redukuje na ovaj par), a koje deluju na krajevima Stapa.
Pri tome su transverzalna sila, moment savijanja i moment torzije jednaki
nuli, tj.:

T=M;=DM=0.

Da bismo odredili stanje napona, ” presecimo” $tap, sa ravni ¢ija normala
gradi ugao ¢ sa osom Stapa, na dva dela (slika 8.6).

Oznac¢imo sa A, - povrdinu poprec¢nog preseka, dobijenu ovim preseca-
njem, a sa A - presek upravan na osu Stapa (¢ = 0).

Prema (6.3), na strani 97, ukupna sila, - .
koja deluje na presec¢noj povrsi, je: pj(x,y):__@_%_@__:,

S - ft(n) . 38 ]
An

ml?

Iz uslova ravnoteze za deo I dobijamo: @ E ”§
)8 =S-F=0=S=F (89) i
i

Slika 8.6: Presek Stapa.
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Dakle, ove sile su istog pravca, pa je tog pravca i ukupan napon ty) (5to
se vidi iz (8.8)), kako je i nacrtano na slici 8.6.

Kada su spoljasnje sile, ¢ija je rezultanta F, ravnomerno rasporedene
po osnovi Stapa, tada su i unutrasnje sile ravnomerno rasporedene po povrsi
popreénog preseka, tj.

t(n) = t(n)k = COIlSt.,

pa je:
S =t J dA =t, Ay, (8.10)
An

gde je t(n) = ..
Odavde dobijamo ukupan napon (koji je u pravcu z-ose):
t,=—=—. 8.11
A4, A, ( )

U slucaju da spoljasnje sile, ¢ija je rezultanta F, nisu ravnomerno ras-
poredene po osnovama Stapa

] L
— D RN
P.0c)) .
. . P —
usvaja se, na osnovu eksperimenta, da
je raspored unutrasnjih sila praktiéno ¥
ravnomerno rasporeden tek na rasto- V AN
janju veéem od 3d od osnove Stapa, gde - l\ J
Fo /1 F

je d vec¢a dimenzija popre¢nog preseka |
[

stapa (Sen-Venanov postulat). 3] ! 3d !

Slika 8.7: Neravnomerno rasporedene sile
po osnovama.

Nadimo sada normalni i tangencijalni napon za prese¢nu ravan sa normalom
n.

— —

Prema definiciji ovih veli¢ina (6.7)

imamo (vidi sl. 8.8): o s
S BE) I WAY :
g =0 :t . :t F TY{Z» A to
=o0p =ty n="=t,cosp, !

8.12 .
T=T,= t(n)' n; =t,sineg. ( ) Slika 8.8: Presek stapa.

Sa ¢, kao sto je ve¢ reteno, oznacili smo ugao izmedu normale n i z-ose.
Ovaj ugao ¢emo uzimati sa znakom +, ako se meri od ose Stapa u smeru
suprotno kretanju kazaljke na satu.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Iz poslednjih relacija vidimo da ¢e 7 da bude nula kada je ¢ = 0. U
tom slucaju je O'LP:(] = Omax, @ Ukupan napon je t, = omax. Odavde za-
kljué¢ujemo (na osnovu definicije glavnog napona) da ¢e glavni napon da se
javi u ravni upravnoj na osu Stapa, a njegova vrednost je:

FF
A A,cosp  cosp

(8.13)

0n|n:k =0z = Omax —

Ovde je iskoriséena relacija (8.11) i veza A = Ay = A,, cos ¢, da bismo dobili
poslednju jednakost.

Na osnovu prethodnog, koristeéi relacije

: : K
(8.13) i (8.12), mozemo da uspostavimo vezu — -@- —
izmedu ukupnog (t¢,), normalnog (o) i tan- !
gencijalnog (7) napona, za presek ¢ija nor- n ™

n Ak
mala zaklapa sa z-osom ugao : Slika 8.9: Presetne povisi

t, = 0,C0sQ,

o =t,cosp = 0, cos’p, (8.14)
1
2
Najveéi 7 napon javlja se u ravni koja je odredena uglom g, za koji je

T=1,8lnp = 0,8inp cosp = 50, sin 2¢p.
T
sin2p =1 = ¢y = {iZ’ tj. u preseku koji je pod uglom od 45° u odnosu

na z-osu (glavnu ravan). Prema tome je:

1
Tmax = §O'z~ (815)

i Napomenimo da ¢emo kao pozitivan normalni napon uzimati napon pri
zatezanju, a negativan pri pritisku. Tangencijalni napon é¢emo uzeti da je
pozitivan, ako se pravac spoljne normale preseka, kreé¢uéi se u smeru kazaljke
na satu, poklopi sa njim (videti sl. 8.10).

Slika 8.10: Smerovi vektora napona.

Uzduzna dilatacija €, - u pravcu ose Stapa z, zavisi samo od glavnog
napona o, jer je 7 - napon u tom preseku jednak nuli, pa prema Hukovom
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zakonu imamo:

o, = Fe,.
Kako je, prema definiciji:
Al
7 = &z,
to, za promenu duzine, dobijamo:
Al = (e, = e% - e%. (8.16)
Ostale komponente deformacije dobijaju se kori§éenjem Hukovog zakona:
1 v F
=7 [0z —v(oy +0.)] = 5% = VEa
€y = % oy — V(0. +02)] = —%O‘Z = —V%, (8.17)

Epy = Eyz = €22 = 0.
Poprecno skracenje Stapa je:
o F
E€p = —HE: = —ME - THrEa

Resavanjem sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina (8.17), za Stap
prikazan na slici 8.11a, dobijamo komponente pomeranja (u, v, w):

/ | AL
vy T~
Slika 8.11: Pomeranje tacaka.
R _r (8.18)
U= Vg, V= Vgl W= ooz .
Ukupno popreéno pomeranje proizvoljne tacke M (sl. 8.11b) je:
0 =ul+uvj= VPl VY = vt (8.19)
Za izduzenje $tapa, prema (8.18), dobijamo
Fv
Al =w(l) = —. 8.20
w(l) = = (5.20)

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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8.4 Cisto savijanje
8.4.1 Uvod

Pod savijanjem podrazumevamo naprezanje nosac¢a pri kome se njegova
uzduzna osa, pri optereé¢enju nosaca, savija.

Savijanje nastaje pod dejstvom momenata savijanja, koji deluju u ravni
koja prolazi kroz osu nosac¢a. Ova ravan naziva se ravan savijanja (optere-
éenja).

Ravan savijanja
(opterecenja)

M M, 1 !
~_ Nk
”’4.

v

y \J

Slika 8.12: Cisto savijanje — ravan savijanja.

Na slici 8.12 prikazan je primer kada je moment savijanja, kao vektor, u
pravcu x-ose.

Prema polozaju ravni savijanja (optereéenja), u odnosu na glavne tezisne
ose poprecnog preseka nosaca, razlikujemo dva slucaja:

= pravo savijanje, kada se trag ravni savijanja poklapa sa jednom od
glavnih tezisnih osa popre¢nog preseka nosaca (slika 8.12);

= koso savijanje, kada se trag ravni savijanja ne poklapa ni sa jednom
od glavnih tezisnih osa, a prolazi kroz teziste.

U zavisnosti od spoljaSnjeg opterec¢enja savijanje moze da bude:

= Cisto savijanje, kada se spoljasnje optere¢enje svodi na spreg, pri
¢emu je moment sprega (moment savijanja) konstantan celom duzinom
nosaca, a transverzalna sila, aksijalna sila i moment torzije su jednaki
nuli;

= savijanje silama, kada se pored momenta savijanja javljaju i transver-
zalne sile, a aksijalna sila i moment torzije su jednaki nuli. Ovaj za-
datak ¢emo kasnije razmatrati.
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8.4.2 Osnovne pretpostavke

Pri razmatranju naprezanja pri ¢istom savijanju uvodimo, u Otpornosti
materijala, sledeé¢e pretpostavke o deformaciji i raspodeli napona:

= poprecni preseci grede, pri deformaciji, ostaju ravni i upravni na elasti¢nu
liniju (deformisanu osu nosaca) (Bernuli3-Ojlerova hipoteza o ravnim
presecima),

= sve komponente napona, osim o¢,, jednake su nuli.

= nosa¢, prizmati¢nog ili cilindri¢nog oblika, opterecen je samo na kraje-
vima, tako da se pri redukciji tih sila na teziste dobije da su glavni vek-
tori jednaki nuli, a glavni momenti na krajevima jednaki (ravnotezal).
Spregovi leze u kosoj ravni u odnosu na glavne ravni inercije (trag
ravni sprega se ne poklapa sa glavnim osama). Za tu ravan dijagram
momenata savijanja je konstantan duz ose nosaca, a transverzalna sila
je identicki jednaka nuli.
Ovako opterecéen stap izlozen je €éistom savijanju.

U specijalnom slucaju kada redukcioni momenti imaju samo jednu
komponentu (M, # 0, M, = 0ili M, # 0, M, = 0), u popretnom
preseku nosaca vektor momenta savijanja poklapa se sa jednom od
glavnih centralnih osa inercije x ili y — Cisto pravo savijanje.

= u opStem slucaju, kada je M, # 01i M, # 0, u poprecnom preseku
vektor momenta savijanja ne poklapa se ni sa jednom od glavnih cen-
tralnih osa inercije x ili y — Cisto koso savijanje. Ravan savijanja je
kosa u odnosu na glavne ravni inercije, a upravna je na vektor My —
moment savijanja.

8.4.3 Cisto savijanje prave grede
konstantnog poprecnog preseka

U ovom kursu proucava¢emo samo Cisto pravo savijanje, pa u daljem tek-
stu, radi kratkoée pisanja, govori¢emo o Cistom savijanju, podrazumevajuci
¢isto pravo savijanje.

Napred je receno da pod pojmom €isto savijanje podrazumevamo na-
prezanje nosaca koje nastaje pod dejstvom momenta savijanja, koji je isti
u svim presecima nosaca, pri ¢emu su aksijalna i transverzalna sila, kao i
moment torzije jednaki nuli (Mg = const.# 0, T'=0, N =0, M; = 0).

3Bernoulli

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!



140 8 Naprezanja i deformacije nosaca

Navedimo dva primera za ovu vrstu naprezanja.

Prvo, posmatrajmo prostu gredu koja je na krajevima optere¢ena spre-
govima, istih intenziteta, ali suprotnog smera.

ment savijanja (oko z-ose), dok su
transverzalna i aksijalna sila, kao i
moment torzije jednaki nuli. Greda -
je u celom rasponu izlozena ¢istom | | | | |@| | | | | |

savijanju.

M

U ovom slucaju javlja se samo mo- g
A
I

M(z)

Slika 8.13: Primer Cistog pravog savijanja.

Kao drugi primer, posmatrajmo gredu sa prepustima koja je na kraje-
vima optereéena silama, intenziteta S.

U ovom slucaju (sl. 8.14) javlja se, .8 ”'é"l:
pored momenta savijanja, i transverzalna g

sila. Medutim, izmedu oslonaca A i B TG W_,
transverzalna sila je jednaka nuli, a mo- M :

ment savijanja je konstantan. Odavde
sledi da ¢e ovaj nosa¢ samo u delu izmedu @
oslonaca da bude izlozen ¢istom savijanju. M)

Slika 8.14: Primer delimi¢no é&isto pravo
savijanje.

8.4.4 Elasti¢na linija. Normalni napon

Usled delovanja spregova nosa¢ se deformiSe tako da se neka njegova
vlakna izduzuju, neka skra¢uju, a neka ostaju iste duzine.

Skup vlakana ¢ije je izduzenje jednako nuli obrazuje neutralnu povrs.
Prese¢na linija te povrsi i ravni savijanja naziva se elasti¢na ili neutralna
linija. Neutralna osa je presek neutralne povrsi i popreénog preseka
nosaca.
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M M -
n m neutralna | Ravan savijanja
n ) ) m povrs (opte/r|e£e_njg)_
Q ! T 0 ,
,,,4;,,, ! ! '_A"Z neutralna
T linija
n m

m neutralna

osa y ¥

Slika 8.15: Cisto pravo savijanje.

Posmatrajmo savijanje nosaca, oko x-ose, spregovima (M,, —Mx). Da
bismo dobili izraz za normalni napon, koristi¢emo Bernuli-Ojlerovu hipotezu
ravnih preseka (navedena u pretpostavkama 8.4.2).

a) PP b)
(\ ) ) m 0, neutralna linija 0,
7 7 g A BLY

dz

deo nosaca pre savijanja

deo nosaca posle savijanja

Slika 8.16: Deo nosaca posle deformacije.

Uoc¢imo dva veoma bliska preseka P, i P, na rastojanju dz (sl. 8.16).
Posle deformacije ovi preseci zaokrenuce se za neki ugao dp. Neutralna linija
prodire kroz poprec¢ne preseke P, i P, u tackama O7 i Og, pa vlakno 0109
ostaje nepromenjene duzine.

Posmatrajmo sada proizvoljno vlakno AB, koje se nalazi na rastojanju
y od neutralne linije. Ono posle savijanja prelazi u krivu A; By, a izduzi
se za Adz (sl. 8.16¢). Dilatacija vlakna, udaljenog za y od neutralne ose,

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!



142 8 Naprezanja i deformacije nosaca

prema definiciji, je:
o Adz
odz

(8.21)

Iz sliénosti trouglova AOlAlAll ~ ACO10s sledi proporcionalnost odgo-
varajucih stranica:

A A A
Ady O (8.22)
0104 (o
odnosno: Ad
z Y
— == 8.23
i (8.23)
gde je p - poluprecnik krivine elasti¢ne linije, a C - centar krivine.
Iz prethodnih relacija (8.21) i (8.23) dobijamo:
e, = 2. (8.24)

0

Dalje, prema Hukovom zakonu, ovoj dilataciji odgovara normalan napon
0, = Fe,, koji deluje u aksijalnom pravcu vlakna, u tackama A, By upravno
na poprec¢ni presek, pa prema (8.24) dobijamo:

E

o, = Be, = BY = 2y, (8.25)
0 0

Na osnovu jednacine (8.25) zakljué¢ujemo da —
je normalni napon linearna funkcija rasto- e
janja od neutralne linije, u kojoj je normalni
napon jednaka nuli. Ovo je posledica Bernuli-
jeve hipoteze ravnih preseka. z
Dijagram normalnih napona (o-dijagram),
na osnovu (8.25) prikazan je na sl. 8.17. ®
Znak napona zavisi od toga da li su vlakna
izduzena (+) ili skra¢ena (—).

y
Slika 8.17: o - dijagram.

Da bismo uspostavili vezu izmedu unutrasnjih sila (naponi) i spoljasnjeg
opterecenja (spregovi), zamislimo da smo nosa¢ (koji je pod dejstvom sila
u ravnotezi) presekli na dva dela. Odstranimo jedan deo i njegov uticaj
zamenimo unutrasnjim silama o,dA, koje su rasporedene po celoj povrsi
poprecnog presekal
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m ._: J\;Z

_7.>

x/ yy

Slika 8.18: Normalni napon u proizvoljnom preseku.

Sile koje deluju na nosaé¢ su u ravnotezi. NapiS$imo sada uslove ravnoteze,

za ovaj slucaj (sve su sile paralelne sa z-osom):

2. Xi=0, Y Yi=0,
ZZi:fasz:O, =

A
jgydA—EjydA—ESx—O =
% o o
A
Sy, =0},

ZMm M, fyasz—O =

M, f y?dA = = fydAfil =

1 M,
o FEIL|

Proizvod EI, zove se krutost nosaca u odnosu na savijanje.

Na kraju, moment za y osu daje

ZMW = Ja:oszzo =
g A

E E E
j—:nydAz —J:EydA =—I;,y=0 =
0 0 0

(8.26)

(8.27)

(8.28)

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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dok je moment za z osu identicki zadovoljen, tj.
i

Na osnovu uslova ravnoteze zaklju¢ujemo sledece:

» neutralna osa z mora da bude tezi$na osa (iz (8.26) - staticki moment
povrsi jednak je nuli);

= ose x 1y su glavne ose inercije, jer je centrifugalni moment inercije
jednak nuli (8.28) (videti jed. (4.21) na str. 64).

Krivinu elasti¢ne linije ra¢unamo prema (8.27), a kombinujuéi relacije
(8.25) i (8.27) dobijamo:

E M,
L= Ty = 2y 8.29
o= V=Y (8.29)

Konaéno, na osnovu (8.27), sledi da je elasti¢na linija kruzni luk, jer je
o=const.

Jednacina (8.27) poznata je u literaturi kao Bernuli-Ojlerov obrazac
za krivinu elasti¢ne linije.
i  Napomenimo da je tangencijalni napon (7), za ovaj slucaj savijanja,
jednak nuli:

T=0.

8.5 Ekscentri¢ni pritisak ili zatezanje kod pravih
Stapova, konstantnog poprec¢nog preseka

Posmatrajmo sada slozeniji sluc¢aj savijanja, kada na krajevima nosaca
deluju dve sile u ravnotezi (sl. 8.19-a). Tada, ako je njihova napadna tacka
izvan tezista, a napadna linija paralelna sa osom nosaca (Stapa), govorimo
o ekscentricnom pritisku ili zatezanju.

U ovom slucaju su transverzalna sila i moment torzije jednaki nuli, a
aksijalna sila i moment savijanja su razliciti od nule (7" =0, M; = 0, N # 0,
M, #0).



8.5 Ekscentriéni pritisak ili zatezanje kod pravih Stapova 145

A
M M R.S.
A A®@b)
N P
a [ : B EIIN
JK ) ANZL M, 1 x (1)
§ L S
x/ RS,
@) a )

Slika 8.19: Sile i momenti kod ekscentri¢nog pritiska.

Redukcijom ovih sila na teziSte popre¢nog preseka Stapa dobijamo par
ravnoteznih aksijalnih sila (S, —S) i par ravnoteznih spregova (Mg, —Mj),
intenziteta My = S- e (vidi sliku 8.19). Sa R.S. oznacena je ravan savijanja,
asae = AT. Ose su glavne tezisne ose, postavljene na desnom kraju.
Koordinate napadna tacka A, sile S, su (a, b).

Sile S izazivaju aksijalno naprezanje, a spregovi savijanje. Dakle, eks-
centrican pritisak je kombinacija aksijalnog pritiska i ¢istog kosog savijanja.
Moment sprega mozemo da razlozimo na komponente u pravcu x i y ose.
Njihovi intenziteti su:

M, = Mgsinp = S-esinp = Sb;

(8.30)
M, = Mscosp = S-ecosp = Sa.

Projekcija momenata M., pod pretpostavkom da sila pritiska deluje u prvom
kvadrantu, je negativna (suprotan smer u odnosu na x osu), a projekcija
momenata M, je pozitivna (vidi sl. 8.19-b).

Ako sada ove vrednosti zamenimo u (8.7) i imajuéi na umu da je normal-

nih napona od aksijalne sile (8.13) o, = —S/P, dobijamo ukupan normalni
napon u slucaju ekscentricnog pritiska
S M, M,
= =4 == = 8.31
Oz <P + I, y+ Iy :L') ) ( )

gde je P povréina popreénog preseka’.
Iskoristivsi relacije (8.30), prethodni izraz moze da se napise u obliku:

f_ﬁ 1+L +LLL’ —
=P /P’ T 1,p") "

_—§<1+b—y+@>.

2 2
P iz iy

(8.32)

40vde smo sa P oznadili povrdinu popreénog preseka, jer je sa A oznacena proizvoljna
tacka poprecnog preseka, pa da ne bi doslo do zabune.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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i  Napomenimo da su z i y glavne, tezisne ose. Pri dobijanju relacija (8.32)
iskoristili smo vezu izmedu polupreénika inercije (i,,) i momenta inercije (Iy,)
za neku osu n:

i2 = I,,/P.

n

Na slican nacin, kod ekscentri¢nog zatezanja, dobili bismo

S by ax
Uz—'i‘F <1+g+g> (833)

# Jednacina neutralne ose

Jednacina neutralne ose (o = 0), u ovom slu¢aju, ima oblik:

b axr
Ji o
iz iy

1+

Vidimo da je neutralna osa prava koja ne prolazi kroz teziste. Njeni odsecci
na glavnim teziSnim osama z, y su:

,L'2
r=—"Y zay=0,
a (8.34)
— -2 saz=0
y b, *

Takode, na osnovu (8.34), zapazamo da polozaj neutralne ose kod ekscen-
tricnog pritiska (zatezanja) ne zavisi od intenziteta sile S, ve¢ samo od
njenog polozaja u odnosu na teziste (koordinate a, b!), kao i od oblika
poprecnog preseka (i, iy).

Dijagram normalnih napona dat je
na sl. 8.20.

Neutralna osa deli poprecni presek
na dva dela. U jednom delu imamo
pritisak (-), a u drugom zatezanje
(+). Kod ekscentri¢cnog pritiska
znak (-) javlja se u onom delu pre-
seka u kome deluje sila. Kod za-

tezanja je suprotno. Slika 8.20: o+ - dijagram kod eks-
centri¢nog pritiska.
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# Jezgro preseka

U praksi se susre¢emo sa ekscentri¢no pritisnutim stubovima izradenim
od materijala koji dobro trpe pritisak, ali ne i zatezanje. Iz tih razloga bi
bilo dobro da znamo gde treba da delujemo silom da bi ceo presek bio izlozen
pritisku.

Pri crtanju o - dijagrama videli smo da neutralna osa deli povrs popreénog
preseka na dva dela. U jednom delu javljaju se naponi zatezanja (+), a u
drugom, u kome se kod ekscentri¢nog pritiska nalazi napadna tacka sile,
naponi pritiska (—).

Dalje, vidi se (Dodatak, str. 259) da kada se napadna tacka sile pri-
blizava tezistu, tada se neutralna osa udaljuje od tezista i obrnuto. Odavde
sledi da mozemo da nademo jedan polozaj napadne tacke, takav da neutralna
osa tangira poprecni presek, odnosno da je ceo poprecni presek izlozen pri-
tisku (ako je ekscentrican pritisak). Ako se napadna tacka jos vise priblizi
teziStu, tada ¢e neutralna osa da bude van preseka, pa je opet ceo presek
izlozen pritisku. Medutim, ako posmatramo sve neutralne ose koje tan-
giraju poprecni presek, dobi¢emo odgovarajuéi skup napadnih tacaka sila.
Geometrijsko mesto ovih tac¢aka je linija, a oblast, ograni¢enu ovom linijom,
zovemo jezgro preseka.

Iz same definicije neposredno sledi da:

= kada je napadna tacka sile u jezgru preseka, tada u svim tackama
preseka vlada pritisak,

= kada je napadna tacka sile van preseka, tada neutralna osa deli povrsinu
poprecnog preseka na dva dela:
pritisak i zatezanje.

Postupak odredivanja polozaja grani¢nih tacaka jezgra svodi se na odre-
divanje polozaja napadnih tacaka sile za one neutralne ose koje dodiruju
presek (ali ga ne seku!). U Dodatku dat je primer odredivanja jezgra preseka
za pravougaonik.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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8.6 Zadaci

# Zadaci - Aksijalno naprezanje

Zad. 8.1.

Laka kruta trougaona ploca ucvrséena je

za fundament pomoéu dva laka Stapa i B @ C =
, . ey — >

zglobom A, a optereéena je u tacki C silom

F (Slika 8.21). Odrediti: a

a) sile u stapovima, A

b) napone u Stapovima i

c¢) pomeranje tacke C. a

Poznate su vrednosti: sile F, rastojanje : 4 | 2a

a, povrsine popre¢nih preseka A i moduli Slika 8.21° uz zad. 8.1.
elasti¢nosti E Stapova.

Resenje:

AL, y

—_

>

C /.

a) Uslovi ravnoteze za posmatranu
. plocu, su:

— \\\\\D LXimAa+ =510,

o AL, ZYisz—FSQZO,
1

-t

_ ZMA:Fl-a—Sl-a—Sg-Qa:O =
S, i
S+ 259 = F.

Slika 8.22: uz reSenje zad. 8.1.

Kako imamo tri jednacine, a ¢etiri nepoznate, to je zadatak 1x staticki
neodreden. Dopunski uslov je

_AL AL o (8.35)

t
8 a 2a

X
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Kako je (kombinacija aksijalno naprezanje — Hukov zakon)

F AV Fv

to iz (8.35) i (8.36) dobijamo

(8.36)

EA EA
b) Naponi su:

. . 1 2
S2 £2 —251 él = 52 2251 i Sl = gF, Sg = gF

_S_ B _ % 2k
NTA T A P AT A
c¢) Pomeranje tacke C
Si-a F-a
o= A0 = TH T 8B4

Zad. 8.2.

Konstruktivni sistem, prikazan na slici
8.23, sastoji se od tri stapa. Odrediti:

a) normalne napone u Stapovima usled ©)
zagrevanja Stapa 1 za At = 40°C i 4 o
b) pomeranje tacke A, ?
ako je: a = 4[m], sinp = 3/5, r @ A
E = 200[GPa], a = 1,210°7°C7}, a Slika 8.23: uz zad. 8.2,

povrsine poprecnih preseka su iste.

Resenge:
y a) Uslovi ravnoteze za suceljni sistem sila
S (S1, S2, S3), koje se suceljavaju u tacki A,
3 .
S su:
¢ _ ine =
ZXZ = —51 — Sysinp =0,
+——o— : (8.37)
S, A X ZYZ-=52008<,0~|—53=0.
i

Slika 8.24: uz resenje zad. 8.2.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Kako imamo dve jednacine, a tri nepoznate, to je zadatak 1x staticki
neodreden. Dopunski uslov je (videti sl. 8.25-b)

Aly = Alysinp + Alscos p. (8.38)

Slika 8.25: uz reSenje zad. 8.2.

Kako je (kombinacija aksijalno naprezanje — Hukov zakon)

Al Se

— Al = — (AT

N EA TN

a duzina Stapova su (vidi sl. 8.23): ¢1 = atgp, f2 = a/cosp, I3 = a, to su
dilatacije Stapova:

oc=Fe=F

5151 Slatggp

Al = A + ol AT = TA +aatgp AT,
Aly = *2222 - EAsi(j)scp’ (8:39)
Al = 20 2,
Kombinujuéi (8.38) i (8.39) dobijamo:
ng2 = (ngl + aﬁlAT> sin ¢ + ngg cosp =
Sesfte_(Sisfka 850 3, S0 1

Odavde sledi treé¢a jednacina za odredivanje intenziteta sila u Stapovima

255 = 95 + 1653 + 9aEAAT. (8.40)
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Kombinujuéi sa jednac¢inama (8.37), za sile u Stapovima, dobijamo:

S1 = —éaEAAT,

)
= —aFEAAT
S2 240[ ’

S3 = —éaEAAT.

Naponi su:
S 1
g1 = Z = —gOéEAT =—-12 [MPQ],
S )
=—=—aFAT =20[MP
0= — = 50 0[M Pa],
_ 5 L par — “16[MPal
08 = = g% = al.

b) Pomeranje tacke C

Ap = A2 + AL,

Al = (m + aAT) atgp = (E + aAT) atgy = 1,26 [mm],
Alg = agE-a =—0,32[mm], =
Ay =1,3[mm].

Zad. 8.3.

Kruta kvadratna ploca, tezine G,
zglobno vezana u tacki A, a u
tackama B i C' vezana je zategama
BBy i CCy. U tactki D na nju
deluje vertikalna sila intenziteta S
(sl. 8.26). Odrediti:

Slika 8.26: uz zad. 8.3.

a) sile i napone u zategama i

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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b) pomeranje tacke D.
Resenge:

Uslovi ravnoteze:
DXi=—S1—-5%+X,=0,
i

dYYi=-G-5+Y, =0,

3
M, :—sl-a—ga.52+G-g+s-a:o

Dopunski uslov

Sa sl. 8.28 vidi se da moze da se uspostavi %Z
sledeca veza izmedu pomeranja
3a
Al 5 5 =
Lo % 2 o Al =2A0. 5

Aly — (3/5)a 3 3

Slika 8.28: uz resenje zad. 8.3.

S-a

A dobijamo

Ako sada iskoristimo vezu izmedu pomeranja i sila Af =

vezu izmedu sila u Stapovima:
5
S = 552, (8.41)
jer su Stapovi od istog materijala (isti moduli elasticnosti Fy = Fy = F),
istog poprecnog preseka A; = As i iste duzine a.
Iz momentne jednacine dobijamo

S1+ gsz = %G + 5. (8.42)

Iz poslednje dve jednacine, (8.41) i (8.42), dobijamo

25 (G 15 /G
5123—4<5+S>, 5223—4<5+S>
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Naponi su:

S % (G 8 15 (G
01_A1_34A<2+S>’ J2_A2_34A<2+S>'

Pomeranje tacke D je jednako izduzenju Stapa C'CY, jer se ploca okreée oko

zgloba A, tj.
Si-a a 25 (G
yp = b =J7 _ﬂ3_4<5+5>'

# Zadaci -¢isto savijanje

Zad. 8.4.
Dimenzionisati gredu, koja je opterecena prema slici 8.29, ako je o40p =

12 [M Pa]. Poprecni presek grede je pravougaonik, ¢iji je odnos strana b/h =
1/2. Moment savijanja je intenziteta M, = 25 [kNm].

' '~ 7
h
A 7% , %B z X ? I
yl I y

Slika 8.29: uz zad.8.4

Resenge:

Greda je optere¢ena parom spregova u ravnotezi, pa su sile u osloncima
jednake nuli. Javljaju se samo momenti savijanja, koji su konstantni duz
raspona grede. Staticki dijagrami dati su na sl. 8.30. Ose z,y su glavne
teziSne ose, jer su ose simetrije. Vektor momenta savijanja poklapa se sa
glavnom teziSnom osom x. Prema navedenim ¢injenicama, nosac je izlozen
¢istom pravom savijanju.

Poprecni presek je simetri¢can, u odnosu na y osu, pa su apsolutne vred-
nosti iviénih napona iste, tj.

M,

0z—max = :
I,

M,

= = |0'zfmin|'

| >

8

Prema uslovu zadatka je

_ M. IR PR LU U
O-zfmax—Ww\O-dop m_h/2_ 6 12

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!



