
Gausov algoritam i teorema Kroneker-Kapeli

Sistem

Rexe�e sistema linearnih jednaqina

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + . . . + a2nxn = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 + . . . + a3nxn = b3
...

. . . =
...

am1x1 + am2x2 + am3x3 + . . . + amnxn = bm

je svaka ure�ena n-torka brojeva (λ1, λ2, λ3, . . . , λn) takva da kada se svako pojav	iva�e promen	ive xi zameni

brojem λi, jednaqine postaju jednaqine koje su taqne tj. taqne su jednakosti

a11λ1 + a12λ2 + a13λ3 + . . . + a1nλn = b1

a21λ1 + a22λ2 + a23λ3 + . . . + a2nλn = b2

a31λ1 + a32λ2 + a33λ3 + . . . + a3nλn = b3
...

. . . =
...

am1λ1 + am2λ2 + am3λ3 + . . . + amnλn = bm.

Za dva sistema ka�emo da su ekvivalentna ukoliko su im skupovi rexe�a isti.

Gausov algoritam

Ideja Gausovog algoritma za rexava�e sistema linearnih jednaqina je da se u koracima pribli�ava rexe�u

tako xto se sistem sma�uje za po jednu jednaqinu i jednu nepoznatu. Takav pristup rexava�u sistema omogu�ava

slede�e tvr�e�e.

Ako se jedan sistem dobija tako xto se u drugom:

-zamene mesta dvema jednaqinama,

-jednoj jednaqini se doda druga pomno�ena nekim brojem,

-jednaqina se pomno�i brojem razliqitim od nule,

onda su takvi sistemi ekvivalentni.

Za pomenute operacije na jednaqinama sistema ka�emo da su elementarne transformacije sistema.

Konkretan opis Gausovog algoritma bi bio slede�i:

U svakom koraku u bilo kojoj jednaqini koja nema markirane promen	ive markiramo bilo koju promen	ivu1, a zatim

elementarnim operacijama eliminixemo upravo markiranu promen	ivu iz jednaqina koje nemaju nijednu markiranu

promen	ivu. Postupak nastav	amo sve dok se ne desi jedna od dve stvari:

-javila se jednakost u kojoj se (efektivno) ne jav	a nijedna nepoznata i sama jednakost je netaqna,

-svaka jednaqina ima markiranu promen	ivu ili nema promen	ivu uopxte.

Kada zavrximo proceduru markira�a i eliminisa�a, onda da	e postupamo ovako:

1. Ako se pojavila jednakost koja ne sadr�i nepoznate i netaqna je, onda sistem nema rexe�a.

2. Ako se javila jednakost koja ne sadr�i nepoznate i taqna je, ona ne utiqe na da	e rexava�e sistema,

zanemarujemo je i nastav	amo sa rexava�em sistema.

3. Ako se nije pojavila jednakost koja ne sadr�i nepoznate i netaqna je, prelazimo na izraqunava�e

1Ne smemo markirati dve promen	ive u istoj jednaqini.
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vrednosti nepoznatih. Tu razlikujemo dva sluqaja:

3.a Ako ima promen	ivih koje nisu markirane ni u jednoj jednaqini, za �ih ka�emo da su slobodne 2 i ostale

promen	ive izra�avamo preko �ih. Markirane promen	ive izra�avamo redom obrnutim od redosleda marki-

ra�a, tako da prvo izra�avamo promen	ivu koju smo posled�u markirali a posled�u izra�avamo promen	ivu

koju smo prvu markirali. Uobiqajen je i naqin da slobodnim promen	ivim dodelimo slobodne parametre

α, β, γ... pa su onda sve promen	ive izra�ene preko tih parametara.

3.b Ako nema promen	ive koja nije markirana ni u jednoj jednaqini, onda izraqunavamo vrednosti ne-

poznatih i to redom obrnutim od redosleda markira�a, tako da prvo raqunamo vrednost nepozna-

te koju smo posled�u markirali a posled�u raqunamo vrednost nepoznate koju smo prvu markirali. �
Primer 1: Rexiti sistem

−3x − 5y + 2z − 2t = 6

6x + 5y − 2z + t = −3

5x + 3y − z + 2t = 0

2x + 2y − z + t = −2

Gausovim algoritmom.

Rexe�e: U bilo kojoj jednaqini markirajmo bilo koju nepoznatu.
−3x − 5y + 2z − 2t = 6

6x + 5y − 2z + t = −3

5x + 3y − z + 2t = 0

2x + 2y − z + t = −2

Prvoj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem 2. Tre�oj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem −2. Qetvr-

toj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem−1. Dobijamo sistem:
9x + 5y − 2z = 0

6x + 5y − 2z + t = −3

−7x − 7y + 3z = 6

−4x − 3y + z = 1 .

U bilo kojoj jednaqini markirajmo bilo koju nepoznatu koja ne sadr�i neku ranije markiranu nepoznatu.
9x + 5y − 2z = 0

6x + 5y − 2z + t = −3

−7x − 7y + 3z = 6

−4x − 3y + z = 1

Prvoj jednaqini dodajmo qetvrtu pomno�enu brojem 2. Tre�oj jednaqini dodajmo qetvrtu pomno�enu brojem −2.

Dobijamo sistem:
x − y = 2

6x + 5y − 2z + t = −3

5x + 2y = 3

−4x − 3y + z = 1 .

U bilo kojoj jednaqini markirajmo bilo koju nepoznatu koja ne sadr�i neku ranije markiranu nepoznatu.

2�ihov broj je stepen slobode sistema.
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x − y = 2

6x + 5y − 2z + t = −3

5x + 2y = 3

−4x − 3y + z = 1

Tre�oj jednaqini dodajmo prvu pomno�enu brojem −5. Dobijamo sistem:
x − y = 2

6x + 5y − 2z + t = −3

+ 7y = −7

−4x − 3y + z = 1 .

Tre�u jednaqinu pomno�imo brojem 1
7 . To je jedina jednaqina koja nema markirane promen	ive i ima (taqno jednu)

nemarkiranu. Markirajmo tu prome	ivu.
x − y = 2

6x + 5y − 2z + t = −3

+ y = −1

−4x − 3y + z = 1

Poxto vixe nema jednaqina u kojima nijedna nepoznata nije markirana, stajemo sa procesom markira�a i elim-

inisa�a i izraqunavamo vrednosti markiranih nepoznatih. Vrednost svake od nepoznatih raqunamo iz jednaqine

u kojoj je markirana. Izraqunava�e vrximo u obrnutom redu od markira�a. Poxto je promen	iva y posled�a

markirana, �enu vrednost prvu raqunamo.
x − y = 2

6x + 5y − 2z + t = −3

−4x − 3y + z = 1

{
y = −1

Pretposled�a markirana promen	iva je x. �ena vrednost je ona koju slede�u raqunamo. Iz jednaqine u kojoj je

ona markirana je prvo izrazimo

x − y = 2

⇔ x = y + 2, a zatim zamenimo y �enom vrednox�u.

⇔ x = 1{
6x + 5y − 2z + t = −3

−4x − 3y + z = 1

{
y = −1

x = 1

Tre�a nepoznata od nazad koju smo markirali je z, pa je to tre�a promen	iva qiju vrednost raqunamo.

− 4x− 3y + z = 1

⇔ z = 1 + 4x+ 3y

⇔ z = 2

{
6x + 5y − 2z + t = −3


y = −1

x = 1

z = 2

.

Nepoznatu koju smo prvu markirali posled�u raqunamo.

6x+ 5y − 2z + t = −3

⇔ t = −3− 6x− 5y + 2z
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⇔ t = 0

Izraqunate su vrednosti svih nepoznatih:


y = −1

x = 1

z = 2

t = 0 .

Skup rexe�a sistema je R = {(1,−1, 2, 0)}. X

Gausovim algoritmom nazivamo i postupak koji se od opisanog razlikuje samo u tome xto umesto prve reqenice

u opisu stoji:

,,U svakom koraku u bilo kojoj jednaqini koja nema markirane promen	ive markiramo bilo koju promen	ivu, a

zatim elementarnim operacijama eliminixemo upravo markiranu promen	ivu iz svih jednaqina sem iz one u

kojoj je markirana".

Na prethodnom primeru, to bi izgledalo ovako:

U bilo kojoj jednaqini markirajmo bilo koju nepoznatu.
−3x − 5y + 2z − 2t = 6

6x + 5y − 2z + t = −3

5x + 3y − z + 2t = 0

2x + 2y − z + t = −2

Prvoj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem 2. Tre�oj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem −2. Qetvr-

toj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem−1. Dobijamo sistem:
9x + 5y − 2z = 0

6x + 5y − 2z + t = −3

−7x − 7y + 3z = 6

−4x − 3y + z = 1 .

U bilo kojoj jednaqini markirajmo bilo koju nepoznatu koja ne sadr�i neku ranije markiranu nepoznatu.
9x + 5y − 2z = 0

6x + 5y − 2z + t = −3

−7x − 7y + 3z = 6

−4x − 3y + z = 1

Prvoj jednaqini dodajmo qetvrtu pomno�enu brojem 2. Drugoj jednaqini dodajmo qetvrtu pomno�enu brojem 2.

Tre�oj jednaqini dodajmo qetvrtu pomno�enu brojem −2. Dobijamo sistem:
x − y = 2

−2x − y + t = −1

5x + 2y = 3

−4x − 3y + z = 1 .

U bilo kojoj jednaqini markirajmo bilo koju nepoznatu koja ne sadr�i neku ranije markiranu nepoznatu.
x − y = 2

−2x − y + t = −1

5x + 2y = 3

−4x − 3y + z = 1
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Drugoj jednaqini dodajmo prvu pomno�enu brojem 2. Tre�oj jednaqini dodajmo prvu pomno�enu brojem −5. Qetvr-

toj jednaqini dodajmo prvu pomno�enu brojem 4. Dobijamo sistem:
x − y = 2

− 3y + t = 3

+ 7y = −7

− 7y + z = 9 .

Tre�u jednaqinu pomno�imo brojem 1
7 . To je jedina jednaqina koja nema markirane promen	ive i ima (taqno jednu)

nemarkiranu. Markirajmo tu prome	ivu.
x − y = 2

− 3y + t = 3

+ y = −1

− 7y + z = 9

Prvoj jednaqini dodajmo tre�u. Drugoj dodajmo tre�u pomno�enu brojem 3. Qetvrtoj dodajmo tre�u pomno�enu

brojem 7. Dobijamo sistem:
x = 1

+ t = 0

+ y = −1

+ z = 2 .

Ovim postupkom smo sistem sveli na qetiri jednaqine oblika aixi = bi. U naxem sluqaju su svi keoficijenti

ai jednaki jedinici, zato xto smo jednaqinu 7y = −7 mno�ili brojem 1
7 u toku samog postupka, pa da	eg raquna

nema. Skup rexe�a sistema je R = {(1,−1, 2, 0)}. X
Primer 2: Rexiti sistem

−3x − 5y + 2z − 2t = 6

6x + 5y − 2z + t = −3

5x + 3y − z + 2t = 0

8x + 3y − z + t = 3

Gausovim algoritmom.

Rexe�e: U bilo kojoj jednaqini markirajmo bilo koju nepoznatu.
−3x − 5y + 2z − 2t = 6

6x + 5y − 2z + t = −3

5x + 3y − z + 2t = 0

8x + 3y − z + t = 3

Prvoj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem 2. Tre�oj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem −2. Qetvr-

toj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem−1. Dobijamo sistem:
9x + 5y − 2z = 0

6x + 5y − 2z + t = −3

−7x − 7y + 3z = 6

2x − 2y + z = 6 .

U bilo kojoj jednaqini markirajmo bilo koju nepoznatu koja ne sadr�i neku ranije markiranu nepoznatu.
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9x + 5y − 2z = 0

6x + 5y − 2z + t = −3

−7x − 7y + 3z = 6

2x − 2y + z = 6

Prvoj jednaqini dodajmo qetvrtu pomno�enu brojem 2. Tre�oj jednaqini dodajmo qetvrtu pomno�enu brojem−3.

Dobijamo sistem:
13x + y = 12

6x + 5y − 2z + t = −3

−13x − y = −12

2x − 2y + z = 6 .

U bilo kojoj jednaqini markirajmo bilo koju nepoznatu koja ne sadr�i neku ranije markiranu nepoznatu.
13x + y = 12

6x + 5y − 2z + t = −3

−13x − y = −12

2x − 2y + z = 6

Tre�oj jednaqini dodajmo prvu i sistem postaje:
13x + y = 12

6x + 5y − 2z + t = −3

0 = 0

2x − 2y + z = 6 .

Tre�a jednaqina ne zavisi od promen	ivih (jer se ne pojav	uju u �oj) i taqna je. Zato je brixemo iz sistema (jer

ne nosi nikakva ograniqe�a za promen	ive) i sistem postaje:
13x + y = 12

6x + 5y − 2z + t = −3

2x − 2y + z = 6 .

Svaka jednaqina ima po jednu markiranu promen	ivu i tu je postupak markira�a i eliminisa�a promen	ivih

zavrxen. Ostala je jedna nemarkirana promen	iva. Ona je slobodna. Sada je sistem:{
x = α, α ∈ R
13x + y = 12

6x + 5y − 2z + t = −3

2x − 2y + z = 6

tj.
x = α

13x + y = 12

6x + 5y − 2z + t = −3

2x − 2y + z = 6

, α ∈ R.

Prvo raqunamo (tj. izra�avamo preko slobodnih) vrednost posled�e markirane nepoznate.
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x = α

y = 12− 13x

6x + 5y − 2z + t = −3

2x − 2y + z = 6

, α ∈ R

tj.
x = α

y = 12− 13α

6x + 5y − 2z + t = −3

2x − 2y + z = 6

, α ∈ R

Zatim raqunamo vrednost prethodno markirane nepoznate.
x = α

y = 12− 13α

6x + 5y − 2z + t = −3

z = 6− 2x+ 2y

, α ∈ R


x = α

y = 12− 13α

6x + 5y − 2z + t = −3

z = 30− 28α

, α ∈ R

Na kraju raqunamo vrednost nepoznate koju smo prvu markirali.
x = α

y = 12− 13α

t = −3− 6x− 5y + 2z

z = 30− 28α

, α ∈ R


x = α

y = 12− 13α

t = 3α− 3

z = 30− 28α

, α ∈ R

Konaqno je
x = α

y = 12− 13α

t = 3α− 3

z = 30− 28α

, α ∈ R

pa je skup rexe�a sistema R = {(α, 12− 13α, 30− 28α, 3α− 3)|α ∈ R}. X

Naravno, i u ovom sluqaju smo mogli koristiti izme�eni Gausov algoritam:

U bilo kojoj jednaqini markirajmo bilo koju nepoznatu.

7




−3x − 5y + 2z − 2t = 6

6x + 5y − 2z + t = −3

5x + 3y − z + 2t = 0

8x + 3y − z + t = 3

Prvoj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem 2. Tre�oj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem −2. Qetvr-

toj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem−1. Dobijamo sistem:
9x + 5y − 2z = 0

6x + 5y − 2z + t = −3

−7x − 7y + 3z = 6

2x − 2y + z = 6 .

U bilo kojoj jednaqini markirajmo bilo koju nepoznatu koja ne sadr�i neku ranije markiranu nepoznatu.
9x + 5y − 2z = 0

6x + 5y − 2z + t = −3

−7x − 7y + 3z = 6

2x − 2y + z = 6

Prvoj jednaqini dodajmo qetvrtu pomno�enu brojem 2. Drugoj jednaqini dodajmo qetvrtu pomno�enu brojem 2.

Tre�oj jednaqini dodajmo qetvrtu pomno�enu brojem−3. Dobijamo sistem:
13x + y = 12

10x + y + t = 9

−13x − y = −12

2x − 2y + z = 6 .

U bilo kojoj jednaqini markirajmo bilo koju nepoznatu koja ne sadr�i neku ranije markiranu nepoznatu.
13x + y = 12

10x + y + t = 9

−13x − y = −12

2x − 2y + z = 6

Drugoj jednaqini dodajmo prvu pomno�enu brojem −1, tre�oj dodajmo prvu i qetvrtoj dodajmo prvu pomno�enu

brojem 2 i sistem postaje:
13x + y = 12

−3x + t = −3

0 = 0

28x + z = 30 .

Tre�a jednaqina postaje jednakost koja je taqna nezavisno od vrednosti promen	ivih pa sistem postaje:
13x + y = 12

−3x + t = −3

28x + z = 30 .

Svaka jednaqina u sebi ima markiranu promen	ivu pa je postupak markira�a i eliminisa�a promen	ivih

zarvxen. Promen	iva koja nije markirana ni u jednoj jednaqini je slobodna.{
x = α, α ∈ R
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13x + y = 12

−3x + t = −3

28x + z = 30

tj.
x = α

13x + y = 12

−3x + t = −3

28x + z = 30

, α ∈ R.

Izrazimo markirane promen	ive iz jednaqina u kojima su markirane.
x = α

13x + y = 12− 13x

−3x + t = 3x− 3

28x + z = 30− 28x

, α ∈ R.

tj.
x = α

13x + y = 12− 13α

−3x + t = 3α− 3

28x + z = 30− 28α

, α ∈ R.

Naravno, opet dobijamo
x = α

y = 12− 13α

t = 3α− 3

z = 30− 28α

, α ∈ R

pa je skup rexe�a sistema R = {(α, 12− 13α, 30− 28α, 3α− 3)|α ∈ R}. X

Primer 3: Rexiti sistem
−3x − 5y + 2z − 2t = 6

6x + 5y − 2z + t = −3

5x + 3y − z + 2t = 0

6x + 5y − 2z + t = 3

Gausovim algoritmom.

Rexe�e: U bilo kojoj jednaqini markirajmo bilo koju nepoznatu.
−3x − 5y + 2z − 2t = 6

6x + 5y − 2z + t = −3

5x + 3y − z + 2t = 0

6x + 5y − 2z + t = 3

Prvoj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem 2. Tre�oj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem −2. Qetvr-

toj jednaqini dodajmo drugu pomno�enu brojem−1. Dobijamo sistem:
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9x + 5y − 2z = 0

6x + 5y − 2z + t = −3

−7x − 7y + 3z = 6

0 = 6 .

Posled�a jednaqina je postala jednakost koja nije taqna, pa samim tim nije taqna ni za jedan izbor vrednosti

promen	ivih, a to da	e znaqi da nema izbora vrednosti nepoznatih za koje je svaka jednakost taqna, tj. sistem

nema rexe�a ili skup svih rexe�a je R = ∅. X
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Rang matrice

Elementi a11, a22, a33, . . . qine glavnu dijagonalu matrice A =



a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n
...

. . .
...

am1 am2 am3 . . . amn


.

• Ako su svi elementi neke vrste (kolone) jednaki nuli, onda za �u ka�emo da je nula vrsta (kolona).

• Matrica A je stepenasta ako su ispu�eni slede�i uslovi:

1. Ispod svake nula vrste je nula vrsta;

2. Ako neka vrsta nije nula vrsta i prvi element razliqit od nule u toj vrsti je u koloni k, onda su u slede�oj

vrsti u prvih k kolona svi elementi jednaki nuli:

Ako ai1 = ai2 = . . . ai(k−1) = 0 i aik ̸= 0, onda a(i+1)1 = a(i+1)2 = . . . a(i+1)k = 0.

• Matrica A je jako stepenasta ako su ispu�eni slede�i uslovi:

1. Ispod svake nula vrste je nula vrsta;

2. Ako je aii = 0, onda su svi elementi i-te vrste jednaki nuli, tj. ako je neki element glavne dijagonale jednak

nuli, onda su svi elementi �egove vrste jednaki nuli.

3. Svi elementi ispod glavne dijagonale su jednaki nuli.

• Matrica A je dijagonalna ako su svi elementi van �ene glavne dijagonale jednaki nuli, tj. ako je aij = 0 kad god je

i ̸= j.

Napomena: Najqex�e se pojmovi glavna dijagonala i dijagonalana matrica definixu samo za kvadratne ma-

trice. Za potrebe raquna�a ranga, zgodno je te definicije proxiriti na matrice bilo kog formata, xto je ovde

uqi�eno.

Osobine:

• Dijagonalna matrica je jako stepenasta matrica.
• Jako stepenasta matrica je stepenasta matrica.
• Svaka matrica se elementarnim transformacijama mo�e dovesti do jako stepenaste matrice.

• Svaka matrica se elementarnim transformacijama na vrstama mo�e dovesti do stepenaste matrice.

Primeri: Slede�e matrice su jako stepenaste:

[
1 3 2 2 −2

0 5 0 5 1

]
,

 −2 3 2 2 −2

0 5 0 8 0

0 0 8 0 6

, [
3 3 2 2 −2

0 0 0 0 0

]
,

 4 3 2 2 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

,


5 3 2 2 2

0 3 3 4 0

0 0 4 14 0

0 0 0 −1 0

,


6 3 2 2 −2

0 3 3 4 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

,
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7 3 2 2 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

,


8 3 2 2 2

0 2 3 4 3

0 0 4 14 0

0 0 0 −1 0

0 0 0 0 2

,


9 3 2 2 2

0 2 3 4 3

0 0 4 14 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

,


1 3 2 2 2

0 2 3 4 3

0 0 4 14 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 6

0 0 0 0 0


,



1 3 2 2 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0





1 3 2 2 2

0 2 3 4 3

0 0 4 14 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 6

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


Slede�e matrice su stepenaste i nisu jako stepenaste:

[
1 2 3 2 2 −2

0 0 5 0 5 1

]
,

 −2 2 0 3 2 0 3 0 2 2 −2

0 0 0 5 2 7 2 7 0 8 0

0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 6

,

[
1 3 2 0 −2

0 0 3 0 3

]
,



1 3 2 1 8 2 2

0 2 3 2 5 4 3

0 0 4 3 4 14 0

0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 6

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0


Slede�e matrice nisu stepenaste:

 −1 3 2 2 −2

0 0 0 4 0

0 0 4 14 0

,
 −1 3 2 2 −2

0 0 0 0 0

0 0 4 14 0

,



1 3 2 2 2

0 2 3 4 3

0 0 4 14 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 6

0 0 0 1 0



Pri raquna�u ranga matrice koristimo slede�e qi�enice.

I qi�enica: Rang matrice i �oj transponovane su jednaki.

II qi�enica: Rang matrice se ne me�a ukoliko na vrstama i kolonama matrice vrximo neke od elementarnih

transformacija:

1. zamene mesta dvema vrstama (kolonama),

2. mno�e�e vrste (kolone) brojem razliqitim od nule,

3. dodava�e jedne vrste (kolone) pomno�ene nekim brojem drugoj vrsti (koloni).

III qi�enica:
1. Rang jako stepenaste matrice, matrice qiji transponat je jako stepenasta matrica (a time i dijagonalne

matrice) je jednak broju elemenata glavne dijagonale koji su razliqiti od nule. To je istovremeno broj nenula

vrsta.

2. Rang stepenaste matrice3, matrice qiji transponat je stepenasta matrica je jednak broju nenula vrsta.

3a time i jako stepenaste

12



Koriste�i elementarne transformacije, mo�emo od poqetne matrice napraviti jako stepenastu matricu. Tada

je za raquna�e ranga dovo	no prebrojati elemente glavne dijagonale koji su razliqiti od nule. Tako�e, koriste�i

elementarne transformacije na vrstama, mo�emo od poqetne matrice napraviti stepenastu matricu. Tada je za

raquna�e ranga dovo	no prebrojati nenula vrste matrice.

Dakle, postupak raquna�a ranga matrice bi mogao da bude slede�i:

• Markiramo bilo koji element razliqit od nule. Ako je to element aij onda zamenimo mesta i-toj i prvoj vrsti i

j-toj i prvoj koloni. Na taj naqin je prvi markiran element postao prvi element glavne dijagonale. Elementarnim

transformacijama od elemenata ispod markiranog napravimo nule.

• Markiramo bilo koji element razliqit od nule u bilo kojoj vrsti koja nema ve� markiran element. Zamenimo

vrstu u kojoj se on nalazi sa drugom vrstom i kolonu u kojoj se on nalazi sa drugom kolonom. Na taj naqin drugi

markirani element postaje drugi element glavne dijagonale. Elementarnim transformacijama od elemenata ispod

markiranog napravimo nule.

• Markiramo bilo koji element razliqit od nule u bilo kojoj vrsti koja nema ve� markiran element. Zamenimo

vrstu u kojoj se on nalazi sa tre�om vrstom i kolonu u kojoj se on nalazi sa tre�om kolonom. Na taj naqin tre�i

markirani element postaje tre�i element glavne dijagonale. Elementarnim transformacijama od elemenata ispod

markiranog napravimo nule.

• Postupak nastav	amo dok god postoje vrste u kojima nema markiranih elemenata i u �ima elementi razliqiti

od nule. Na kraju postupka je rang matrice jednak broju elemenata glavne dijagonale koji su razliqiti od nule.

Primer 1: Izraqunajmo rang matrice
7 0 −1 −4 2

−2 2 2 3 −1

2 −2 −10 −16 4

15 6 3 −3 3

.

Rexe�e: Markirajmo bilo koji element razliqit od nule u bilo kojoj vrsti i bilo kojoj koloni.
7 0 −1 −4 2

−2 2 2 3 −1

2 −2 −10 −16 4

15 6 3 −3 3


Zamenimo vrstu u kojoj se nalazi sa prvom vrstom i kolonu u kojoj se nalazi sa prvom kolonom. Recimo da prvo

zamenimo kolone.
2 0 −1 −4 7

−1 2 2 3 −2

4 −2 −10 −16 2

3 6 3 −3 15


Zatim zamenimo vrstu u kojoj se nalazi sa prvom vrstom.

−1 2 2 3 −2

2 0 −1 −4 7

4 −2 −10 −16 2

3 6 3 −3 15


Sada pravimo nule ispod markiranog elementa. Prvu vrstu pomno�enu brojem 2 dodajmo drugoj, pomno�enu brojem

4 dodajmo tre�oj i pomno�enu brojem 3 dodajmo qetvrtoj.
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−1 2 2 3 −2

0 4 3 2 3

0 6 −2 −4 −6

0 12 9 6 9


Markirajmo bilo koji element razliqit od nule u bilo kojoj vrsti koja ne sadr�i ranije markiran element.

−1 2 2 3 −2

0 4 3 2 3

0 6 −2 −4 −6

0 12 9 6 9


Zamenimo mesta qetvrtoj i drugoj koloni.

−1 3 2 2 −2

0 2 3 4 3

0 −4 −2 6 −6

0 6 9 12 9


Sada pravimo nule ispod markiranog elementa. Drugu vrstu pomno�enu brojem 2 dodajmo tre�oj i pomno�enu

brojem −3 dodajmo qetvrtoj.
−1 3 2 2 −2

0 2 3 4 3

0 0 4 14 0

0 0 0 0 0


Ponovo markirajmo bilo koji element bilo koje vrste koja nema ranije markirani element.

−1 3 2 2 −2

0 2 3 4 3

0 0 4 14 0

0 0 0 0 0


Poxto ispod posled�e markiranog elementa nema elemenata razliqitih od nule i poxto nema vrsta koje nemaju

markirani element i istovremeno imaju element razliqit od nule, ovim je posao markira�a zarvxen. Rang

matrice je broj elemenata glavne dijagonale razliqitih od nule.

rang




7 0 −1 −4 2

−2 2 2 3 −1

2 −2 −10 −16 4

15 6 3 −3 3


 = rang




−1 3 2 2 −2

0 2 3 4 3

0 0 4 14 0

0 0 0 0 0


 = 3 X

Napomena: Na kraju ovog postupka, broj elemenata glavne dijagonale koji su razliqiti od nule je jednak broju

markiranih elemenata u matrici. Dakle, u opisu postupka je moglo da stoji ,,rang matrice je broj markiranih

elemenata u matrici" umesto ,,rang matrice je broj elemenata glavne dijagonale koji su razliqiti od nule"! Kako

se broj markiranih elemenata ne me�a zamenom mesta vrstama i kolonama, ne moramo ih dovoditi na mesto glavne

dijagonale, dok god dr�imo u glavi da je ,,praviti nule ispod markiranog elementa" (u originalnom postupku)

isto xto i ,,praviti nule u presecima kolone markiranog elementa i onih vrsta koje nemaju markirani element".
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Dakle, postupak raquna�a ranga matrice bi mogao da bude slede�i:

• Markiramo bilo koji element razliqit od nule u bilo kojoj vrsti koja nema ranije markiran element.

• Elementarnim transformacijama napravimo nule u koloni markiranog elementa ali samo na mestima koje pri-

padaju vrstama koje nemaju markirani element.

• Nastavimo postupak dok god postoje vrste u kojima nema markiranih elemenata i u �ima elementi razliqiti od

nule. Na kraju postupka, rang matrice je jednak broju markiranih elemenata.

Prethodni primer bi izgledao ovako.

Primer 1(na drugi naqin): Izraqunajmo rang matrice
7 0 −1 −4 2

−2 2 2 3 −1

2 −2 −10 −16 4

15 6 3 −3 3

.

Rexe�e: Markirajmo bilo koji element razliqit od nule u bilo kojoj vrsti i koloni.
7 0 −1 −4 2

−2 2 2 3 −1

2 −2 −10 −16 4

15 6 3 −3 3


Elementarnim transformacijama napravimo nule u presecima kolone markiranog elementa i vrstama koje nemaju

markirani element.
3 4 3 2 0

−2 2 2 3 −1

−6 6 −2 −4 0

9 12 9 6 0


Markirajmo bilo koji element razliqit od nule u bilo kojoj vrsti koja ne sadr�i markirane elemente.

3 4 3 2 0

−2 2 2 3 −1

−6 6 −2 −4 0

9 12 9 6 0


Elementarnim transformacijama napravimo nule u presecima kolone markiranog elementa i vrstama koje nemaju

markirani element.
3 4 3 2 0

−2 2 2 3 −1

0 14 4 0 0

0 0 0 0 0


Markirajmo bilo koji element razliqit od nule u bilo kojoj vrsti koja ne sadr�i markirane elemente.

3 4 3 2 0

−2 2 2 3 −1

0 14 4 0 0

0 0 0 0 0
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Rang matrice je broj markiranih elemenata.

rang




7 0 −1 −4 2

−2 2 2 3 −1

2 −2 −10 −16 4

15 6 3 −3 3


 = rang




3 4 3 2 0

−2 2 2 3 −1

0 14 4 0 0

0 0 0 0 0


 = 3 X

Napomena: Sve xto smo radili na vrstama, va�i i za kolone.

Evo ilustracije:

Primer 1(na tre�i naqin): Izraqunajmo rang matrice
7 0 −1 −4 2

−2 2 2 3 −1

2 −2 −10 −16 4

15 6 3 −3 3

.

Rexe�e: Markirajmo bilo koji element razliqit od nule u bilo kojoj vrsti i koloni.
7 0 −1 −4 2

−2 2 2 3 −1

2 −2 −10 −16 4

15 6 3 −3 3


Elementarnim transformacijama napravimo nule u presecima vrste markiranog elementa i kolonama koje nemaju

markirani element.
3 4 3 2 2

0 0 0 0 −1

−6 6 −2 −4 4

9 12 9 6 3


Markirajmo bilo koji element razliqit od nule u bilo kojoj koloni koja ne sadr�i markirane elemente.

3 4 3 2 2

0 0 0 0 −1

−6 6 −2 −4 4

9 12 9 6 3


Elementarnim transformacijama napravimo nule u presecima vrste markiranog elementa i kolonama koje nemaju

markirani element.
−6 13 3 −4 2

0 0 0 0 −1

0 0 −2 0 4

−18 39 9 −12 3


Markirajmo bilo koji element razliqit od nule u bilo kojoj koloni koja ne sadr�i markirane elemente.
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−6 13 3 −4 2

0 0 0 0 −1

0 0 −2 0 4

−18 39 9 −12 3


Elementarnim transformacijama napravimo nule u presecima vrste markiranog elementa i kolonama koje nemaju

markirani element.
0 0 3 −4 2

0 0 0 0 −1

0 0 −2 0 4

0 0 9 −12 3


Rang matrice je broj markiranih elemenata.

rang




7 0 −1 −4 2

−2 2 2 3 −1

2 −2 −10 −16 4

15 6 3 −3 3


 = rang




0 0 3 −4 2

0 0 0 0 −1

0 0 −2 0 4

0 0 9 −12 3


 = 3 X

Napomena: Pri transformaciji martice dozvo	eno je mexati elementarne operacije na vrstam i elementarne

operacije na kolonama, raditi malo na vrstama, malo na kolonama.
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Teorema Kroneker-Kapeli

Primena teoreme Kronekera i Kapelija na sistem

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + . . . + a2nxn = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 + . . . + a3nxn = b3
...

. . . =
...

am1x1 + am2x2 + am3x3 + . . . + amnxn = bm

podrazumeva raquna�e ranga dveju matrica:

• rang matrice sistema A =



a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n
...

. . .
...

am1 am2 am3 . . . amni



• rang matrice sistema i slobodnih qlanova A|B =



a11 a12 a13 . . . a1n b1

a21 a22 a23 . . . a2n b2

a31 a32 a33 . . . a3n b3
...

. . .
...

am1 am2 am3 . . . amn bm


i pri raquna�u rangova dozvo	eno je qiniti elementarne transformacije i na vrstama i na kolonama.

Napomena 1: Ukoliko se pri raqunu vrxe samo transformacije na vrstama, onda se dobija matrica koja

odgovara sistemu koji bi se dobio da se na poqetni sistem primene taqno one transformacije na jednaqinama koje

smo pri raqunu ranga matrice primenili na vrstama. Zato je po�e	no vrxiti samo elementarne transformacije

na vrstama.

Napomena 2: Sve elementarne operacije na vrstama koje izvrximo kad raqunamo rang matrice A mogu da

poslu�e kao poqetni deo elementarnih operacija na vrstama koje qinimo da bismo izraqunali rang matrice A|B.

Napomena 3: Imaju�i u vidu prethodne dve napomene, radi uxtede, istovremeno raqunamo rang matrica A i

A|B tako xto transformixemo matricu AP =



a11 a12 a13 . . . a1n b1

a21 a22 a23 . . . a2n b2

a31 a32 a33 . . . a3n b3
...

. . .
...

am1 am2 am3 . . . amn bm


strogo vode�i raquna o slede�e

dve stvari:

-radimo samo sa vrstama (da bismo kasnije mogli da nastavimo Gausov algoritam)

-dok god postoje elementi matrice A (levo od vertikalne crte; svi elementi osim elemenata posled�e kolone)

koje mo�emo markirati, �ih markiramo.

Tada je rang matrice A jednak broju markiranih elemenata levo od vertikalne crte, a rang matrice A|B jednak

broju svih markiranih elemenata matrice AP .

Primer 1: Koriste�i Kroneker-Kapelijevu teoremu diskutovati broj rexe�a sistema
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x + y − pz + t = 0

x + y + 2z + pt = 1

2x + y + z + 2t = 0

x + y + z + t = 0

u zavisnosti od realnog parametra p. U sluqajevima kad sistem ima rexe�a, na�i ih.

Rexe�e: Matrica AP za zadati sistem je


1 1 −p 1 0

1 1 2 p 1

2 1 1 2 0

1 1 1 1 0

. Elemente posled�e kolone ne markiramo dok

postoje elementi ostalih kolona koje mo�emo markirati. Elementi a13 i a24 zavise od vrednosti parametra p.

Kako mi smemo da markiramo samo elemente koji nisu jednaki nuli, da bismo izbegli diskusiju za koje vrednosti

parametra p su navedeni elementi razliqiti, a za koje su jednaki nuli, markira�emo elemente koji ne zavise

od parametra p, dok god takvih elemenata razliqitih od nule ima (levo od vertikalne crte). Da bismo imali

xto jednostavniji raqun, po�e	no je birati element iz onih kolona i vrsta u kojima se ne pojav	uju elementi

qija vrednost zavisi od vrednosti paramera p, kad god takvih elemenata ima (levo od vertikalne crte). U naxem

sluqaju, to su elementi prve dve kolone i posled�e dve vrste. Ako izaberemo element a32 ili a43 ima�emo najma�e

raquna. Recimo da markiramo element a32.
1 1 −p 1 0

1 1 2 p 1

2 1 1 2 0

1 1 1 1 0


Elementarnim transformacijama na vrstama napravimo nule u koloni markiranog elementa.

−1 0 −p− 1 −1 0

−1 0 1 p− 2 1

2 1 1 2 0

−1 0 0 −1 0


Jedini element u qijoj vrsti i koloni nema elemenata qije vrednosti zavise od parametra p je a41. Markirajmo

ga.
−1 0 −p− 1 −1 0

−1 0 1 p− 2 1

2 1 1 2 0

−1 0 0 −1 0


Elementarnim transformacijama na vrstama napravimo nule u koloni markiranog elementa.

0 0 −p− 1 0 0

0 0 1 p− 1 1

2 1 1 2 0

−1 0 0 −1 0


Jedini element (levo od vertikalne crte) qija vrednosti ne zavisi od parametra p je a23. Markirajmo ga.
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0 0 −p− 1 0 0

0 0 1 p− 1 1

2 1 1 2 0

−1 0 0 −1 0


Drugu jednaqinu pomno�enu brojem p+ 1 dodajmo prvoj.

0 0 0 (p+ 1)(p− 1) p+ 1

0 0 1 p− 1 1

2 1 1 2 0

−1 0 0 −1 0


Ostala je jedna vrsta u kojoj nismo markirali ni jedan element. Prva tri elemnta te vrste su nule, tako da je

jedini kandidat za markira�e levo od crte (tj. koji pripada matrici A) element a14. �ega smemo da markiramo

samo u onim sluqajevima kada je razliqit od nule.

a14 = 0 ⇔ (p− 1)(p+ 1) = 0 ⇔ (p = 1 ili p = −1)

Zato razlikujemo tri sluqaja: p = 1, p = −1 i p ̸∈ {−1, 1}.

I sluqaj p = 1:

Za ovu vrednost parametra p, matrica koju smo do sad transformisali postaje
0 0 0 0 2

0 0 1 0 1

2 1 1 2 0

−1 0 0 −1 0

 .

Samo prva vrsta matrice nema markirane elemente, a oni elementi koji odgovaraju matrici A (elementi levo

od crte) su nule, pa za markira�e jedino preostaje element a15.
0 0 0 0 2

0 0 1 0 1

2 1 1 2 0

−1 0 0 −1 0


Rang matrice A je broj markiranih elemenata levo od crte, dakle rang(A) = 3, a rang matrice AP je broj marki-

ranih elemenata u celoj matrici, dakle rang(AP ) = 4. Po Kroneker-Kapelijevoj teoremi, zato xto rangovi

matrica nisu jednaki, sistem nema rexe�a.

II sluqaj p = −1:

Za ovu vrednost parametra p, matrica koju smo do sad transformisali postaje
0 0 0 0 0

0 0 1 −2 1

2 1 1 2 0

−1 0 0 −1 0

.

Svi elementi prve vrste su jednaki nuli, pa nemamo xta da markiramo. Rang matrice A je broj markiranih

elemenata levo od crte, dakle rang(A) = 3, a rang matrice AP je broj markiranih elemenata u celoj matrici,

dakle rang(AP ) = 3. Po Kroneker-Kapelijevoj teoremi, zato xto su rangovi matrica jednaki, sistem ima rexe�a.
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Poxto je broj nepoznatih ve�i od ranga matrice AP , sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a. Stepen slobode sistema

je n − rang(AP ) = 1. Reximo sistem. S obzirom da smo koristili jedino transformacije na vrstama, poqetni

sistem je ekvivalentan onom kome je matrica
0 0 0 0 0

0 0 1 −2 1

2 1 1 2 0

−1 0 0 −1 0

.

Dakle, poqetni sistem je ekvivalentan sistemu
0 = 0

+ z −2t = 1

2x + y +z +2t = 0

−x −t = 0 .

Promen	iva t je slobodna.{
t = α , α ∈ R

+ z −2t = 1

2x + y +z +2t = 0

−x −t = 0

⇕{
t = α

z = 2α+ 1
, α ∈ R{

2x + y +z +2t = 0

−x −t = 0

⇕
t = α

z = 2α+ 1

x = −α

, α ∈ R

{
2x + y +z +2t = 0

⇕
t = α

z = 2α+ 1

x = −α

y = −2α− 1

, α ∈ R

⇕

R = {(−α,−2α− 1, 2α+ 1, α)|α ∈ R}.

III sluqaj p ̸∈ {−1, 1}:

Element a14 matrice
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0 0 0 (p+ 1)(p− 1) p+ 1

0 0 1 p− 1 1

2 1 1 2 0

−1 0 0 −1 0


nije nula pa smemo da ga markiramo.

0 0 0 (p+ 1)(p− 1) p+ 1

0 0 1 p− 1 1

2 1 1 2 0

−1 0 0 −1 0


Rang matrice A je broj markiranih elemenata levo od crte, dakle rang(A) = 4 i rang matrice AP je broj marki-

ranih elemenata u celoj matrici, dakle rang(AP ) = 4. Po Kroneker-Kapelijevoj teoremi, zato xto su rangovi

matrica jednaki, sistem ima rexe�a. Poxto je broj nepoznatih jednak rangu matrice AP , sistem ima jedin-

stveno rexe�e. Reximo sistem. S obzirom da su koristili jedino transformacije na vrstama, poqetni sistem je

ekvivalentan onom kome je matrica
0 0 0 (p+ 1)(p− 1) p+ 1

0 0 1 p− 1 1

2 1 1 2 0

−1 0 0 −1 0

.

Dakle, poqetni sistem je ekvivalentan sistemu
(p+ 1)(p− 1)t = p+ 1

+z +(p− 1)t = 1

2x +y +z +2t = 0

−x −t = 0 .

Izraqunajmo vrednosti markiranih promen	ivih (u redu obrnutom od reda markira�a).{
t = 1

p−1
+z +(p− 1)t = 1

2x +y +z +2t = 0

−x −t = 0

⇕{
t = 1

p−1

z = 0{
2x +y +z +2t = 0

−x −t = 0

⇕
t = 1

p−1

z = 0

x = − 1
p−1{

2x +y +z +2t = 0
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⇕
t = 1

p−1

z = 0

x = − 1
p−1

y = 0

⇕

R =

{(
− 1

p− 1
, 0, 0,

1

p− 1

)}
.
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