RANG MATRICE

Sa M, xn(R) éemo oznacavati skup svih realnih matrical sa m vrsta i n kolona.
U M, «n(R) sabiranje matrica i mnozenje matrice realnim brojem definiSemo na
sledeé¢i nacin:
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Definicija 1. Linearna kombinacija kolona K, ..., K, € M,,«1(R) je svaki izraz
oblika
MK+ -+ AN K,
pri ¢emu su koeficijenti A1, ..., A, proizvloljni realni brojevi. (I

Linearne kombinacije kolona mozemo koristiti za tzv vektorsku reprezentaciju
sistema linearnih jednacina. Na primer, sistem

2x1 +x9 — x3 = 2
—x1 — X0 +4x3 = 0
5.%1 + 33’22 + 8(233 = -3
ekvivalentan je jednacini
2 1 —1 2
xr1 -1 —+ X9 -1 + x3 4 = 0
) 3 8 -3

Pored vektorske reprezentacije sistema linearnih jednacina koristi¢emo i tzv ma-
triénu reprezentaciju sistema linearnih jednacina. Na primer, prethodnom sistemu
odgovara matrica

2 1 -1 | 2
-1 -1 4| o[,
5 3 8 | -3

1komponente su im realni brojevi
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koju jos zovemo i prosirenom matricom sistema. Ako izostavimo poslednju kolonu?,
dobijamo matricu koju zovemo i matricom sistema. Radi preglednosti se u prosi-
renoj matrici sistema kolona slobodnih ¢lanova odvaja od matrice sistema ispreki-
danom linijom.

0.1. Matriéna reprezentacija Gausovog algoritma. Kroz konkretan primer
¢emo pokazati kako se resavanje sistema linearnih jednac¢ina Gausovim algoritmom
moze predstaviti kao niz elementarnih operacija nad vrstama proSirene matrice
sistema.

Podimo od sistema

2x1 +x9 — x3 = 2
—x1 — X0 +4x3 = 0
5581 + 3:62 + 81’3 = =3
i njegove prosirene matrice
2 1 -1 | 2
-1 -1 4 | 0
5 3 8 | -3

U prvom koraku markirajmo z; u drugoj jednacini i eliminisimo ga iz preostale
dve. Ovo se izvodi na taj nac¢in §to ¢emo prvoj jednac¢ini dodati drugu pomnozenu
sa 2 i §to ¢emo trecoj jednacini dodati drugu pomnozenu sa 5.

Paralelno sa ovim ¢emo transformisati prosirenu matricu sistema primenjujuéi
matri¢ne modifikacije prethodnih elementarnih operacija: prvoj vrsti ¢emo dodati
drugu vrstu pomnozenu sa 2, a tre¢oj vrsti ¢emo dodati drugu vrstu pomnozenu sa
5. Posle primene naznacenih transformacija dobijamo

—ro+Try = 2 0 -1 7] 2
—ay —ap+dzs = 00| -1 -1 4 | 0
—2x9 4+ 2825 = -3 0 -2 28 | -3

Primetimo da se na ovaj na¢in polazna prosirena matrica sistema transformisala u
proSirenu matricu novog sistema.

U drugom koraku markirajmo x2 u prvoj jednacini novog sistema i eliminisimo
ga iz preostalih jednacina novog sistema. Ovo radimo tako $to drugoj jednacini
dodamo prvu pomnozenu sa —1 i §to trec¢oj jednacini dodamo prvu pomnozenu sa
—2.

Paralelno sa ovim ¢emo transformisati novu prosirenu matricu sistema primen-
jujuéi matriéne modifikacije prethodnih operacija: drugoj vrsti dodamo prvu po-
mnozenu sa —1, a tre¢oj vrsti dodamo prvu pomnozenu sa —2. Posle primene
navedenih transformacija dobijamo

—zo+ T3 = 2 [ 0 -1 7 | 2

—x1—3xz3 = -2 i | —1 0 -3 | -2

14x3 = -7 | 0 0 14 | -7
Mnozenjem poslednje jednacine i poslednje vrste sa ﬁ dobijamo
—Zo+Txs = 2 [0 -1 7 ‘ 2

—x1—3xz3 = —2 i | —1 0 -3 | -2

T3 = -3 | 0 0 1] -3

2kolona slobodnih é&lanova
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3

Bas kao i u prvom koraku, elementarne transformacije nad vrstama su kao rezultat
proizvele matricu koja je proSirena matrica novog sistema.

U poslednjem koraku markirajmo x3 u tre¢oj jednacini i eliminisimo ga iz pre-
ostalih jednacina. Paralelno sa ovim izvrsimo odgovarajuce transformacije na pro-
Sirenoj matrici sistema. Dobijamo

Najzad, mnozenjem prve

dobijamo

—xy =
—x1 =

T3 =

To =
xr, =
Tr3 =

=
=

DO 0 |~

—
—

2O —o |~

Matri¢éni tok resavanja prethodnog sistema predstavljamo na sledeé¢i nacin:

Ako sa V; oznac¢imo tekucu i-tu vrstu,
sledece elementarne transformacije:
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onda smo prilikom

reSavanja redom vrsili
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B) | Va|—=]| -V
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0.2. Definicija ranga matrice.

Definicija 2. Kolone Ki,..., K, € M,,x1(R) su linearno nezavisne ako ni jedna
od njih nije linearna kombinacija preostalih. Ekvivalentno, kolone Ki,..., K, €

M., %1 (R) su linearno nezavisne ako je

0
0
MK+ -+ N K, =
0
jedino u slucaju kada je Ay = --- = A, = 0. U suprotnom za kolone Ki,..., K,
kazemo da su linearno zavisne. O
1 0
Primer 2. Ispitajmo linearnu nezavisnot kolona K; = 1|, Keo=1]3]1i
2 1
0
K3 = | 0 |. Mi zapravo ispitujemo koliko ima trojki realnih brojeva (x,y,z)
2
takvih da je
0
(1) IK1+yK2+ZK3 = 0
- O -
Kako je jednac¢ina (1) ekvivalentna jednacini
z [0
x + 3y =10
20 +y + 2z | 0 |
i kako je ova jednacina ekvivalentna homogenom sistemu
z = 0
T+ 3y = 0
20 +y+2z = 0

Cije je jedinstveno reSenje x = y = z = 0, zaklju¢ujemo da su kolone K;, K3 i K3
linearno nezavisne. (]

Definicija 3 (Rang matrice). Rang matrice definiSemo kao broj njenih linearno
nezavisnih kolona. (]

Iz definicije ranga matrice neposredno sledi da rang neke matrice ne moze biti
veci od broja njenih kolona.

Primer 3. Na osnovu prethodnog primera sledi da je rang matrice

[NCREa
= w o
N OO

jednak 3, §to je ujedno i broj njenih kolona.
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Primer 4. Odredimo rang matrice

100
[K1 Ko K3)=| 1 0 0
2 0 2
Kako je
0
0K1+Ky+0K3=| 0 |,
0

kolone K, K> i K3 su linearno zavisne, pa je rang date matrice manji od 3. Ispi-
tajmo linearnu nezavisnost kolona K7 i K3. Jednacina

0
LL'Kl —+ ng = 0
0
ekvivalentna homogenom sistemu
T = 0
z = 0
x+2y = 0

Cije je jedinstveno reSenje xr = y = 0, odakle sledi da su kolone K7 i K3 linearno
nezavisne, pa je rang date matrice veéi ili jednak od 2. Kako smo na pocetku
pokazali da je rang strogo manji od 3, dobijamo da je vrednost ranga jednaka 2. [J

Napomena. Na osnovu prethodnog primera vidimo da kolone ¢ije su sve kom-
ponente jednake 0 ne uti¢u na rang.

0.3. Osobine ranga matrice.

Teorema 1. Rang matrice se ne menja primenom elementarnih operacija na vrstama
i kolonama.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da se rang ¢uva elementarnim operacijama nad
vrstama, a potom da se rang ¢uva i elementarnim operacijama nad kolonama. Neka
je

a1y - O
A =
a(m,1) -+ G(mn)
Kako je jednacina
a(1,1) a(1,n) 0
A(m, 1) A(mn) 0

ekvivalentna homogenom sistemu

a1+ +aanrn = 0

Am)T1 + + Gm)Tn = 0

elementarnim operacijama nad vrstama se ne menja skup reSenja ovog sistema,
odakle sledi da elementarne operacije nad vrstama ne menjaju rang.
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Preostaje da dokazemo da elementarne operacije nad kolonama ne menjaju rang.

U tom cilju je dovoljno da pokazemo sledece: ako je matrica [K] ... K] dobijena
iz matrice [K; ... K] primenom neke od elementarnih operacija nad kolonama,
onda kolone Ky,...,K, i K{,..., K] generisu iste linearne kombinacije. U slu¢aju

permutacije kolona ovo je trivijalno ta¢no, pa ¢emo dokaz izvesti samo u slucaju
preostale dve elementarne operacije nad kolonama.
1: [K4 Ky ... K] ~ MKy Ko ... K], A # 0. Tada za proizvoljne
A1, Aoy ..oy Ap € R vazi
A1

MK+ AeKo + -+ A Ky, = T(AKl) + X Ko+ 4+ A K,

odakle sledi da kolone Ky, Ko, ..., K, i AKy, K>, ..., K, imaju iste linearne kom-
binacije.

2: [K4j Ky ... K;] ~[K1+ MKy Ky ... K], A # 0. Tada za proizvoljne
>\17)\2;~~~7)\n € R vazi

MET+ 20K+ 4+ MKy = M (K +AK) + (Ao — M) Ko+ + A\ K,

odakle sledi da kolone K1, K, ..., K, i K1 + AKs3, K, ..., K, imaju iste linearne
kombinacije. 0

1 2 3 4 5
Primer 5. Odredimo rang matrice 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15

1 2 3 4 5 [1 2 3 4 5]
6 7 8 9 10 ~ 0 -5 —-10 —-15 -20
11 12 13 14 15 | 0 —10 —20 —-30 —40 |
[ 1 0 0 0 0
~ 0 -5 —-10 —-15 —-20
| 0 —-10 —20 -30 —40 |
[ 1 0 0 0 0
~ 0 -5 —-10 —-15 -20
10 0 0 0 0
[ 1 0 00 O
~ 0 -5 0 0 0
L0 0 0 0 0
0
Kako su poslednje tri kolone jednake | O |, njih ne uzimamo u obzir prilikom
0

odredivanja ranga. Ostaje da ispitamo linearnu nezavisnost prve dve kolone K i
K>5. Primetimo da je jednacina

0
(EKl + yK2 = 0
0
ekvivalentna homogenom sistemu
z = 0
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Cije je jedino resenje x = y = 0, odakle sledi da su kolone K i K2 linearno nezavisne.
Dakle, rang polazne matrice jednak je 2. O

Zadatak za samostalan rad 1. Neka A € M,,,«,(R). Dokazati da rang matrice
A ne moze biti veéi ni od m ni od n. ([

Zadatak za samostalan rad 2. Neka A € M,,«xn(R). Dokazati da je rang
matrice A jednak m ako i samo ako je determinanta matrice A razli¢ita od 0. O

Zadatak za samostalan rad 3. Dokazati da je rang matrice jednak je redu njene
najvece kvadratne podmatrice ¢ija je determinanta razlicita od 0. O

0.4. Primena ranga na sisteme. U opstem slucaju sistem od m linearnih jednacina
sa n nepoznatih predstavljamo na sledeéi nacin:

a1+ F AT = b

a(m,l)xl + -+ a’(m,n)xn = bm
Matricu A ovog sistema Cine koeficijenti u jednac¢inama i formiramo je na sledeci
nacin:
4y oo A(Ln)
A= :

a(m,1) -+ Gmn)
Pro§irenu matricu sistema B formiramo dodavanjem kolone slobodnih ¢lanova ma-
trici sistema A. Preciznije,

a(l’l) a(Ln) b1
B = :

a(m’l) a(m,n) bm
Ako sa r(A) i r(B) redom ozna¢imo rangove matrica A i B, onda je
r(4) <r(B)

jer je svaka kolona matrice A ujedno i kolona matrice B. Kolone matrice sistema
¢emo redom oznacavati sa Ky, ..., K,, a kolonu slobodnih ¢lanova ¢emo oznacavati
sa K.

Teorema 2. (Kroneker-Kapelijeva teorema) Uz prethodnu simboliku vazi sledece:
(1) Sistem z1 K3 + - -+ 2, K,, = K je odreden ukoliko je r(A) = r(B) = n;
(2) Sistem 21K + -+ + 2, K,, = K je neodreden ukoliko je r(A) = r(B) < n;
(3) Sistem z1 K3y + -+ + 2, K,, = K je nemogu¢ ukoliko je r(A) < r(B).

Dokaz. Teoremu ¢emo dokazati u slu¢aju nehomogenog sistema linearnih jednacina.
Sluc¢aj homogenog sistema je jednostavniji, pa se ostavlja za samostalan rad.

Prvo pokazimo poslednju tacku. Logicki, ona ima formu p = ¢, pri ¢emu je p
iskaz "r(A) < r(B)” a q je iskaz "Sistem z1 K1 + -+ + 2, K,, = K je nemogué”.
Primenjujuéi kontrapoziciju®, treba da pokazemo da iz saglasnosti datog sistema
sledi jednakost rangova matrica A i B.

3u pitanju je tautologija (p=q) < (—g— —p)



8 RANG MATRICE

Neka je (A1,...,\,) proizvoljno resenje sistema 1 K7 + -+ + 2, K, = K. Tada
je

Ky ... Kn K] ~ [Ki ... Kn K=MK — - — AKy]
a(Ll) ce G,(Ln) 0
a(m)l) a(m,n) 0

pa je r(B) =r(A4).
Da bismo dokazali prve dve tacke dovoljno je da pokazemo da iz odredenosti
sistema 21 K7 + -+ + 2, K, = K sledi da je r(4) = »(B) = n. U tom cilju,

pretpostavimo da je (A1,...,A,) jedino reSenje sistema x1K; + -+ + , K, = K.
Tvrdimo da je r(A) = r(B) = n. Pretpostavimo suprotno. Tada su kolone
Ky, ..., K, linearno zavisne, pa postoje realni brojevi d1,...,d, takvi da je

0

OEK 4+ 40K, = |
0

i bar jedan od brojeva 41, ..., d, je razlicit od 0. Medutim, tada je
(M 401, A+ n)

takode reSenje sistema z1K; + --- + 2, K,, = K, §to je u suprotnosti sa pret-
postavkom da je sistem odreden jer je

Ay An) ZE (A 401, A+ 0n).



