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GLAVA 4

MOMENTI RAVNIH POVRSI

4.1 Geometrijske karakteristike ravnih povrsi

Pri izvodenju nekih obrazaca iz otpornosti materijala Cesto se javljaju
izrazi koji zavise samo od oblika popre¢nog preseka posmatranog elementa
(geometrijska karakteristika), a ne i od spoljasnjeg opterecenja ili od veze
sa susednim elementima. Posto su ove karakteristike iste za sve preseke
istog oblika, korisno ih je izra¢unati za pojedine oblike i kasnije ih koristiti
kao gotove obrasce. Te velicine su: teziSte, staticki moment povrsi,
momenti inercije, itd.

4.1.1 Teziste. Staticki moment povrsi (moment I reda)

Teziste je tacka' povrsi S ¢ije su koordinate (zs,Y.), u odnosu na
Dekartov koordinatni sistem, odredene sa:

Sdi
€ :A—
c= faa’
A
4.1
SydA (4.1)
:A
A

LCesto se ova tacka naziva i srediste ili centar.
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# Neka svojstva tezista

Naves¢emo neka svojstva ove veli¢ine, koja ¢emo kasnije koristiti.
= Teziste povrsi koja ima osu simetrije nalazi se na toj osi.
= Teziste povrsi koja ima dve ose simetrije nalazi se u preseku tih osa.

= Ako se neka povr§ A moze podeliti na n konacnih delova, povrsina
A; (1 =1,2,...,n), ¢ija tezista x;,y; znamo, tada se teziste povrsi A
racuna po obrascima

T, = %Z v Ai, Yo = %Z yid;, gdeje A= Z A (4.2)
i=1 i=1 i=1

Staticki moment povrsi, za x ili y osu, definiSemo sa:

Sy = fydA, Sy = fdi. (4.3)
A A

Koordinate tezista i staticki momenti povrsi, prema (4.2) i (4.3), povezani
su relacijama:

Se=ycA, S, =a.A. (4.4)

Na osnovu izraza (4.4) zaklju¢ujemo da su staticki momenti povrsi jed-
naki nuli za ose koje prolaze kroz teziste poprecnog preseka:

Sy =0, S,=0, (4.5)

jer je za te ose z. = y. = 0.
Osa koja prolazi kroz teziste zove se teziSna ili centralna osa.
Staticki moment povrsi, koja se sastoji iz kona¢nog broja delova (A =
A1+ Ag + -+ - + A,), jednak je zbiru statickih momenata tih delova:

S:c = ylAl +ee+ ynAn = Z yiAi7
=l (4.6)
Sy = w11+ -+ 2 dy = Y @i Ay,
i=1

Koordinate tezista delova (x;, y;) treba uzeti sa znakom (+) ili (=), u
zavisnosti od polozaja tih tacaka u posmatranom koordinatnom sistemu.
Jedinica statickog momenta povrsi je [m3].
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4.2 Momenti inercije ravnih povrsi
(momenti IT reda)

Razlikujemo slede¢e momente inercije: aksijalni (ekvatorijalni), polarni
i centrifugalni (devijacioni).
Definisemo ih na sledeéi nacin:

» aksijalni moment inercije (za ose x i y):
I, = f y?dA, I, = f z?dA, (4.7)
A A

gde su x odnosno y rastojanja elementarne povrsi dA od odgovarajuce
ose.

= polarni moment inercije (za tacku O):
Ip = fﬂ dA, (4.8)
A

gde je r - rastojanje elementarne povrsi dA (njenog tezista) od neke
stalne tacke (pola).

Y
» centrifugalni moment inercije (za par
osa , y): dA
X
Iy = j:ﬁy dA, (4.9)
r
A y
gde su z, y koordinate tezista elementarne R
povrsi dA. o X
Slika 4.1:

4.2.1 Neka svojstva momenata inercije

Naveséemo neka svojstva momenata inercije, koja ¢emo kasnije koristiti.

= Vrednost momenta inercije zavisi od polozaja koordinatnog sistema
i sa promenom polozaja koordinatnog sistema menja se (u opstem
slu¢aju) i njegova vrednost.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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= Vrednosti aksijalnih momenata inercije ne menjaju se ako se neki de-
lovi te povrsi paralelno pomere u odnosu na osu za koju se racunaju.
Ovo sledi iz definicija (4.7), jer se na ovaj na¢in ne menja rastojanje
od odgovarajuce ose.

» Iz definicija (4.7), (4.8) i (4.9) sledi da su aksijalni i polarni momenti
inercije uvek pozitivne veli¢ine, dok centrifugalni moze da bude pozi-
tivan, negativan ili jednak nuli, tj.:

I, >0,1,>0,1,>0, I;y s 0.

» Polazeéi od definicija (4.7) i (4.8) mozemo da uspostavimo vezu izmedu
aksijalnih momenata inercije i polarnog momenta inercije, ako za pol
izaberemo koordinatni pocetak (sl. 4.3):

Io:fr2dA:f(a:2+y2) dA =

A A (4.10)
- Jx2dA+ jysz =1, +1,
A A

= Centrifugalni moment inercije jednak
je nuli, ako je bar jedna osa, za koju Vi

3
se raCuna, osa simetrije posmatrane
povrsi. Dokaz (sl. 4.2):
x| x
Ot
Iy = jxydA = jfydAl + nydAg,
A Ay As
A1 = A2 =S Z, T = —T =
4, 4,
Iy = f(—m)y dA + fa:y dA=0 >
< v (0] X
A A

Slika 4.2: Simetrican popreéni presek.

Q

= Moment inercije povrsi, sastavljene iz delova, jednak je zbiru mome-
nata inercije pojednih delova.

Jedinica momenta inercije je [m?].
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4.2.2 Promena momenta inercije
pri transformaciji koordinatnog sistema

U praksi je ¢esto komplikovano racunanje momenata inercije za glavne
teziSne ose (definisaéemo ih kasnije), pa se oni ra¢unaju za ose nekog pri-
lagodenog (pogodnijeg) koordinatnog sistema. Da bismo zatim izracunali
momente inercije za glavne, teziSne ose, potrebno je da, ako znamo vezu
izmedu dva koordinatna sistema (prilagoden sistem koordinata i sistem
glavnih tezisnih osa), znamo i vezu izmedu odgovaraju¢ih momenata in-
ercije.

Kako iz jednog koordinatnog sistema u drugi mozemo da ”predemo” sa
jednom translacijom i jednom rotacijom (koordinatne transformacije), to je
potrebno da vidimo kako se i momenti inercije menjaju pri ovim transfor-
macijama.

# Promena momenata inercije povrsi pri translaciji koordinatnog
sistema. Stajnerova teorema

Veza, izmedu koordinata dva 74 L
paralelna koordinatna sistema, data »
je izrazima (sl. 4.3):
| =
r=x:.+E,
e té (4.11)
Y=Yct+1. x n
X
Da bismo dobili vezu izmedu —JC >
.. . .. —— 3
odgovaraju¢ih momenata inercije, Ye g .
o Y———— X

podimo od definicije ovih veli¢ina i

iskoristimo (4.11):
Slika 4.3: Paralelni koordinatni sistemi.

Ix=Jy2dA=J(yc+n)2 dA:J(yEJr?yan?z) dA =
A

bS

A
= y2A + 2ycfndA+ fnsz = y2A+2ySe + I = I,
A A

A A
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Ly = [eyaa = [+ e+ maa-
A A
= TcYeA + 2S¢ + yeSy + ey = Loy

U specijalnom slucaju kada su ose £,n tezisne, S¢ = S, = 0, dobijamo:

I = I+ y?A
I, =1I,+22A (4.12)
Iy = Iey + 2y A

Momente inercije za tezisne ose (I¢, I, I¢,) zovemo sopstveni mo-
menti inercije, a ¢lanove 22 A, z.y.A i y>A poloZajni momenti inercije.
1z (4.12) sledi

Teorema 1 (Stajnerova) 2 Moment inercije povrsi u odnosu na neku osu
jednak je zbiru sopstvenog momenta inercije i poloZajnog momenta inercije,
za paralelnu osu.

i Napomenimo da je od svih aksijalnih momenata inercije za paralelne
ose najmanji onaj za tezisne ose. Ovo tvrdenje sledi iz (4.12).

# Promena momenata inercije povrsi pri rotaciji koordinatnog
sistema oko njihovog pocetka

Potrebno je, prvo, uspostaviti vezu izmedu koordinata proizvoljne tacke
povrsi u odnosu na dva koordinatna sistema (vidi sl. 4.4). Da bismo to
uradili, odredimo sledeée duzine:

VA
N\ dA

OB -z, AB-y, 4
OD = OB cos ¢ = xcos ; n
DE = BC = ABsinp = ysin g, ¢
A_C:_Bcoscp:ycoscp; & /\E %,
CFE = BD = OBsing = zsin . /(;f c

o B

Slika 4.4: Rotacija koordinatnog sistema.

2Steiner
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Veze izmedu koordinata za ova dva koordinatna sistema (koordinatne
transformacije) su (vidi sl. 4.4):
¢ =0D + DE = zcosp + ysin ¢,
n=AC — CFE = ycos ¢ — xsin .

Veza izmedu momenata inercije za ova dva koordinatna sistema je:

I = fn2 dA = f(ycoscp —zsing)?dA =
A A
— cos? (pfyz dA — 2sin<pcos<pjxydA + sin? (pfx2 dA =
P A A
= I, cos®p — Iysin2¢ + 1, sin? .
Ako sada iskoristimo poznate trigonometrijske relacije:
1+ cos2p 1 —cos2¢p
2 ’ 2 ’
cos? p— sin? (p = cos2p; 2sinycosp = sin 2y,

cos? p = sin? p =
dobijamo:
Ie = 3 (Ip + 1) + 5 (I, — 1) cos 2¢ — I, sin 2¢. (4.13)
Na slican nacin dobijamo veze i za preostale momente inercije:
I, =
Iey =

(I + 1)) — 3 (I, — 1) cos 2 + Iy sin 2¢p, (4.14)
(Iy — 1) sin 2¢ + Iy cos 2¢. (4.15)

N|—= DO

4.3 Glavni momenti inercije

Iz prethodnih relacija vidi se da se pri rotaciji koordinatnog sistema
menjaju i vrednosti momenata inercije. Cesto, u zadacima, potrebno je
naéi polozaj koordinatnog sistema za koji su najveée vrednosti momenata
inercije. Uvedimo prvo sledeéi pojam:

Definicija:
Glavne momenti inercije su ekstremne vrednosti aksijalnih momenata
inercije.

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Nadimo sada ove vrednosti. Posmatrajuéi relacije (4.13)-(4.15) vidimo da su
odgovarajuéi aksijalni momenti inercije funkcije ugla ¢ (poznati su momenti
inercije za x, y ose), pa ekstremnu vrednost nalazimo iz jednacina:

Al _ . dly

de ’ @ -
odnosno dar
d_f = —(Iy — Iy) sin2¢p — 2[5y cos 2 = 0,
d}p (4.16)
d_” = (Iy — 1) sin 2¢ + 21, cos 2¢ = 0.
2
Odavde dobijamo:
te20 — — ' 4.17
o= 20 (4.17)

Resenja ova jednacine su:
21, >
200 = arctg | ——2— | +kr =
0 = anct (— 2
21y
I, -1,

o = %arctg <— ) + %lm, k=0, £1, +2,...
Dakle, kao resenje dobijamo dva ortogonalna pravca, recimo 71”7 i 72”. Ove
pravce nazivamo glavnim osama, za datu tacku.
i Napomenimo, jo§ jednom, da glavne pravce mozemo da dobijemo u
svakoj tacki preseka.

Da bismo sada odredili I¢|,—y, 1 Ip|p=ypy, Potrebno je da, prema (4.13)

i (4.14), izrazimo sin 2¢g i cos 2p preko tg2po:

2 21,
sin 2 = ‘e 90(2) = — Y ,
V1 + tg?2p \/(Im —1,)% + 412,
(4.18)
1 I, — I,
cos 2(pg = 5 = — .
V1 + tg?2p \/(Im —1,)% + 412,
Konacno, zamenom (4.18) u (4.13)-(4.15), dobijamo:
1 1
Ielompn = 5L+ 1) + 50/ (L = 1,)? + 412, = i, (4.19)
1 1
In‘<ﬁ=soo - 5(150 + [y) - 5\/(1} - Iy)2 + 41%;, = Iy, (4.20)

Ieplo=po = 0 = Ii2. (4.21)
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i Napomenimo da sa [1, po dogovoru, oznacavamo veéi moment inercije.
Prema (4.21) centrifugalni moment inercije za glavne ose jednak je nuli.
Sabirajuéi (4.19) i (4.20) dobijamo:

L+1L=1,+ Iy. (4.22)

Odavde zaklju¢ujemo da je zbir aksijalnih momenata inercije, u odnosu
na dve ortogonalne ose, invarijantan (nepromenjen) u odnosu na rotaciju
koordinatnog sistema. Ova osobina neposredno sledi i iz (4.10).

U prethodnim izvodenjima (glavni momenti inercije) koordinatni pocetak
bila je proizvoljna tacka. Medutim, ako je koordinatni pocetak u tezistu tada
govorimo o glavnim teziSnim (centralnim) osama i glavnim tezisnim
(centralnim) momentima inercije.

i Napomenimo da i moment inercije, sliéno naponu, moze da se prikaze
grafickim putem, pomoéu Morovog kruga 3.

# Poluprecnik inercije i elipsa inercije

Poluprecnik inercije povrsi, za neku osu u, definiSe se relacijom:

) I
By = Z“, (4.23)
gde je I, moment inercije za osu u, a A - povrSina poprecnog preseka.
Jedinica poluprecnika inercije je [m].

Posmatrajmo neki pravac v u koordinatnom

< |~
sistemu glavnih teziSnih osa x, y. Neka X ) O
pravac u gradi ugao ¢ sa x-osom. Veza R
izmedu momenata inercije za ove ose data je u N
izrazom (4.13) (za glavne ose je I, = 0): v
I, =1, COS2 @+ Iy SiIl2 ©. (424) Slika, 4.5: Polozaj ose w.

Ovu relaciju mozemo da izrazimo preko polupreénika inercije (4.23),
podelivsi (4.24) povrsinom A, u obliku:

i2 =2 cos p + zz sin? . (4.25)

Dalje, koordinate neke proizvoljne tacke IV, sa pravca u, mozemo da izrazimo
u obliku (sl. 4.5):
= Rcosp, y= Rsiny, (4.26)

3Konstrukcija Morovog kruga inercije data je u Dodatku ove knjige.
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pa iz (4.25) dobijamo:

2.9 2:2 2,2
it} +y2y722 L lzly (4.27)
R2 R M| R%’
ili 2 2 2p2
Ty Wi (4.28)
2 Q2 22 '
y z z’y
Izaberimo sada tacku N’, na pravcu u, tako da je:
.2 2 . .
2R Tpl
“ =1 = R=-L (4.29)
izl Ty

Sada jednacina (4.28) dobija oblik:

33‘2 y2
Zztaz=b
1 (3

y T

Sto predstavlja jednacinu elipse.

Ova elipsa zove se centralna elipsa inercije (centralna, jer je napisana
u sistemu tezisnih-centralnih osa).

Pomocu elipse inercije se moze, grafickim putem, odrediti moment iner-

cije za neku osu u, koja gradi ugao ¢ sa z-osom (x je glavna tezisna osa)4.

4.4 Zadaci iz momenata inercije

Zad. 4.1.
J44‘m
Za poprecni presek prikazan na sl.
4.6 izracunati glavne momente inercije dom

i polupre¢nike inercije.

Resenje:
" ‘ 4em 4em
Slika 4.6: uz zadatak 4.1.

Popreéni presek (sl. 4.6) ima osu simetrije. Koristeéi svojstvo tezista, da
ako povrs ima osu simetrije teziSte se nalazi na toj osi, postaviéemo jednu

4Videti Dodatak.
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osu (z-osa) duz ovog pravca. Da bismo odredili polozaj tezista na ovoj osi,
drugu osu (y1) ¢emo postaviti kako je prikazano na sl. 4.7. Za ovako izabran
koordinatni sistem nadimo koordinate trazene tacke.

Povrsine:

Ay =812 =96 [cm?], Ay = 4-4 = 16 [em?],
AZZAZ‘:Al—A2=8O[Cm2]. -

x T| [T, T
Teziste:
xr, = 0, Ty = —2, 0.4
cxi- A; 96-0 — 16(—2 %7
xT:Zle L= (=2) = 0,4 [em]. v
Zi AZ 80 Slika 4.7: Prikez tezista povrsi.

Postavimo sada y osu kroz teziste T', paralelno osi y;. Ovako postavljen ko-
ordinatni sistem je centralni (tezisni). Medutim, kako je x osa osa simetrije
to je sistem x, y sistem glavnih osa, tj. ovo su glavne teziSne ose.

Da bismo izracunali momenti inercije ovog preseka, za koordinatni sis-
tem z, y, iskoristi¢emo svojstvo (vidi str. 60) da je moment inercije tela
koje mozemo da podelimo na konacan broj delova, jednak zbiru momenata
inercije pojedinih delova. U naSem slucaju, iz velikog pravougaonika 8 x 12,
sa tezistem u tacki T (sl. 4.8-a), isekli smo mali kvardat 4 x 4, sa tezistem
u tacki Ty (sl. 4.8-b).

a) b)

0.4 2.4

Yy Vv, Iy \ ¥,

Slika 4.8: Polozaj tezista delova.

- x osa je teziSna osa (osa simetrije) za oba kvadrata, pa je:

b-h3 8128  4.43 : :
Im———Il—I2— - =1152—-21.3 =11 ~ 11 4
12 z z 12 12 5 )3 30,6 30,7 [em®]
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- 9 osa nije teziSna, pa treba primeniti Stajnerovu teoremu za moment
inercije za y osu:

b3 h
b=

83.12 43. 4
:< +96-0,42> — <—+16-2,42> =512+ 15,36 — 113 =

2 2
=1, — I = (I} + Ar-dy) — (I, + Ay d27) =

12 12
— 413,86 ~ 413,87 [em?].

Polupreénici inercije su:

I, 1130, .
Z920 = A = % =14,13 [cm2] = iz = 3,76 [cm],
1 41
zz = Zy = ;’687 =5,173[em?] = i, =2,27[cm].
d
Zad. 4.2.

Za poprecni presek prikazan na slici /Il/
4.9 (iz kvadrata a x a ”isecen” kvadrat % | %

(a — 2d) x (a — 2d)) izracunati glavne
momente inercije i poluprecnike iner-
cije. //

I a I
I 1

Slika 4.9: uz zadatak 4.2.

Resenge:

Zbog simetrije (ima dve ose simetrije), teziste oba dela (iz velikog kva-
drata stranice a iseCen je kvadrat stranice a — 2d) se poklapaju.
- Momenti inercije su:

a*  (a—2d)*
12 12 ’

Polupreénici inercije, kako je povrsina popreénog preseka A = a? — (a —2d)?,
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su
z‘2zi2:£: f_(a—2d)4 1 _
T A 12 12 a? — (a — 2d)?
1 a? — [a® + (a — 2d)?] ~a* + (a—2d)?
T 12 a? —(a— B 12 '
d
Zad. 4.3.
Scm Sem
__2cm
Za poprecni presek prikazan na sl. Lem
7 28cm

4.10 prvo odrediti polozaj tezista, a |
zatim izracunati glavne momente in- |
ercije i poluprec¢nike inercije.

2cm

8cm M.I

Slika 4.10: uz zadatak 4.3.

Resenge:

Prvo potrazimo teziSte, koje se nalazi na y-osi, jer je to osa simetrije
(videti osobinu 4.1.1, na str. 58):

- povrsine: 10cm
>+ [ 2cm
A=16-2+1-28+10-2 = o T,
=32+ 28 + 20 = 80 [cm?].
. X T, 28cm
- teziste: X T
z.,=0 13.75¢cm
C ? T]
32(—1) + 28 (—16) +20- (—31) gl — T
ve = 80 - ) 1y6cm Zem
= —13,75[em]. ]
Slika 4.11

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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- momenti inercije:

16- 23 1-283
I, = < o 32 (-12, 75)2> + < TR (—2,25)2> +

10- 23 9 S 4
3 +20(17,25)% | = 13.141,6 [em™],

163-2 13.28 103-2 10.220 .
I, = = = 851, 6 [cm?].
y (12>+<12)+<12> 12 6 lem’]

- polupreénici inercije:

I, 13.141,6
il = Z”” = T’ = (12,8)%[em?] = i, = 12,8[cm],
I, 851,6
iy = Zy = 8—0’ =(3,26)%[cm?] = i, =3,26[cm].
d
Zad. 4.4.
2cm
Za poprecni presek prikazan na sl Lem 6em
4.15 izracunati glavne momente inercije i
polupre¢nike inercije. -
2cm

\_ 4em ‘ ‘ 4em

Slika 4.12: uz zadatak 4.4.

Resenje:

Prvo odredimo teziste, u odnosu na koordinatni sistem prikazan na sl.
4.13-a. Poprecni presek podeli¢emo na tri pravougaonika (sl. 4.13-b), pa je
ZZLL'ZAZ _ —-2,5:84+0+2,58 _

A 8+8+10-1

0.

Lo =

Dakle, teziste preseka nalazi se u koordinatnom pocetku prilagodenog koor-
dinatnog sistema.
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a) b)

V=),

y i

Slika 4.13: Prilagodeni koordinatni sistem.

Izra¢unavanje momenata inercije, u odnosu na dati koordinatni sistem
teziSnih osa z, y, uradi¢emo na dva nacina.

Prvi nacin za odredivanje I,. Podelimo dati presek na tri dela, kao
kod izracunavanja tezista, prema sl. 4.14-a. Primenom Stajnerove teoreme,
dobijamo:

1-103 4.23 103 + 64
I, = 2( == +84%) = ——— 1162 = 344, T[em?].
rT T T <12+ > 2 T lem’]

Ovde smo iskoristili da su momenti inercije za delove 1 i 3 isti.

Drugi nacin za odredivanje I,. Ovde ¢emo iskoristiti svojstvo momenta
inercije da se njegova vrednost ne menja ako delove pomeramo paralelno osi
za koju ga trezimo (vidi sl. 4.14-b):

5000 — 864

_ 4
5 = 344, 7 [em®].

I T S
I = 75 [5:10° - 4-6°] =

Ovim pomeranjem dobili smo dva pravougaonika za koje je x osa tezisna
osa (slucéaj kao u zadatku 4.1).

lem
6cm

Vi 4cem

Slika 4.14: Translacija osa.

6cm

N\

Prvi nacin racunanja momenta inercije I,. I za ovu osu ¢emo posmatrati

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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presek podeljen na tri dela i primeniti Stajnerovu teoremu:

133 :
+ 8 (5/2)2> = =5 +100=122,16 [em?].

13- 10 43.9
I, = 2
v 2 (12

Drugi nac¢in za odredivanje I,. U ovom slucaju pomeri¢emo delove par-
alelno y osi (vidi sl. 4.14-c). Dobijamo dva pravougaonika za koje je osa y
tezisSna osa, pa je:

9%.2 138 93+4

_ Ao 4
TRREET) = 122,16 ~ 122,2[em?].

I, =

Za odredivanje centrifugalnog momenta inercije, podeli¢emo presek na
tri dela (vidi sl. 4.14-a):

0
Ly = I8 + %ﬁ I = 0+2-4(-2,5) 4+ 2:4-2,5- (—4) = —160 [em?].

Glavne momente inercije odredujemo prema (4.19) i (4.20) (vidi str. 64):

B44,7+122,2 \/344, 7—122,2
2 - 2
I) = 428,3[em?], I = 38,5[cm*].

1172 = + (—160)2 =

Odredivanje pravaca glavnih osa:

21,
Y_ — .. =1,4380>0

tg2aq = — =
ga I — I,

/

C

=)
E e
|1

Odavde sledi da je ugao 2a; u prvom )
kvadrantu. Kako je I, < 0 to sledi \
da je sinay; > 0, a odavde sledi da je

201 = 55°10', odnosno a; = 27°35 . y \e)
Shka 4.15: uz zadatak 4.4.

J
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Zad. 4.5.

3cem 9cm

2cm

Za popre¢ni presek prikazan na lem
slici 4.16 izracunati glavne momente 10em
inercije i polupre¢nike inercije.

9cem 3cem 2em

Slika 4.16: uz zadatak 4.5.

Resenge:

Prvo je potrebno odrediti teziste. Prilagodeni koordinatni sistem dat je
na sl. 4.17-a. Medutim, treba uociti da presek ima tacku (pol) simetrije i to
je bas koordinatni pocetak, pa prema svojstvu tezista, ta tacka je i teziste.
Proverimo tako §to éemo podeliti presek na tri dela (sl. 4.17-a), pa je:

T _ixiAi_ 12 (6) + 34-0 + 12 (—6) B
T_i=1 A 6:2+(6:2+1014+62)+62

Dakle, postavljene ose su teziSne, ali za sada ne znamo da li su i glavne.
Momente inercije ¢emo, i u ovom slucaju, ra¢unati na dva nacina:

» prvi, deleéi presek na delove (sl. 4.17-a), koristeéi Stajnerovu teoremu,

= drugi, koriséenje svojstva momenta inercije (paralelno pomeranje de-
lova sa osom za koju se racuna, sl. 4.17-b,c).

Za x osu:
I nacin

12.23 5\  1-10° !
J;_.2< D -+122-6>-+ 5 = 1827, 3[em’].

IT nacin odredivanja (sl. 4.17-b)

12-14%  11-103
I B 0

= 1827, 3 [em?].
T 12 12 bl [Cm ]

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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3.3, 6 3.3
2
| | [ 1
1 6 1 5
<16 6 Ny X, X ; Vs
6 5
22111 | [ A WK SR A |
TN EY R TR [ NP P
Vy Yy
a) b) ¢
Slika 4.17: uz reSenje zad.4.5
Za y osu:
I nacin
13-10 123.2 9 S 4
I, = D +2 B +12-2-3% | = 1008, 83 [cm*].

IT nacin (sl. 4.17-b)

18%.2 1310 632 .
I, = = 1008, 83.
Y 12 + 12 * 12 ’

Centrifugalni moment inercije (za delove) je:

xy—/?ﬁﬂ(? — 2.6(6-6) + 2-6[(—6)- (—6)] = 4- 6% = 864 [em’].

Kako centrifugalni moment inercije nije jednak nuli, to ose z, y nidu glavne.
Glavne momente inercije odredujemo prema (4.19) i (4.20) (vidi str. 64):

I, +1 I, —1,\?
I1o="2 Y4,/ 2 2, =
1,2 5 _\/< 5 ) + 13z,

. . . S\ 2
182 1 1827,3 — 1
827,34 1008,83 ( 827,3 008,83) -+ s64%

2 2

_(2374[em] =1,
~ | 462,06 [em?] = Is.

Polupre¢nici inercije, prema (4.23), su

i1 = imax = 6,4[cm], i1 = imin = 2,8[cm].
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Zad. 4.6.

2cm 2cm

1 [

Za poprecni presek prikazan na slici ﬁ._3cm
4.19 izracunati glavne momente iner- em som
cije i polupre¢nike inercije.

— 4
__3cm

Slika 4.18: uz zadatak 4.6.

Resenge:

Prvo uo¢imo da presek ima dve ose simetrije, pa se u njihovom preseku
nalazi teziste. Dakle, ose x, y (sl. 4.19) su tezisne, ali i glavne (za ose
simetrije centrifugalni moment inercije je jednak nuli, svojstvo mom. iner.
na str. 60).

Za odredivanje vrednosti momenta inercije za x osu paralelno (sa ovom
osom) ¢emo pomeriti delove (sl. 4.19-b). Za oba pravougaonika osa x je
tezisna osa, pa dobijamo (4.30). Pri izracunavanju za y osu podeli¢emo
presek na tri dela, za koje je y osa tezisna, pa dobijamo (4.31).

2cem 4em

;6120 46 em
12 12 3em
= 792 [em?], (4.30) P X T
YT 12 T 12 —
= 112 [em?]. (4.31) y") )
a
Slika 4.19: uz reSenje zadatka 4.6.
Polupreénici inercije su:
1 792
.2 T 2 2
=—=—=1 =(4
=4 = g 6,5 = (4,06)° [cm*]
1 112 .
2 y 2 2
=—=—=23=(1,52 .
2=V = 2 =08 = (1,527) o)

3

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Zad. 4.7.

Za poprecni presek prikazan na slici
4.20 izracunati glavne momente iner- 2a
cije i polupre¢nike inercije.

a 2a

Slika 4.20: uz zadatak 4.7.

Resenje:

Kako presek ima ose simetrije, to se u njihovom preseku nalazi teziste.
Na sl. 4.21 su prikazane te ose. Ose simetrije, su, prema osobini navedenoj
na str. 60, i glavne ose. Pri izra¢unavanju momenata inercije, dati presek
¢emo podeliti na tri dela (vidi sl. 4.21), naime iz kvadrata 3a x 3a, sa
tezistem u C1, iseéi ¢emo dva kavdrata a x a sa teziStima Cy i (3.

X

Osa x nije teziSna osa za sve kvadrate, pa '
je potrebno primeniti Stajnerovu teoremu.
Osa y prolazi kroz sva tezista, pa je uku-
pan moment inercije jednak zbiru/razlici
sopstvenih momenata inercije, pa je:

G,

Yy
Slika 4.21: uz reSenja zadatka 4.7.

I =

o[ o] e

(3a) 2_4_794
12 127 12

Iy =

Kako je povrsina
942 — 24 = 7d?,

to su poluprecnici inercije:

/131 /
Iy = z—4a:0,607a, ly = §a=0,97a.
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Zad. 4.8.

———

Za poprecni presek prikazan na slici 2a

4.22 izracunati glavne momente inerci- _t
je i odrediti poluprecnike inercije.

2a

Slika 4.22: uz zadatak 4.8.

Resenge:
Ovaj presek ima osu simetrije, pa se na njoj nalazi teziste, ali se ne zna
gde.

Postavicemo tako koordinatni sistem b)
da jedna osa bude osa simetrije (rec-
imo osa y). Drugu osu postavimo na s C.
spoju dva pravougaonika (sl. 4.23-a). __ X
Za tako postavljen koordinatni siste, *
teziSte je: X o

_ (—a)(6a?) +a-2a® 2 y v
¢ 6a? + 2a2 N 3&. Slika 4.23: uz reSenje zadatka 4.8.

Momenti inercije su (z osa nije tezisna ni za jedan deo, pa primenjujemo
Stajnerovu teoremu, a y osa je tezisna za oba dela):

I, = (3a)(20)° + 6a’ (111)2 + a(20)° + (§a>2.2a2,

12 3 12 3
[ B0'Ce)  @0a) 14,
12 12 3

Kako je povrsina popreénog preseka A = 6a%+2a? = 8 a?, to su polupreénici

inercije:
PN PP S I DY (T S S
N9 8a2 V9 Y V9T 8a2 V127
d

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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Zad. 4.9.

L 4em
’

12e¢m

-| 4em

lem ! !4cm! 8cm !4cm! ! lem

Za poprecni presek prikazan na slici
4.24 izracunati glavne momente iner-
cije 1 polupre¢nike inercije. .

Slika 4.24: uz zadatak 4.9.

Resenje:
Povrsina:
A =1820—8 12— 2-12 = 240 [em?].
Momenti inercije za I, osu (vidi sl. 4.25):

18208 10-123

I, = = 10.560 [em?].
v 12 12 [em”]
4 4 -
l/ A1 4 _r X, C, O
8
12 2
(@) [©) 8
-|__4 __4: o)
el & el L%J I TEOME SRR
a) b) ¢)

Slika 4.25: uz reSenje zadatka 4.9: za — I.
Drugi nacin (vidi sl. 4.25):

4-123 18- 43
I, =2 +2 ( LT 82) = 10.560 [cm*].

12 12
Momenti inercije za I,, osu (vidi sl. 4.26a):

183.4 (42- 12
+2

Iy =270 12

+4-12- 62) = 7472 [em*].
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cC o __4 _r4
c 12 12
@ ©)
I I
4 4
0] 3 3
|<i><—4>| Yy Yy
6 6 8
I ! 16
yy
a) b) ¢

Slika 4.26: uz resenje zadatka 4.9: za — Iy.

Drugi na¢in (vidi sl. 4.26b,c):

1 1 1
I,=2— 418 + —.12-16% — —12-8% = 7.472 [em?].
y G 8+12 6 G 8% = 7.472 [em®]

. 10560 .
%25:%:44 = iy =6,6[cm],
7472 .
=50 = 31,13 = i, =5,58[cm].
Zad. 4.10.
Za poprecni presek prikazan na slici a

4.27 izracunati glavne momente iner-
cije i polupre¢nike inercije.

a a a

Slika 4.27: uz zadatak 4.10.

Resenge:

N

12

Ovaj poprecni presek ima dve ose simetrije, pa se teziste nalazi u nji-
hovom preseku (sl. 4.28). Ovu povrs mozemo da podelimo na jedan pravo-
ugaonik (a x 3a) i na ¢etiri pravougla trougla. Kako su momenti inercije

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!
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za trougao dati relacijom (13.1) (str.252), to primenom Stajnerove teoreme,
dobijamo:

a(3a)3 at@ 1 ,(a 2a 2 :A/Q /
I, = gl 22 (242 = 2
2 [36 3 273 } y N K
2
61 4 ° a
= — 2
N A INCEE
a®(3a) at 1 a a\2 ° :
I — 4 - — 2 <_ _> = a a, a a
e G| RN
= Zafl‘ Slika 4.28: uz resenje zad. 4.10.

4

Ove ose su i glavne ose (ose simetrije!), pa je:

61 7
I = —a* I, =—a*
L=y 27

Povrsina ovog preseka je A = 5a?, pa su polupreénici inercije:

5 a'61/12 o 61
i = —>%5— i1 =Al—a
L™ 502 " Neo ™
at7/4 , 7
= = do=4r/—a
27 5a? >~ V20
d
Zad. 4.11.
3cm ‘2cm‘ 9cm
T [
V A a 2cm
Za poprecni presek prikazan na slici ldem

4.29 izracunati glavne momente iner-
cije i polupre¢nike inercije.

W Al _: 2cm

Slika 4.29: uz zadatak 4.11.
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Resenge:

Teziste:
2(—3)(2-14) +0-(14-2) e
To T 3(2 14) - —eleml

Moment inercije za x-osu.
I nacin - translacija delova, paralelno sa xz-osom (videti sl. 4.30)

14188 12.14°

I = 4060 [cm?].
D) 12 [em”]
ZCm_‘ . 12ecm
T
| | 2
lem Sem
C C
by X T, T, l4cem
Tem
lem
I I T 2em
2em 14cm
y
a) b)
Slika 4.30: uz reSenje - za moment inercije I - prvi nacin.
II nacin (videti sl. 4.31):
14-23 2143
I, =2 14-2- 8 =4 4.
x ( D + 8 > + 1 060 [em™]
Moment inercije za y — osu:
143.2 23.14
I, =2 14-2-12 2:14-22 | =
=2 (7 rwant) (5t 2ae?)
143 28 143 + 28
= +22+ T +8 1= T++56+112:

= 924 + 168 = 1092 [em?].

Da li si naucila/naucio? Ako jesi, okreni stranu!



82 4 Momenti ravnih povrsi

3em 2em 9em
1 B
I 2cm
Tem
14cm
X I 10cm
Tem
I 1 2em
| 14cm
! v

Slika 4.31: uz reSenje - za moment inercije I, - drugi nacin.

Kako su ove ose ose simetrije, to su istovremeno i glavne ose, pa je
I} = I, = 4060 [em*], I = I, = 1092 [em*].
Poluprecnici inercije (povrsina je A = 72):

4060
i = — = 56,39[em?] = i, =T7,5[cm],
. 1092 .
22 = o = 15,17 [ch] = iy = 3,89 [cm].



